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Extracto del profago a la prime m edition 

Pareee que no hay aeuerdo sobre lo que ha de consdtuir un primer curso 
de Cileulo y Geometria Analitica, Unos sostienen que el csmino verdadero para 
entender el Calculo 1 principte con un estudio gompleto del sistema de los ndmeros 
reales desarroilandola paso a paso de manera Idgica y rigurosa, Glros insisten 
en que el Calculo e§ ante todo un instrument para las ingenieros y fisicos; y por 
consiguienie, que un curso debe llevar a las aplicaciones del C&lculo apelando a k 
intuition, para despues, por el ejercicio en la resol ucidn de problem&s, alcamzar 
destreza operator ia. En ambos pu n tog de vista hay mueba parte de raztin. 
El Calculo es una ciencia deducliva y una rama de la Matenktica pura, Al tnismo 
tiempo es muy importante recorder que el Calculo tiene profundas rafces en pro- 
blemas ftsteos y que gran parte de su potencia y beliefs dertva de la variedad de 
sus aplicaciones. Mas es posable gombinar un dcsartollo tedrico raguroso eon una 
sana formacidn tccnica h v este libro represen ia un Inlento de establecer un sensible 
equilibrio entre las dos tendencies. Aunque se trate el CAIculo como ciencia deduc- 
tiva, no por eso se abandonan las aplicaciones a problemas ffsicos. Las demos* 
traciones de todos los teoremas importantes se consideran como una parte esencial 
en el desarrotlo de las ideas maternities^ y con freepencia van prccedidas de una 
diseusidn geometries o intuitive para dar al estudknte una visidn mas penettante 
del porqui de la demos ( rae id n. Aunque estas discus iones inttiitivas pueden ser 
suficiemes para el lector que no est£ interesado en los de la lies de la demostracitin. 
tambkfl SC include la demos true ion complete para aquellog que preiieran una 
eatposicidn mis rigurosa. 

La disposicidn de este libro ba sides sugerida por el desarrollo histdrico y 
filosdfico del Calculo y 9a Geometria Analitica. Por ejemplo, se sstudia la Integra- 
cidn antes de la diferenciacitin. Aunque esta manera de ordeiaar k materia del 
curso sea poco frecuente. es hfotdricamente corrects y pedagdgi came rite adeeuada. 
Ademas, es el mejor camino para Eager patente la verdsdera conexidn entre k 
derivada y la integral. 

El ecncepto dc integral se deftne en primer lugar para funeiones escalonadas, 
Puesto que la integral de una fyncidn escalonada no es mis que una sums, la 
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teorfa de la integral ton es extremadamente sene ilk en este caso. Mientras el estu- 
diante aprende las propiedadeg de la integral para funciones escalonadas, adquiere 
experiencia en el mo de la no tad on sumacton y al mismo tieinpo se familiariza 
con el simbolismo de la integral. De esta mati?ra se van construyendo los peldanos 
para que la trensicidn de June tones escalonadas a otras funcicnes nuis generates 
parezea f£dl y natural. 


Prologo a la segunda edition 

La segunda ediciin diliere dc la primera en muchos aspects Se ha anadido 
el Algebra lineal; Ion teoremas del valor medio y las aplicaciones del Cakulo se 
han inlroduqido en los primer os capfiulos, y se ha asadido bueti numero de 
nuevos y sene i I las ejcrdcios. Una inspect ton del mdice revela que el 1 i bro se ha 
dividido en capftulos de menor extension, desarrollandose cada uno sobre un 
concepto importante. Varias seccicnes han sido escricas de nuevo y reorganizadas 
para p report ton ar una mejor fund amen tac ion y mejorur la lluidcz de las ideas. 

Al igual que en la primera edition, cada concepto nuevo imporiante vicnc 
preeedido dc una introduction histories, que describe su dcsatrollo desdc una 
primera nocton fssica intuitive hasta su formulae ton mate mat tea precisa. HI estu- 
diante descubre en parte los esfuerzos del pasado y los triunfos de los hombres 
que mas han contribuido al tern a, De esie modo el estudiante se convierte en 
participants activo en 3a evoke ton de las idea$ y no queda corap mero observado? 
pasivo dc los resultados. 

La segunda edit ton, cotno la primera, esta dividida en dos voliimencs, Las dos 
terceras partes primeras del Volumeti I tratan del C41cuto eon funciones de una 
variable, iticluvendo las series y una introduce ton a las ecuaciones diferenciales. 
La ultima tercera parte del Volume n 1 introduce el Algebra lineal eon aplicaciones 
a la Geometria y al Anrilisis. Gran parte de esios temas se apoya sdlldamenie en 
d calculo de ejemplos que i lustra n la teoria general, Elio ptoporciona una mezcla 
de Algebra y de Andlisis y eonlribuye a preparar el camino para la transicton 
del Cdtcuto con una variable a I Cilculo con varias variables, que sc iraia en el 
Volumeu II. Un desarrollo mds amplio de Algebra lineal se hard necesario en la 
segunda edicidn del Volumen IT. 

Una vez mas reconozco con agrado mi deuda con los profesores H, F. Sob- 
nenblust. A, Erdcdyi, F, B, Fuller, K. Hoffman, CL Springer, y H. S. Zuckerman, 
Su influencia en III primera edicidn ha continuado en 3a segunda, En la prepara* 
cion de la segunda edicidn, recibi tambicn la ayuda del profesor Basil Gordon, 
que sugirid muchas mejoras. Esloy lambien agradeddo a George Springer y 
William P, Ziemer, que leyeron las ultimas pruebas. El personal de Blaisdell 
Publishing Company, eomo siempre, ha pre&tado una gran ayuda; aprecto su 
simpatica aceptaddn de mis deseos en lo relalivo al formato y a la tipografia,. 
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For ultimo, lengo especial satisfaction cn expresar mi graiitud a mi esposa 
por hater coniribuidc en di versa s formas a la preparation de las dos edic ion.es. 
En testimonio de mi agradeeimieiuo k dedico este libro. 

T, M A- 

Pa&adma. California 
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INTRODUCCI6N 


Parte /. - fntroducci6n hist6ric& 


1 1,1 Los dos concept basics del Calgulo 

El considerable pragreso habido en la ciencia y en la teen Lea durante los 
u I times cien anos precede cn gran parte del cksarrollo dc las Maletnalicas. 
La ranta de la Maternities! conocida por Calculo integral y diferencial es un 
instrumento natural y podcroso para alacar multiples problemas que surgen en 
Fisica. Astronomta, Ingeniena, Quimica, Gcologia, Biologia, y en otros campOs, 
incluyendo recienl entente algunos de Ciencias godales. 

Para dar una idea a I lector de los muy di versos tipos de problemas que 
pueden irataree por los milodos de Calculo se ex pone a continuation una pe- 
quena mucstra de cues ti ones select ion ad as e litre los ejercirios que aparecen en 
capitulos poiter tores de este libro. 

iCon que velocidsd deberia ser impuUado un cohete para que nunc a volviera 
a ia Tierra? iCual as el radio del manor disco circular que cubra a lodo triangulo 
isdsceb dc peri metro L? gCua! es cl voltimen de material extraido de una esfera 
de radio 2r al atravesarla por un orificio cilmdrico de radio r cuyo e|e pase por 
el centre de la esfera? Si un cuLtivo de bacteria* creee en raaon di recta a 9a can- 
tidad que hay en cada instante, y la poblacldn se du plica en una hora f £en cuanto 
se habri tnc remen tado al cabo de dos boras? Si una lucrza de die*, libras estira 
una cuerdp elastics una pulgada. iqu£ Irabajo se ncccsira para estirarla un pie? 

Earns ejemplos, elegidos en distintos campos, i lust ran algunas de las cues- 
tiones tunicas que pueden ser resueltas corao apMcaeiones mas o menos ruti- 
narias del Calculo. 

El Calculo no solo es un inslrumcnto tecnice, si no que contiene una eolec- 
cidn de ideas fascinadoras y atrayentes que ban ocupado el pensamiento humono 
durante cen tunas. Estas ideas estan relacionadas coo velocidad, area, volumen, 
rasdn de crecimientQ, tangent# a una tinea, y con otros conceptgs referentes a 
otros domtnios. El Calculo obliga a detenerse y a pensar cuidadosamente acerca 
del signilicado de estos conceplos. Otro caracicr notable del Calculo es su podcr 


wriqhte 


atria! 


I 



2 


Introduction 


umificador Muchos de eslos prolb lemas pueden ser formulados de manera que se 
reduzcan a otros problemas de naturateza purameme geomelrica. A continuation 
se precede a una breve descripcidn de tales problems*. 

Considered una curva C situada encima de una lfnea horizontal base, corno 
se indies en la figura LI* Se supone que esta curva tiene la propiedad de ser 
cortada por cada vertical, en un punto a lo mas. La parte aombrrada de la 
figura esta formada por aquellos puntos situ ados por debajo de la curva C\ enci- 
ma de la horizontal, y entre dos segmentos vert Scales paralebs que unen C con 
la base. El primer problema fundamental del Calculo e$ el siguiente: Determinar 
an numero que mida el area de esta region sombreuda 

Considercse despucx una recta que sea tangente a la curva, tal cotno se 
ve en la figura 1.1. El segundo problema fundamental piicdc formularse de la 
siguiente manors; Determitujr un numero que mida la pendiente de esta recta , 



Eundamentalmente, el Calculo se ocupa ert la formulae ion precisa y la reso- 
lueidn de estos dos problem as considerados, En el Calculo se def inert los con- 
ceptos de area y tangente y se calculan el area de una region dada y la pen- 
diente de la tangente a una curva dada. El Calculo integral se ocupa del problems 
del drea y sera discutido en este capitulo 1 . El Cdlcuh diferencial se ocupa del 
problema de la tangente y sera introducido en el capitulo 4. 

El estudio del Calculo exige una cierta preparation matematica. El presente 
capitulo trata de esius conceptos basicos y esta dividido en cuatro partes; La 1.* 
parte da una perspective historical la 2“ se: refiere a la not scion y lerminologia 
en la matematica de conjuntos; la 3. a trata del si&tema de numeros reales; la 
4. a ofrtec la induccidn matemitica y lanotacidn sumatoria. Si el lector esta inform 
in ado de estos tern as, puede abordar directs me nte cl desarrollo del Calculo inte- 
gral en el capitulo 1. Si no, debera familiarizarse con las materia* conlenida* 
en ssla introduction antes de iniciar el capitulo 1. 


Copyrighted material 


Introduction kiztoriat 


3 


f L2 Introduction histories 

El origen del Calculo integral sc remonta a mas de 2000 arms, cuando i os 
griegos intentaban resolver e] problema del area ideando el procedimiento que 
llamaron metodo de exhtiucicn. Las ideas eseneiales de este mtiodo son real- 
mente muy simples y se pueden describir brevemente eomo sigue: Dada una 
region cuya area quiere dctemiinarse, se inscribe en glia una region poligonal 
que se aproxime a la dada y cuya irea sea de faeil calculo, Luego sc dige otra 
region poligoual que de una a prox inflation mejor y se continua el proceso lo- 
mando pobgonos con mayor numero de lados cada vez, tendiendo a llcnar 9a 
region dada. La figura 1.2 es una iluslratidn del mtiodo en el caso de una regidn 
semicircular. Esle metodo fue usado sattsfaeioriarnunte por Arquimedes (287- 
212 A.CJ para bailar formulas exact as dc las areas del cfrculo y de algunas 
otras figuras espeqiales. 

Desdc Arquimedes, el desarrollo del metodo de exbauciort tuvo que esperar 
cast 18 siglos, hasta que d uso de simbolos y tecnicas algcbraicas sc hizo pre- 
cise en los estudios maternatieps, El Algebra elemental que hoy dia es familiar 
a la mayoria de los alumnos de los ult i trios cursos de ensefianza secundaria, era 
total me nte desconocida en tiempos de Arquimedes, lo que hada imposible exten- 
der el metodo a cualquier clase de regiones, sin poseer manera adecuads de 
poder expresar los largos calculus en forma simplilicada. 



Un cambio lento pero revolucionario, en el desarrollo de las nataciones ma- 
tematieas, empezd en el siglo xvi D.C, El engorroso si sterna de numeration 
romano fue desplazado gradualmcntc por los carac teres arabigos utillzados hoy 
dia; los signos + y — fueron introducidos por primera vez, y se empezaron a 
reconocer las ventajas dc la notation decimal. Durante CstC mismo periudo, los 
brillantes result ados dc los rnatem^lieos italianos Tsriaglia, Cardano y Ferrari 
que dieron soluciones algebraicas a las eeuatioties cubiea y cuarliea, estimulo 
el desarrollo de la Matematica y ammo a la aeepiatidn del lenguaje algebraico 
nuevo y superior. Con la introduction muy extendida de los bien elegidos sim- 
bolos algcbraicos, revivio cl inieris por el antiguo metodo dc cxbaucidn y cn 
d siglo xvi descubrieron multiples resullados pare tales, los que como Cava- 
licri, Torictili, Robervel, Fermat, Pascal y Wallis fueron pioneros. 


/right 


4 


I ntroduccidn 


Gradualinemc, el metodo de exbaucion fue iransformandose en lo quo hoy 
sc conuco eomo Cslcido integral, nueva y potent? disdplina que ticne nuracru- 
sisimas aplicaciunes no solo en problemas relatives a areas y volumenes, sino 
tambien on problem as do otras cicncias. Este metodo, quo mantienc alguno do 
los carac teres originates del m&odo de exhaucibn* recibid su mayor impulse 
on el siglo xvii, debido a los esfuerzos tic Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried 
Leibniz U646-I7l6) p y su desarnollo continub durante el siglo xix, basta que 
Augustin- Louis Cauchy (1789-1 857) y Bernhard! Riemann (1820-1866) le dieron 
una base matematica lirme, Postoriores afinamientos y extensions de la team 
han llegado hasta la M a tern a tic a eememporrinea. 


I 1.3 El metodo de exhaueidn para el area de uti segtnenro de parabola 

Ames dc proceder al estudto sistemalico del Caleulo integral, sera instnic- 
tivo aplicar el mciodo de exhaucadn direetamente a una de las figuras partieti- 
lares tratadas por el misrno Arquimedes. La regibn en euestibn est£ presents da 
on la figura 1.3 y ptiede describirse cumo sigue: Si so cligo un pun to arbittario 
de la base do la figura y so design a por x su d island a a 0, la distanda vertical 
de cstc punto a la curva os x~, En particular, si la longitud de la base es b la 
altura de la figura es it 1 . La distancia vertical dc x a In curve se denomina «orde- 
nada» de jc. La curva asi descrita se denomina parabola y la region limit a da por 
ella y por los dos segmenlos rectilmeos, se llama segmento parabdtico. 
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Esta figora puode encerrarsc en un rcctangula de base b y altura h 1 , eomo 
se ve en la figura 1.1, Observatulo la ligura parece natural afirmar quo cl area 
del segmento parabolic® es menor que la mi tad del area del recta ngulo. Arqui- 
modes hizo el sorprendente descubrim lento de que el area del segmento para- 
bdlieo es exacts me me un tercia de la del recta ngulo; es dectr, A — b'/'i, clonde 
A designs el area del segmento parabdlico. Se vera a continue cion como se 
llega a este resultado. 

Se hace no tar que el segmento pambdlico dibujado en In figura 1,3- no esta 
elegido exacts mente tal como to dibujd Arquimedes y que los detailed que 



Figure 1,5 Cdlculo del area de tut segmento parabdlieOr 


signer no son exactamente los wtilizados por el. Sin embargo, las ideas £ sene tales 
son las de Arquimedes; 3o que aqui se expone pucde considerarge como d me- 
todo de exhaueion expuesto con la notation mudcrna, 

El metodo consists simplemente en lo siguientc: se divide la figura en un 
cierlo numero de band as y se obtienen dos aproximaciones de la rcgtdn, una 
por dcfccto y otra por exces®, uiilizando dos conjunlos de reetangulos como 
sc indica en la figura 1 . 4 . {Se utilizan reetangulos rnejor que poligonos arbitrarios 
para simptificar los cikulos.) El area del segmento parabdlico cs mayor que cl 
area total de los reetangulos jn (chores pero menor que la de los reetangulos 
exteriores. 

Si cad a ban da se subdivide a su vez r , se obtlene una nueva aprosimacidn 
con mayor numero de ban, das N la reunion de las areas de los reetangulos inte- 
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riores crece , micntras que el total de las areas de los rcctlngulos exterforcs 
decrees. Arqufmedes vio que sc podia lograr el Irea con el grade de aproximacion 
deseado sin mis que tomar un nurftero sulk ten ie de bandas, 

EE cal cm lo elective en este caso sc realiza come se tndka a cominuacidn. 
Con objelo de simplificar se subdivide la base en n partes i guides, cada ima de 
long it ud bfn (vease fig, 1,5). Los punt os de subdivision corre&ponden a los si- 
guientes valores dc t; 


b 2b 2h 
n’n'n 


(n ~ 1 )b 
n 



La expresion general dc uti putilo de la subdivision es x — kb/n, dondc k loma 
los valores sucessvos k =■ 0, 1 , 2, J H , . t n, Ert cada pun to kb/n sc construye el 
reciangulo exterior de altura (kb/n f cotno se indica en la figura 1.5. El area 
dc esle reciangulo es el products de la base por la altura y es igual a; 



Si se designs por S rl la sum a de las areas dc lodos los recti ngul os ex te riores, 
puesto que d Irea del reciangulo fc-simo cs iV/tfW se tiene la formula; 


(LD 


S. 



( 1 * + 2 a + 1 * + ■ * ■ + « a ) - 


De forma analogs se obtiene la formula para la suma s„ de lodos los rectangulos 
in ter iorcs: 


(l:i 


s. - ~ [l a + 3 1 + 3 = + 

n 


+ («- n s ] 


La forma de esias sum as es de gran import and a para su calculo. Ndfese 
que et factor que multiplies a b'jri* en la ecuacidn (1.1) es la suma de los cua- 
drados de los n primeros mimeros naturalest 

I 1 + 2 s + - ■ + n= . 

(El factor correspondiente cn la ecuncion (L2> es anilogo salvo que la suma 
tiene unicamente n— I sumandos.) Para valores grandcs de ti Ir obtencidn de 
esta suma por adicion direct a de sus sumandos es pesada, pero aforlunads- 
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mcitc fxiste una mferesantc idem id ad que ha lx* pgsible obtener esta sum a por 
un camino mas simple, y e$ la siguiente: 


(1,3) 


r - 4 2 3 4 


4 



Esta identidad cs vilida para todo entero ;i ^ I y puede demoslrarse del siguien- 
te mode; Se parte de la formula (A: 4 I f = k : ' 4 3A'4 5*4 l y so pone en la forma 


_U a 4 Ik 4 1 - (A- 4 1 ) a — k \ 

Haciendo k— 1, 2, . n — 1, obte nemos las n— ] formulas 

3 ■ l a + 3 ■ 1 + I ^ 2* - I s 
3 ■ 2 s + 3 ■ 2 + I — 3 a - 2 a 


3( fl - If + 3 (h -1)4-1= « s - (rt - If. 

Al stmt a r estas formulas, lodos los term in os del segundo miembro se redueen 
excepto dos y se oh t fame 

3[1 2 4 2- 4 ■ ■ ■ + (n - If] 4- 3[1 + 2+ ' ■ ■ + (fl - I)] + in - J) = - l 3 . 

La segimda suma del printer miembro es la sums de los term! nos de una pro- 

gresidn arilmctica cuvo valor es | n(n— I). Par tanto la ultima igualdad n os da 

(1.4) r + 2 a 4 - - ■ + in - 1 f = - ™ - 4 - . 

3 2 (i 

Sumando n 4 a fos dos miembros, obte nemos Cl. 31 

Las ess pres fames cxactas dadas en los segundos miembros de (1.3) y (1.4) no 
son necesarias para el objetu quo aquf se persigue. pero sirven, para dedueir 
facilmenle las dos desiguatdades que in [Cretan 

(1.5) I 1 + : s + ■ ■ ■ + (n - l) 1 < j < l 1 + 2‘ + - ■ ■ + „* 

que son validas para todo etiicro w — I. Estas desigu aid ades pueden dedueirse 

faellmente eomo conseaiendas de (1.3) y (1.4b o •direciamenie por induction. 
(Vease 3 a Set cion I 4JJ 
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Multiplicands am has desigualdades en (1.5) per h*fn % y haciendo usu dc 
(I.l) y (1.21 se tienc: 


(1.6) < S, 

iJ 

para cada n f y observandose que se p resell la pur primer a vez d nunnero b ?, f$. 
Las design aldades en (1.6) expresan que para cada tt el uumero b A f 3 esta com- 
p rend i do entre s rJ y Pero ahora es fact! probar que h J f 3 es et lirtico uumero 
que goza de esia propiedad; es decir„ que si A es tin uumero que verifica las 
dcsigunldades 

(1-7) < A < S„ 

para cada enters positive n, ha de ser necesa name rue A = b*f$. Pot esia razdn 
dedujo Arquimedcs que el area del segmenlo parabdlico es b : '/3. 

Para probar que A — b*/l se utilizan ttna vez mas las desigualdades (1,5). 
Sumamlo tr a los dos mtembros de la desigualdad de la izquierda en (1,5) se 
obtiene: 


L 1 + 2 2 + - ■■ + ir 3 < y + ir» 


Multiplicando por b*/if y ulilizando ([A) se titine 

Cl S) 


3 n 


Analogs men te, resiando n~ de los dos miembros de la de si gual dad de la derecha 
en (1.5) y muliiplioando por h*fn* se lU'ga a la designs Id ad: 


( 1 - 9 ) 


if . . 

3 tt 


Por lanto, cada uumero A que satisfaga (1.7) ha de satisfaecr iambic n: 


( 110 ) 


3 n 3 


tt 


para cada enieto n - 1. Ahora bien, bay sdlo ties posihilidades; 

4 . t . h 3 d h* 

A>~. A<~, A = ~. 


i 
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Si se prueba quo Iss dos prinicras cunduccn a una coni rad tccion habra dc scr 
A=b /3, yu qtie. al estilo do Sherlock 'Holmes, so ageism a si lottos las posibilb 
dados. 

Supdngase quo la dosigualdad A > fr/ 3 fuera ciena. Do la segunda desi- 
gns Id ad on ( I A 0 ) so ob I to no : 


(HU 

para cada omoro n > I . Pucsip 
ambus miembros dc (Mil pur 
obsiL'no la do&igualdad 


A - - <- 

3 H 

quo A—h A /3 es positive, so puodon dividir 
A —673 y multiplicands despue s por tt se 


n < 


h 3 



para cad a u, Poro esu do signal dad os cv id eti lenience falsa para n>h : ’/iA — b*f$). 
Por tanio, la, dosigualdad A > b x / 3 conduce a una corn rad iedbn. Do forma anft- 
loga se demueslra quo la desigualdad A < If /J conduce a su vcz a una contra- 
dictor! y por tanto defoe scr A — b'fi como se ha ali rm ado antes. 


,r | 1.4 tjereidos 


L (a) Modi fie e'i r la region ffill la liguro 1.1 Lomancltj cpmo urJkJT'i Lula piifji cada X cl valor 2x- 
en vcz. de .v-, Dibujur la rsueva fipura. Sigansc cn its tc easo los pasos print i pales del 
a pari ado anterior y eompii reuse Limbos, esludiaiuJo Ui rtptrLiusidn dt] tain bio cn el cal* 
cult) de A. Elect fte*e It) nmmo si la ortknmjj m caJa .v cs: 

(b) 3,r- ( Cel J A a , (A) 2x* + 3, (e) «.v a + <■. 

2. Modifi’quest* la region cn la fij^ura 1.3 toniundo como ordenada para cada x, x* cn vcz 
dc **. iJibujene 3 a nueva figura. 

(a) Lbese un;t construccidn aniiloga a la dibnjada cn La figura 1.5 y prudbese quo las 
sum as interior V exlcriur S., y i, c •• l a n JiLtlas por 


b 1 . 

s ‘ 


(> i 


+ i a + * - ■ + rr a K >r n s-jll® + 2 * + -•' + (" ~ 1 1 1 ! 


i b) Utilicensc las dcsigualdiidcs ique pee Jen probarse por inducriftn completa; veasc 
Secciun 1 42 b 


0 * l2 > D + ? + ■’■ + {« - I ) 3 < — < I* + « H + ;j a 

4 

para tlemoslrur qiie .v < h*f 4 < S, para catla ri, y probar que £> 4 /4 es el untcO ntimcrO 
Lomprtlidido entre s rt y S., para catla n, 

Cd> ;.Que numcru auslLluyc a b -, /4 si la order ad a cn cada x es a.v s + cl 
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5. Las drsiguiild hides (1.51 y (IJ2) son casos pnrticulsrcs dc las deaigual (lades mas general® 

n i_1 

IL13J I* +2* + ■ ■■ -f (n - I'A < — < l k ■+ 2* ^ +«* 

K I 1 

qidcr non validan para ttidu entero n> 1 v cada emero it >L Supucsias validas £ 1 . 1 5> 
jvr.iTjl m-ii-i 1 l«s i$$u1ibcIds del ejerdeki 2. 


1 1.5 An&Llsls critic© del metodo de Arquimedcs 

Mediantc calculus ana logos a los tealizados en el apartado 1 1 ,3. Arqubnedes 
tlegd a la conclusion dc quo cl irea del segmento parabolico constdcrado es &Y3. 
Esie hectic sc aceptd como uti leorema matematko, hasta que pasadys unys 
2000 afios sc pensd qua debian analizarse los re suit ados desde un pun to de vista 
mas critieo. Para comprcndcr por qud hubo quien puso en duda ]a validez de las 
cotielusiones dc Arquimedes, cs necesario teller pre sente los cambios imports ntes 
que ban lenidy lugar en la rcdenle hisloria dc la Matematica. 

Cada rama del con uri mien to cs un con junto de ideas desmtas por medio 
de pal a bras y $(mbo]u$, y no sc pueden comp render Cstas ideas sin un ccmoei- 
tnienio e.vncto dc las pa La bras y simbolos que se uiilizan. Ciertas ramas del eono- 
eimientp conocidas por sisiemas deduct ivos. sc distmguen dc utras porque en 
etlas sc elige a priori un llutncrO de cOnteptos «HO delinidos* y lodu ytry concCpto 
en cl sislema sc define a parti r dc aquellos. Ciertas rt lad ones entre cstos concept os 
no defintdos sc toman como axiotnua o postufttdos y otras relaciones que pueden 
dcducirsc de eslos axiomas sc denominan tevremas. til cjcmpLo mas familiar de 
S'istema deduct ivo cs la Geometna elemental euclidian a , que ha sidy estutlktla 
por tod a persona culta desde la epoca dc ta Grceia antigua, 

El espiritu de la Matematica grkga, siguiendo el metodo dc postulados y 
leoremas cornu en la Gcomcirfa dc los Elemental, de End ides, domino el pen- 
sa mien to dc los maictnaiicos hasia la dpoca del Renadmiento, Lina fase nueva 
y vigorosa en el desarrollo de la Male mat tea etnpezo con la a park ion del Algebra 
en el sigly \v i ; y los 300 finos que stguieron fueron lestigos de gran cant i dad de 
descubrimicntys import an Its, El razonamiento ldgico precise* del inetodo deduct ivy 
cun cl usq de ax Lomas, definiciones y leoremas, estuvo mpnjfiestamente ausente 
en esie perfodo. Los mate mat kos de los siglos xvi, xvii y xvm recur nan a utia 
me 7-da curiosa de razonaniienio deductive comb in ady con la intis idem y hi ptira 
cun jet lira; y no es extra no que algtinos de sus result ados sc bays vis to posterior* 
tncnlc que can mcarteeios. No obstante, un niimeto sorprendente de descobrh 
mientos importantes ocurrcu en este per tody, y una gran parte de* esia obra ha so - 
brevivido la prtieba de la Historia f rep resen tan do uti tributo a la destreza y 
t a Lento de iiqueHo* cientiEicos, 
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Cuando empezb a disrating ir el caudal dc nucvos descubrindentos, aparecio 
un imevo petTodo de anal i sis eriticu; y poeo a poco, los matematicos se- vieron 
obligados a volver a las ideas dasicas del metodo deduct ivo, al interior poncr 
fund amen tos frrraes a la nueva Ma Can it sc a . Esia fas* de! desarrollo, que empezd 
a principles del stglo xix y ha conti nuado hasta el memento presente, ha a lean ?. ado 
un grade de abstract ion y psreza logic a que ha superado tod as las tradicioraes dc la 
riencia griega. A la vez, ha proportioned)? una comprensitin mas clara de los 
funda memos no solo del Calculo, si no de tod as las ramas de la Matematica. 

Hey much as formas de e strut lurar d Calculo como si stem a deductive. Una 
martera posible, es tomar los mimeros reales como conccptos no ddinidos o primi- 
tives, Algunan de las regia s que rigen las ope raci ones con los numeros reales 
pueden tomarse como axiomas. Este sistema de axiomas se ha jncluido en la 
parte 1 de esta introdueddn. Nuevos conccptos. tales como integral, ttmite, conti- 
nuidad , derivada, pueden defmirse a pan i r de los numeros rcales.Las propiedades 
de estos conccptos se deduce n como teoremas a partir de los axiomas. 

Cun side rondo cl Calculo como una parte del si sterna deduct ivo, el resultado 
de Arquimedes para d area del segment© parahdlico no puede aceptarse como 
un tcorema si no se da previa me nte una definition salisfactoria dc area. No es 
cl ano que Arquimedes hubiera formulado alguna vex una definition prccisa de 
lo que 61 entendia por area. Parece haber tornado como convert io que cad a region 
ticnc una area asociada a clla. Con esta hipotesis se ocupa de calcular areas dc 
region es particulares. En sus calculus utiliza propie dades del area que no se 
pueden probar mientras no se precise qtii se entiendc por area, Por ejemplo, 
supone que si una region es interior a otra, el area de h region menor no puede 
excedcr a la dc la regidrn mayor: y lambien que si una region se ties com pone 
en dos o mis partes, la auitia de las areas de cada parte cs igual at area de toda 
la region. Todas estas prop led ades se atribuyen a! area, v en toda definition que sc 
de del area estas propiedades hati de poder deducirse como teoremas. Es verosimil 
que el mismo Arquimedes tomara el area como concepto prim it ivo, utilizando 
las propiedades mencionada$ como axiomas. 

Actualmente se considers la obra dc Arquimedes como important^ mas que 
por calcular areas de figuras particulars, porque ha sugendo un cam i no razotldble 
para definir el concepto de area para figuras mas o menus arbitrarias. A su vez, 
el mtiodo de Arquimedes sugiere un metodo para definir un concepto mucho mas 
general , que es la integral; y a so vez, la integral no solo se utilize para definir 
y calcular areas, si no lambic n para establecer conceptos como longitud de un 
areo, volumen, trabajo y otros. 

Aittid pandose a futures desarrollos, y utilizando la terminologfa del Calculo 
integral, el resultado del cilculo efectuado en in Seccidn I I J r para d segmento 
parabolico, se expresa frecuentemente como sigue: 


righted 
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«La integral de x 1 de 0 a ft cs 
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y sc escribe si mbdli earner) ic: 



El simbolo f (una S alargiida) se llama signo integral y fuc imroduddo por 
Leibniz en 1675. El proceso que determine el numero fe /3 se denoinina Integra* 
cion, Los numcros 0 y b que a feet an a! signo integral sc dengminan t mutes de inte- 
gmcidn. El signo x 1 dx sc ha de eonsiderar eomo un todo. Su definition debe 
darse de la misma matter a que d diccignurio describe la pa la bra « Marie* sin hacer 
referenda a «mar» ni a «le» r 

El simbolo de Leibniz para la integral fuc crept ado pronto por muehos mate- 
maticoSp porque vruw en la in teg ration un iipo de « proceso de sumacidn# que 
permit ia sumar in fin i las «cantidades infinitafnenK? pequenasic, Por cjemplo, en el 
caso del segmento parahblico, cl area sl l euncchia eomo la « sums* de una infinidad 
dc reetangulos inlinitamcntc pcquenos de altura .v" y base dx. El signo integral 
represents el proceso de sumac ion dc todos estos reetangulos. Esta forma de 
razonar cs trttiy sugesliva y mil frecuentemcnte. Desde el pun to tie vista Idgico, 
rdolcce del defer to de no poder atribuir un significado exaclu al eonccpto «cart- 
tidad ipfinitamente pequefia». Actual men re sc sabc eomo intrgducir In integral 
medipntc cl numero real, sin ulilizar conceptos mister tosos c Inexplicably, eomo 
« infinitesimal*. Esta definicidn se dara en l-1 capllulo 9. 


1 1.6 La introduce! on al Calculo que sc utilize en cste libro 

Una exposition rtgurosa y coin pi eta tanlo del Calculo integral eomo del dife- 
nenciab depetide esencialmente de un esludio cuidadoso del si sterna dc las ndmeros 
reales. El estudiq cn si dc cste si.stema Nevada a caba en su total i dad, cs un lema 
IWay inlercsante pero tin laiilo largo, de forma que requicre un pequcfio volumen 
para su completes ex posit ion. El metodo seguido cn este libro es empezar con los 
mimeros reales coni o tlemenios primitives y toniar si tuple mettle algunas de bus 
prop led ades fun da me males canto axhtnuts. Fstos axiom a$ y algunos de los teoremas 
mas send! los que pueden deducirse de el los se disculirar en la parte 5 de este 
capitulo. Muchas de las propiedades de los mini eras reales que se iian tornado 
eomo ax io mas son probable me nte fami Hares al lector, por sus esmdios de Algebra 
elemental. Sin embargo, bay algunas propiedades dc los mimeros reales que no se 
suelen tener en cue n Hi en el Algebra elemental. pero que juegan un pa pel impor- 
tance en el Calculo. Esias propiedadcs son eonsectiencia del Ham ado uxioma del 
ext remit .superior (coned do tambieu por ttxkma de hi vontitwidud) que se esiudmra 
aqui eon detallc. El lector puedo parar su ate n cion en la parte 3 antes, de entrur 
en el cuerpo fundamental del texto, o bier dejar lit leetura de esia materia para 
intis adelanie cuimdo se eticuctilre cun uquellas partes de la learnt en las que se 
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udlizan propiedades del extremo superior. Las materias en cl tcxio que dependan 
del axioma del extremo superior sc senalaran etaramente. 

Para de&arrollar el Caleulo como una teoria mateinaiica completa, serfa 
necesario exporter, junto al sisicma de axiomas del numero real, on conjumo 
de «mctodot> do demos I ration* que permit i era n dedueir l us leortmas a panir de 
las axiamag. Cuda a Urination en la teoria tendria qua ser justificadil o como 
fluna ley estabtetida* (es detir, un axioma, una definition o tin teorema previa- 
mentc probadol o como el resultado de a pi i ear «i leves es lattice id as uno de los 
metodos de demos (ration aeeptados. Un program a de esia naiuraleza result aria 
ex tremada me ntc largo y trabajoso. y ayudarfa muy poco a la eomprensidn de la 
materia por el prinei plants. Aforlunadamcnte no eg neccsarto proceder de csla 
forma para llegar a una buena comprensidn y maneju del Calculo. En estc Ifbro se 
inirodueen las cucst tones prese indie n do de un format is mo ex age r ado v se hace 
amp] io uso del razonamiento geometrieo euando se tree convenient; pero al 
misirtO ticmpO, se prOcura que la exposition dc las matCrias gOeC de la precision V 
claridad prapias de la cieneia moderna, Tod os los teoremas importantes de la 
teonn en cuestidn, cstan explki laments: expueslos v rigurosamente demostrados, 

Para evitar intemimpir la gueesidn dc ideas, algunas dc las dcmostracioncs 
aparccen cn seccion.es sc pa rad as serial ad as con aster isco, Por la misma razgn, 
a] go nos de los cap it u] os van acumpanados, dc sect tones su pie men (arias en las 
cuales se tratan eon detalle atgunos (cma$ importantes relacionados con el Calculo, 
Algunos dc ellos esian tambien gen a [ados ton asterisco para indicar que pueden 
omitirse o posponersc sin que sc inierrumpa la cominuidad de la exposition. 
El que se iomen mis o me nos en eons [deration los apanados con asierisco. de- 
pende en parte de la preparation del lector y en parte de su interes. La persona 
que degee un cur so complete de Calculo tan to en teona como en la practice, 
tendra que leer toda la materia, E! que se interese primeramente por las ideas 
basics s y la practice, podra suprimir los a part ados con aster! SCO, 

Farr© It. - Conceptos t>&sico$ de la Teorfa de coa/untos 

1 2,1 Introduction a la Teona de cotijunios 

En el cstudio de cualquier rama dc Ea Male mat ica, sea Analisis, Algebra o 
Geometna, resulla util emplear h notation y la tcnnlnologia dc la Teorfa de con- 
juntos, Esia leoria, que fue desarrollada por Boole y Cantor (f ) a fines del siglo xtx, 
ha tenido una profunda influent! a en cl dcsarrollo de la Matemilica en el si’ 

if) George Boole CIS! 5*1 864) iuc un logicy-nuiLematico ingles. Su libro. invest igaddn de tas 
f\-v&£ del ftitmamietilO' pubSicado cn 1814. teftala la c^acion del primer $i stoma. prise tied dc 
l.i uitEi Bimhulieu. George F. L. P. Cantor (1845-1918) J su escuda ctearon iu moilcrna Teona 
kk- eorsjunios en el perfodo §8741895. 
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glo Ha utiificado tnuchas ideas #pa rente merit? jnccmexas y ha conlfibuido a 
redudr gran numeru de eon cep 105 matcmalicos a sus funda memos Idgicos por un 
mdtodo elegante y sistemltiea Un esludio riguroso de la Teona de eon juntos re- 
queriria Lina am pi is discusion que eonsideramos fuera del aka nee de este libro, 
Por Fortuna, las not- tones basic® sort en numero redueido. y es posible dcsarrollar 
un conodmiento practice de los melodos c ideas de la Teona de eon juntos a 
t raves de una disc ps ton informal. En realidud. no vamos a hater una discusion 
de hi modern a Teorfa de conjunios. sino precisar la terminologia que deberemos 
aplicar a las ideas mas o menus familiares, 

En Maternal teas, la pa la bra « conjunto* se emplea para representar una co- 
lection de objetqs considerada corno una sola entidad. Las colecciones destgnadas 
con nombres tales como «rebanow, «tribu*. « muchedu mbre » , «equipo» y *elec- 
torado» son todas ejemplos de conjunto. Los objeios que constituycti la cokccidn 
se Usman elementos o ntiembros del con junto, y de dlos se dice que pertenecen 
o que estan contenidos en el conjunto. A so vex, se dice que el conjgnto continue 
o esta compuesto de sus element os. 

Nos oeuparetnos principalmente de con juntos de entes matematicQs: eon juntos 
de numeros. de curvas r de liguras geometric as. etc, F.n much, as a plicae ifm.es con- 
viene considerar con juntos en los que no se superne nada acerca de la naturakza 
de sus elemenlos- Tale? conjuntos se Human ab$ (ratios. La Tcflria de conjuntos 
abstracters ha sido dcsarrollada para tratar cqn tales colecciones de qbjetos arbb 
irarios, y predsamenle a esa genera I id ad sc debe. el gran alcanec de tal teorta. 


I 2.2. Noiacioties para dcsignur conjuntos 

Corriefi (entente los conjuntos se designs n con leiras mayuseutas: A, B,C 

X, y, Z; y los elemenios coo minuscules: a f b, c t , . . „ x , y, z„ Utilizamos 9a notation 

X 6 S 

para indicar que «x es un elemento de S» o que «x pertenece a S». Si x no perte- 
nece a S eseribimos x $ S, Cuando convenga, desigh^irmos conjuntos esc rib ten do 
los elementos entre cttrchcies; por ejcmplo, cl conjunto de los etileros positives 
pares menorcs que 10 sc express con cl simbulo {2. 4, 6, 8 | mientrus que cl de 
todos los enteros positives sc represents con { 1 f 2, 3, . . los ires putitos signi- 
Lean «y asi sucesiva mettle*. Los putHOS sUSpctlsivOs tan sdlo sc utilizan cuando 
cl signi fieado de «y asi sucesivamente* sea claro. HI mtiodo de char los elementos 
de un conjunto etitre corchetes sc llama frccuememcntc la notation en lista, 

El primer concepf.0 fundamental que rclaciona un conjunto cpn otro es la 
iguatdod de conjuntos: 

OEFlNKldN DE ICJUALUAI) DE CONJUNTOS- Se dtCC qUC dos COnjunto S A V B 
ion i finale s io iJcttiicm i si con&tan exactamenie de los mismos elementos. en citvo 
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case escribiremos A=.R. Si uno de hs con juntos contiene a! gun eiemmto que no 
estd en el otro. decitttos que los conjunios son dht infos y escribimos A¥*B< 

EfEMPi .0 1. De aeuerdo con esta definicjdn, los dos conjunios (2, 4, €> p §.} 
y { 2 , 8, 4, 6 } son iguales, ya que am bos cons tan de tos cuatro elements 2, 4, 6, 
y 8. De cs.te mode, cuando usamos la notation en lists para expnesar un conjunto, 
cl orden an que aparecen Jos elementos es indife rente. 

EPRNPto 2, Los conjunios {2, 4, 6, 8} y {2, 2, 4, 4, 6, 8} son iguales a 
pesar de que en el segundo conjunto tos elementos 2 y 4 estan citados dot veccs, 
A in bos conjuntos contienen los cuatro elementos 2, 4, 6, 8 y no otros, asf quo 
la definition exige que eonsideremos iguales esos con juntos. Este ejemplo pone 
de maniiiesto que no de beanos exigor que los elementos citados en la notation en 
lists scan todos distintos. Anilogamente el conjunto de letras en la palabra 
Mississippi es idemico al conjunto {M t i t s, p} que const* de las Cfiatro letras 
distintas M\ i, $, y p. 


I 2.3 Subconjuntos 

A part i r de un conjunto dado podemos forma r nuevos coo juntos, llamados 
subconjuntos dc aquei Por ujempb, d conjunto de los cntcros positives men ores 
que 10 y di visibles por 4 (que cs el con junto {4, 8}) es un stibeon junto de los 
enteros positives pares menores que 10, En general, daremos la definition srguiente: 

DEFiNicidN de subcon junto. Se dice que un conjunto A es un subcon junto 
del eon junto B, y escribimos 


A c B, 

cuando todo elemento de A per tenet lc tambien a B„ Decimos tambien que A estd 
contenido en B o que B contiene a A. El s itnbeio £1 se ntiliza para representor 
hi rekeidn de inclusion de con juntos. 

La rel acton A £ B no exduye la posibitidad de que B £ A. En realidad, po- 
demos tuner las dos rutacionus A ^ ft y B £ A peto csto se presents tan solo ti 
A y B t tunc n los tnistnos elcmerilos. En otras palabras, 

A — B si y solo si A £ B y B £ A . 

Este teorema us cgnseeueneia i timed! at a dc las definiciones anieriores. de igualdad 
e ineitisbn. St A e tfpcroA ^ ft, decimos que A es un subconjunto propio de B; 
indicant os esio eseribiundo A ^ ft. 

En todas nuestras aplfcaciones ocurrtra que tend rum os fijado de arttemano un 
cierto conjunto 5, y solo nos- interesaran subconjuntos de aqu£l. Ei conjunto fun- 
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da mental S puede variar de una a plicae ion & otta; y sera comiderado come el 
conjunto universal de cada teona particular. La notacicn 

{x .v e S y x satisface P) 

designara el conjunto de lodes los eleroentos x de 5 que satisfacen la propiedad P. 
Cuando el conjunto universal at que nos reliramos se sobrentiende, omitiremas 
el citarlo abrevlando la notation poniendo {x x satisface P). Esto se lee *el con- 
junto de tod os los .v que saitsfacen P». Los con juntos represen tad os de este modo 
quedan caracterizados por una propiedad definition!. Por ejemplo, el conjunto de 
todos los numeros reales positives podria design arse por {x .tr>0}i el conjunto 
universal S en este case se sobrerttiende que es el conjunto de todos los numeros 
reales, Del mismu modo, el conjunto de todos los numeros pares pOsitivoS 
{ 2 , 4 , 6, . . ,} puede design arse eon {x x cntcro par positive). Natutalmcnte, la 
letra x puede reemplazarse por otro signu adccuado. Asi, se puede eseribir 

(V I x > 0} = 0- 1 > > 0} = If I T > 0| 


etcetera. 

Puede ocurrir que un conjunto no comenga elementos, Un lal conjunto se 
llama conjunto vucio. y se represents mediatite el simbolo 0 , Conssderemos d 0 
como subcan junto de eualquier conjunto. Hay quien 5 in agin a un conjunto como 
un recipiente (tal como una bo Isa o una caja) que comiene eieflOS objetos, sus 
elementos, Entonces, cl conjunto vado sen a un recipients vac to. 

Para evltar dilkuhades y con f us tones, debenios distinguir emre d elemcnto x 
y el conjunto {x} cuyo unico elemcnto cs x, (Una caja con un sombrero dentro. es 
conceptual uicn te dislinto del sombrero cons i dorado solo.) En particular el con- 
iiuiiid t. ac io 0 no es la misniu que el conjunto { 0 ). En re alidad el conjunto vado 
0 ii u comiene de men Cos, tniemras que el conjunio { 0 } comiene un elemen* 
to, 0 tLna balsa que comiene una bolsa vada no esta vada.} Los conjuntos que 
conticncn un solo demen to se Homan con juntos tie an element o. 

Oun frecuencia nos ayudamos de diagram as para hacer rntuitivas las relaeiones 
emre conjunlos. Por ejemplo, podemos pensar que el conjunto universal S es una 
region en cl piano, y cada uno de sus element os un punlo, Los subcon juntos de S 
pueden imaginarse como col ecu i ones de punios interiors a S. Por ejemplo, en la 
figura Lb(b) la porcion sombreadq es un subcan junto de A y tambien de B. 
Las ay U das graficas de este tipo se llaman diagramas de Venn y se utilizan para 
comprobar la validez de cicrtos teoremas de la Teoria de conjuntos o para sugerir 
me todos de demostracidn de los mismos. Naturalmenic, latest demostrac tones se 
basan cn lag definieionet y conceplos y su validcz depen dcra dc un razonamiento 
correcto y no prccisamente de los -diagramas. 
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I 2.4 Keunbnes, inlersecciones, com piemen los 

A part i r de dos conjunfos dados A y ft* dempre podemos form at un cue VO 
conjunlo llamado reunion de A y B. Estc nuevo conjunto sc representa ton cl 
sfmbolo 


A \j H (se lee «A reunion if*) 



fa) A U B 




FlCUttA I ,& Reuniones e inierxerciane^ 


y se define como el conjunlo do Ids demon los que pcrtenceeti a A o a B o a 
am bos, Es decir* A U B es el eon junto de todos los ytementos que perteneeen 
por |o men os a uno de Ids eofljunLOs A, B. En la figura L6(a) la parte sum bread a 
represents A u B. 

Analogs me nte, la i filer seccidn de .4 y B que sc represents eon el sfmbolo 

A ft B (se lee: «A intersection $») 

sc define como el conjunlo de los elemenlos eomunes a A y a B. En la figura 1.6(b) 
se represent a la intersection de 4 y B. En la figura [.6(c) se ve que la intersec- 
cion de 4 y B es el con junto 0. puesto que A y B no ticncti elementos comunes. 
Dos con juntos A y M se Hainan disjuntos si A n 

Dados dos ccmjuntos A y fl h se define ta diferencia A— U (que tambi£n se 
llama cvmptemento de B relative a A) como el conjunlo de los elementos de A 
que no pertenecen a ft, Asf pues, segun la delink bn 

A — i? = {.x | x € 4 y x $ B} , 

En la figura L6(b) la poreidn no sumbresda de 4 represents A — Mr la no som- 
breada de B representa M — 4, 

Las Operaeion.es de reunion e intersection pusCcn muehas analogies forffiales 
cun la adicidn y multiplication ord inarias de mimeros reales. Por ejemplo, pueslo 
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que no ex isle question de orden en las delink: tones de reunion e interscccidn, se 
deduce que .4 U fisS u A y que A n 8 = B n A, Es dear, 1$ reunion y la in- 
terseccidn son ope rac tones comnutativas. Asimismo dichas delink tones estan dudas 
de cal modo que las operaciones son asocimims; 

(A U B) U C = A U (B U C) y [A O B) nC= A n (B n C ) . 

Estos y ottos teoremas relatives al « algebra de con juntos# se titan como Ejerdcios 
en la Seccidn I 2,5. Uno de I os mejores metodos para que el lector se Tamils ariee 
eon la tcrminologla y las notoe tones antes introducidas es deducir las demostra- 
clones dc each una de estas leyes formales, Una muestra del lipo de razonamiento 
que sc rtece&iia apareee inmedia tametue despues de los Ejerdcios, 

Las operas tones de reunion e intersection pueden exlendcrse a colecciones 
finitas o infinity de conjuntos, de la manera siguiente: Sea JF utia close (f) no 
vac fa de con juntos. La reunion de todos los conjuntos de S se define como el 
con junto de todos aquellos elementos que perlenecen por lo menos a uno de los 
conjuntos de F * , y sc represents con el si m bob 

U A. 

tlvjF 

Si #"es una coleccidn fmita de conjuntos. sea por ejemplo jF = [A u A tt . > , , 
A,,], escribimos 


u 

At.f 


71 

A « U A k = A y U At U 


i - 1 


U A 


AtJalogamcnte, la iuiersccddn de todos los conjuntos de .W se define cotno el 
con junto de aqudlos elementos que perrenecen a todos los conjuntos dc F ■ se 
represents con el simbolo 


n a + 


A I igual que antes, paru coSecciones finitas de conjuntos escribimos: 


fl A = n A k * Ay n a* n ■ ■ ■ n A n . 


it) Pbtb ^implificar cl leng.ua je llamamos dm# a una coleccidn de con junior* Para representar 
clasts cmplcamos Ictras mayusculas, cursivas, La terminologia y La notacidn usualcs de la 
Teon'a cte ctmjuntps. sc apiica, nmturalmcnre. a las dusts. Ass, por cjtmplo, A € # sign i tic a que 
A es uno de Los conjuntos de la clast.#", y.ntc jt signifies que todu conjunto dc sJ pcrtcnecc 
udf, v asj succsivamcrwe. 



laterial 



Ejercicios 


]9 

La reunion y la intersection sc Kan ddinido de mantra quc las leycs osociati- 
vas se sfldslacen inmcdiatamente. En consectienda no exist ira ambigiiodad cuando 
cscribimos A M o A i n A t n - ■ ’ n A „ . 

I 2.5 Ejercicios 


]. Ulilizar la noiadon cn lisia para represendr los siguientcs conjuntys dc rtymerds reales. 

A = {* \x*-\= 0} . D = f.:r | ** - 2x 2 + * = 2} . 

B - {x | U - 1 F - 0} , E - {.V j (.t + Hr * 9"} . 

C = fjc | X + 8 = 9} . F * {#| (* 4 4 16*)® = 1 7®} . 

2- Para ]cs conjoin ros del Ejereieio I, observese que B E 4. Citar codas las relac cones etc 
inclusion “5 que son validas entre los cur juntos A, B r C. P, E, F- 
>. Scan .4 — { 1 }, B = {l. 2}. Disco tir La validcz de las afirmaciones siguientes { probar 
que anas soil cicrlas y ex pi Lear por que las oiras son fa Isas). 

(a) A = 3. (d) 1 6 4. 

(b) AcB. (e) ] e 4. 

(c) A G 5. (f> I c B. 

4. Resolver el Ejerciciu 3 si A — { 1 }• y B = {{l}, I f. 

5. Dado cl co-njtjRia S = { I, 2, 3. 4}. Expnrsur todus los subconj Lintos de S. Hay cn total 
lb, hi cun tamos 0 v S. 

6. Dados I oh cuatro copjunliis siguientCs 

A- {i, 2 }. a -{{!}, { 2 }}, c-«l}.{!, 2». D = {{[), {2}, {1,2», 

disco ti IT la vslidez de Ian afinnaciancs sipuieWcs {probar que nnas son cLcrlas y exp] Lear 
por que Las ulras ms lu son). 

(a) A - B. (d) A € C. fgj B <= D. 

{b) A e B. (e) A c D (h) Be D. 

(c) A ~ C. (f) B c C. (i) A G D. 

7. Demos! rar las prupiedaden jijiuicnCcs dc la rjualdad do con jumps. 

(a) {(r. «] - {(r} ( 

(b) {a, ft} — {ft, nil. 

(C) {c'pi} = {ft, c} si y ssdlo si «l = ft * r. 


Demos trar el con junto de rcladbnes de los. Ejercicios 8 al 19. < A L final de esia Scceidn se 
dact ejemplos dc cstas demostracidnes)* 


s r Leyas ccmmutathw. A \J> B « B U A y A A B ■ B .4. 
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Leyes asotiath'as: A u [B u €} «= (A \J B) u C, A n (£f n C} — (A A n C. 

10, Lews Hh'i ’,fr.''r?£v I j' ™ i. r ,-J A r/f i^ 1 f) = {A A U (A A O, 

o = (A u B) a (/I u C). 

11. /I u ,4 = ,4, /I a 4 = A , 

II 2L .4 s -1 U fl, 4 H5C 4. 

13 . 4 u c *“ 4 , 4 n o = 0 , 

14 . 4 U (4 a j?j « A p 4 A (4 u Sj * 4 . 

15. Si .4 ■•- C v Be: (\ entonecs A 0/ B C C 

16. SI C <= A y C E B, entonees C c 4 A flf. 

17 r Aj Si 4 cfl j fl c- r, probar qut 4 = C. 

C b) Si 4 C B y B C r. probar que A £ C, 

■tel r.QutJ puede alirmurse si .4 c S y # t- Cl 

td) Si x C A y/lcft, r.es cicrto ncecsariamtnte que x e B? 

(el Si x t= .4 y A £ S. £i:s fie no rietesariameme que x 6 Ei? 

IS. A -jfln Cl = {A -iiiu (1 - O. 

|y. Sea • / una elasc dc eonjuiuoH. Efliurtes 

3 - U A - n i:/i - a I y a - n 4 = u (£ “ A). 

Al.7 Jc.r Jit f .«,# 

20. (a) Demo&trar que una de las dos formulas siguiente* es siempre correcia y la oiru aljju- 
nas voces es falsa: 


0) A - \B - O = (4 - B) u C, 

(il) 4 - (B u C) - (4 - B>- C 

0>) Eslableecr una cCmdieion necLsaria y sdEleiejito adidoriai para quo fa formula que 
sea incorrccta sea siempre valid u . 


Demostraeidn de la ley conmutaiiva A U B — B ij A. Scan X = A US, 
Y — B U A, Para demos! rar que X = Y sc dura ucs Ira que X E Y e V E X. Su- 
pdngase que * € X. Enlonces x esta por lo menus en .4 o en tf. Luego, jr esta pur 
lo menos en. S o en A; de modo que x € Y. Asf, pties t todo idem onto de X esta 
tambien en Y, eon to que X c Y. Analogamentey eneoniramov que !K E X, de 
modo que X =: Y. 


DemosimchUi de A n B e A. Si x € A n S, v esta simullaneamente en A 
y en JJ. En particular, x e .4, A sf, pues, todo dememo de A n S esta tambien 
en 4; por lo lamo P A (X B g 4. 
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Parte ML - Un conjunto de axiomes para ei sistama 
de numeros r Bates 


I 5.1 introduce ion 

Hay muchos metodos para Introducir si si sterna de lo$ numeros reales. Un 
meiodo corticnlc es el de empezar con los enteros positives 1, 2, 3, y urilizarfos 
eomo base para construir un si sterna mas amplio que tenga las propiedades 
deseadas, Brevemente, la Idea de este metodo ci tomar los enteros positives come 
base para formar un si sterna mas amplio. que es el de los mi meres rationales 
positivos (cocientes do enteros positives). Los ndmeros radon ales positivos se 
utilizan a so vez eomo base para construir los irracionates positives (numeros 
reales eomo \ 2 y tt que no son racionalesb El paso final es la introdueddn de 
los numeros reales negatives y el cere. La parte mas difieil del proceso total as si 
past? de los numeros radon ales a los numeros irradonalcs. 

Aunquc la necesidad del numero irrational se habta presentado ya a los 
mate mat icos de la antigua Grecia eti sits esludios geometrkos, no se introdujeron 
metodos satisfactorios de construed on de los numeros reales a partir de los ratio- 
nales haste en trade el siglo xtx. En esta epoca se perfilaron (res teorias distintas 
por Karl Weierstrass (1815-1897). Georg Cantor (1845-1918) y Richard Dede- 
kind (1851-1916)* En 1889, el mutematko ite llano Giuseppe Peano (1858-1932) 
dio cine® axiomas para los enteros positives que se utilizaron eomo pun to de 
partida para la construction total. Una exposition detail ad a dc csta construeeidn 
empezando por los axiom as dc Beano y udlizando cl metodo dc DedekEnd para 
introducir el numero irracional, se cncuentra en el libro de E. Landau, Fimda- 
mentos dd Andlisis (Nueva York, Chelsea Publishing Co., 1951). 

El punto dc vista adoptadc aquf no es constructive, Se in LI a el proceso en 
un punto bast an le avarizatlq, cons iide ran do los numeros realcs eomo conceptos 
primitives que sallsfaccn a un cierto numero de propiedades que se toman eomo 
axiomas, cs dedr, sc supone que exlstcn tiertos objetos, llamados numeros reales, 
que satlsfacen los 10 axiomas enunciados en fias eineo Secctones que giguen. 
Todas las propiedades de los numeros reales que se utilizaron en estc libro, o estin 
etitre los axiom as o sc pueden deducir de dlos. Cuando los nfimeros reales se 
defined, medianLc un proceso constructive, las propiedades que se toman eomo 
axtomas (end ran que demostrarse eomo teorenias. 

M Sent rag no se digs lo contra rio, las letras a, b. c r . t , x, y, z que aparecen 
en los axiomas represented numeros reales eualesquiera. Los axjomas se agrupan 
en forma natural en ires grupos. que son, axiomas de cuerpo, axiomaa de or den 
y axioms del extreme superior (Hamad® tambien uxioma tie corttinuidud o ttxioma 
de corrtpletitud). 


wriqhte 
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I 1*2 Axioms* de cutrpo 

Junto uon d eonjunto de los riunieros reales se supone la existcnda dc dos 
ope raei ones I lam ados ndmmpr y mulliplicacidn, tales que para cada par de numeros 
reales x e y se puede forma r la suma de x e y, que es otro ntimero real dcsigtiado 
pur x -f v y el product o de x par >' designado por xy o x 1 y. La suma x-\-y y el 
product** xy csttfti unfvocamenie determinados por x e y. A los signos + y ■ no 
se les a sign a olro significado especial que el precisado en los axiomas, 

AX LOW A 1, PROP I ED AD CON M UT AT [ V A . X + y =>'+*. X} 1 — yx, 

AXIOM a 2. PRO PI EDAD ASOCIATIVA, JT Hy+ z) = (*+>■) + Z p xlyz)~(Xy)z, 

AXIOM A 1. PROP] EDAD DISTRIBUTIVE .¥(>« + z) = X?+ XZ, 

axiom A 4, existence Dii elEMENTOS neltros. F.xi&ten dos numeros ren- 

tes distintos, que se indican por 0 y 1 tales que para cada numero red x se tiene: 
0 + x — x +0 = x y 1 ’ x = x ’ l —x, 

AXIOM a 5- EsCSTEMetA Dt NfiCATlvos. Para cad« numero real x exist e im 
numero real y id que x+y ==y + x=; 0. 

axiom A 6, existence del KEtfpRoco. Para cada numero real x ¥= 0 exisle 
uit numero red y tal que xy = yx = 1. 

Nota: Las numerate 0 y 1 dc loti uxiomas 5 y 6 son los mismos que los del axioms 4, 

De Ids axiom as amer lores se puede deduct* todas las leyes usuales del Algebra 
elemental. Las mas import antes de ell as se recogeo a continuation cotno teoremas. 
In todos cslos teorema s las leiras a 4 h, c, d, rep re sen tan numeros reales cuales- 
qulera. 

TEOREMA LI. LEY DE 51 MPLI FICACU5n PARA LA SUM A. Si ff+5=<? + C, 

entonces b = c. {En particular esto prueba que el numero 0 del axioma 4 es tinico.) 

teorema 1.2. posj ml l t da d de la sustkacclOn, Dados a y b exists uno y 
solo un x tat que a-\-x==b. F.ste x se desigw por ft— a. En particular 0 — a se es- 
cribe simptemente —a y se denomina el negative de a. 

teorema U, b — a = h + (— a }. 

TEOREMA 1,4. — i7) = ii. 

teorema 1.5. a{b — c} ™ ah — ac. 

teorema Lb. 0 ■ a afl'0-0, 
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TEOREMA [,7. LEY DE SI M PL] Fit" ACIDS PARA LA MULTt PLICACldN, Si 
ah = ac v a 7* 0, entonces b — c. (En particular esio demuestru qua et ndmero I del 
axioma 4 es unice.) 

TEOREMA L8. posi helipad de la division. Dados a v b con a 0. existe 
uno y s&fa un x tal que ax = b, La x se designs par b/a a y sc denomina cociente 
de b y a, En particular I /a se escribe tambien a 1 v se designs reciproco de a. 

teOREMA 1.9. Si a ^ 0. entonces bin = b •a"'. 

TEOREMA 1. 10. Si tf 5^0, entonces [n~ '■) 1 as a. 

TEOREMA 1,1 1. si ab = 0 tfDJOflCfs 0 a=0 o fc =0. 

TEOREMA LI 2. i—a)b = —(&h) y {- { s){-b) = ub_ 

TEOREMA 1.13, iaib) + (rid) = (ad + bi)i(hd) si h 0 y d & 0. 

teorema 1.14. (n!b){cid) ^ si b ^ 0 y ^ 0. 

TEOREMA 1.15. = (rrtf4'(/>cj si /? ^ 0, c ^ 0, y d O. 

Para poner de maniftesto cdrao estos leorcmas pueden oblenersc como con- 
sequent i a de los axiomas, se dan las demosiraciones dc l.l bast a 1.4, y stria ins- 
Imctivo para el lector tratar dc demoat rar lus realantCa. 

DemO’siracitm de 1.1 . Dado <? + fr = aH-e. F.n virtu d del axioma 5, se puede 
elegir y de mantra que y+ a— 0, con to coal y + (a+£j) — y + {tf + c), y aplicando 
la p ropi edad asoe i a t i v a ( y + <0 + 1) = (y + tf) + c, 0 se a , 0 + b ~ 0 + c Peru (n v i rttid 
dd axiom a 4, se tie tie 0 + b—b y 04c — e. o sea, b~c, Observese qua eslc teote- 
ma demuestra que existe un solo numero real que lieng la prtipiedad del 0 en el 
axioma 4. En efecto, si 0 v O' tuvieran ambos esta prop i edad, entonces, 
0+0'==G y 0 + 0=0: por lanlo, 0 + 0' = 0+0 y pov la ley dc simplification 0=0*, 

Demost ration de 3.2, Dados a y h se dige y de man era que u + y — 0 
y sea x = y + b . Entonces „ a + x = a + (y + b ) = ( a + y ) + b = 0 + fi = ft. Por ianlo, hay 
por lo menos una x la I que Pc to en virtud dd teorema LI, hay a lo 

sumo una. Luego hay um y sdio mm x en estas eondi clones. 

Demost ration dc I 3 Sea x^h^a y sea y~b+(— a). Se traia de probar 
que Jtsy Por definition de b—a, x+a~b y 
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Por lanto, x -ha =>■ + «. y cn vinud de II, x=y, 

Demost ration de 1,4, Se tienc a+( — por ddmieidu de —u, hero esta 
igualdad dice que a es el opuesto de ( — a), cs deuir, que — { — a) como se 
afirma cn cl [eyrema, 

*1 15 Ejerdcios 


1, Demote rar los leurtfinat del \.% al 1 . 1 5 „ ulilizando lot asiumas 1 al 6 v los teoremas 
],1 al 1.4. 

£n las cjerciaios did 2 si JO. demostrar las aiirmacicncs indieadas. o esialilecct' las igual* 
dddes dad as, Apliqucnse los axiom as I al b y Los Icotetaas del 1.1 al LI5. 

2, — 0 = 0. 

3. 1 * = 1. 

4. R] Ceru no lactic reeiprOOD. 

5. ^ {a + h) = — a — ,fe, 

fy. — Co* — ft) = — a 4- ft- 

7. {a — ft] 4- (.ft — c> - a — c. 

#. S-i a 0 y b s* © r ctiumtfcs lab) 1 — o' 1 h~ 1 ^ 
y. — (tf/ft) — < - tifb) = ir/( — ft) si ft ?* 0 . 

10 , (s/b) - i cjd) = [ad - bc)/[bd) si ft ^ 0 y J # 0 . 


I 3.4 A siam as de orden 

Este grupo de axiomas se re fie re a un concept© por d que $e e^iablecc una 
ordertaddn enure los mimeros re ales. Segun esta orden acidn se puedc Jed dir si un 
ndmero real es mayor o menor que otto, Se introduces aqul las propiedades dc 
orden, como un con junto de axiom as re fe rentes a I nuevo concept© primitive dc 
positive, para definir despues los conceptos de mayor que y menor que a partir 
del dc pQshivo, 

Supemdrcmos que Cxbte on tier to subcon junto R c R, llamado conjuntO dc 
nume rOS positives, que satisfacen los ires axioms s de orden siguienles; 

axiom A 7„ Si x c y pertenecen a R’ , Id mismo ocurre a x + y V xy. 

axiom a 8, Para tod o reui x -A 0, o x ■ R o —x t- R*» pero no umbos, 

axiom a 9. 0 t R 

A Kora se puedc n delinir los simbolos < P >, y > llamados respcctivaimrntc 
menor que, mayor que, iguai o menor que, e igutd o mayor que , dc la mauera 
siguiente : 


Tiahtec 
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X<v signifies que y—x es positive. 
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y>x signifies que x<y. 

.vSy signifiea que o a <y o x = y. 
y—x signilica que x-y. 


Por lo lanto, se tiene x > 0 si y solo si x cs posit ivo. Si x < 0 se dice 
que x es negative i $i a — 0 sc dice qne x cs no negative. El par de desigualda- 
des simubaneas x < \\ y < z se escribe n freeucntcmenie en U forma mas breve x < 
< y < z\ inierpretaciones an&logas se dan a las desigualdades compuestas 
x ^ y < z, x < y - z, x ^ y s 

De los a vicunas de orden a pueden dedudr todas las regia s usuales de calcific 
con design aid ades, las mas impurta tiles de I us males se dim a contimiacion to mo 
(core mas* 

THUHiiM A 1,16. PROIMI-.DAD df tr i coto mia. Para a y ft mimeros rentes 
cualesifuiera se vert f tea una y sola amt de las ires retaciones a < ft, ft < a, a = ft. 


TEQREMA 1.17, 

TEOREMA 1.18. 

TEOREMA 1.19, 

TEOREMA 1 .20, 

TEOREMA 1.21, 

TEORL-MA 1.22. 

TEOREMA 1.23. 

TEOREMA 1.24, 
negatives, 

TEOREMA 1 .25. 


PROP [EO AD TRANSITl V A, St a < b y b < i\ es a < c. 

Si a < b es a -\- c < b + c. 

a < ft y e > 0 es ac < be , 

Si u # 0 es a' 1 > 0. 

1 > 0. 

Si a < b y e < O.os ac > be. 

Si a < h, es —a > — ft. Bn porticular si a < Q.es — a > 0. 
Si ab > 0 en fauces a y b son o umbos positives o umbos 

Si a < c y h < d.entonces a + b < c + d, 


Tambten aqui se deniostrarin solo aUgunos de estos tcoremas, como ejemplo 
de como sc precede en la demos trac ion. Los demas se dejan como ejercicio a I 
lector, 

De most radon de MG. Sea x — b — a. Si x = 0 r ententes ft — a = a— 
ft = 0 y, por lanlo, en vmiud del axiama 9 no puede ser ni a > b ni b > a. 
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Si x ¥= O h el axioma 8 afirma que o x > 0 o x < 0. pero no atnbos; por consi- 
guiente, o es a < h o es h < a> pero no ambos, Por tanto so verifies una y solo 
una de las fres reladones a = b r a < b, b < a. 

DemosimciSn de [,17. Si a < b y b < c, enhances t — s > 0 y c — h > 0- 
En virtud del axioma 7 se ptiede sumat obtenitindose (b — a) + (c — 6) > 0* 

Es deeir, c — a > 0. y por tanto, <r < c. 

Demost ration de LIS* Sea x = a-Ec > y = b-|-c\ Entonces y — x = b — a. 

Pero b — a > Q, por tanto, a < b. De donde y — x > 0, lo que sign idea x < y. 

Demostmcion de 1,19. Si a < b entonces b — a > G. $j c > 0 en virtud 
del axioma 7, se puede muUipNcar c por (fr — a)obieniendose (b — a)c> 0, 

Pero (b — a)c = be — ac, por tanto, he — ac > 0 y esto signifies be > ac como 
se queria demostrar, 

Demostracidn de 1.20. Si a > 0, en virtud del axioms 7 a-a>0, Si 
a < 0, entonces — a > 0 y„ por tanto. (— n) ■ (— a) > 0 en viriud del axioma 7. 

En ambos cases sc tiene <f > 0. 

Demostracidn de 1.21. ApKcando el teorema 1.20 al caso a ~ 1. 

*1 3.5 Ejereicies 

1. Dtmojslrar tos leorcmw 1.22 al 1 25 unlizando b s leoremas anteriores y loa axiomas 
del t a] 9 . 

En los cjcrcidd* del 2 al 10 demostrar las proposicienes y estableeer las dcsigualdades 
dadas. Sc pueden util tzar los axiomas del l al 9 y los teurenui& del LI al I. 25. 

2. No enisle pingun numero real lal que x a + I = 0. 

3. La sunn dc dew numeros negadvos es un luimcro negative. 

4. Si j-/ > O', tambicn I /a > 0; si a < 0, entonces I fa < 0. 

5. Si 0 < U < b, entonces. 0 < b 1 < a' 1 . 

Si a S, b y b £ c, cs fl £ c. 

7. Si a < ib y & .£ e y a = c, enionces b = c. 

S. Para numetos rcales e y & ciialesquiera, se tiene a- + ft* S; 0. Si <rb ^ 0, entonces 
es s' 1 -|- ft 1 > O, 

9. No existe ningun numero ireal a tzl que j(<a para fodet real x, 

10, Si x tiene la pnopiedad que 0 < x < ft para cadu ndmero real posit ivo ft. entonces x = O. 

1 3.b Numepss enteros y racionalts 

Hay ciertos subc-oniuntos de R que so distinguen porqac tienen propiedades 
cspcciales dc quu no gozan todos Ids numeros realcs. En. esta Seccton se discutiran 
dos de eslos subconjuntos, los numeros en teres y los numeros rationales. 
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Para introdudr ids enteros positives se empieza con d numero 1, euya 
exislencia queda asegurada por el axioms 4. FJ numerp 1 4- 1 se represents por 
2, cl 2 + 1 por 3, y asi sucesivamente. Los numeros 1, 2, 3, . . . , obtenidos de 
«slc modo por la adki6n repel id u del 1 son tqdos posiiivos, y sc I lam an enteros 
positives. En rigor, esta description dt los enteros posiiivos no as del todo precisa 
pues no hemos explicado eon details 1o que entendemos por «y asi sucesivamente:* 
o por «adicion repeiida del 1*. Si bien la sign slieae ion intuitiva puede parecer 
dara, en un esttidio euidadoso del sis tern a de los numeros reales es necesario dar 
una delink ion mils precisa de los entenjs positive*, Hay varies mode* de hacerlo, 
Un metodo cons is le en inirodueir primero la nod on de conjunto inductivo. 

defi Nicitiw PE CON | UN TO [NPUCTIV0- (jn conjunto de numeros rentes se de- 
nomina conjunto inductive si tierte las propiedades siguientes: 

a) El nuntero 1 pertenece al con junto. 

b) Pti.rn todo x en el con junto, el mi/nero x + 1 pertenece tambien al 
con junto, 

Por cjcmplo, It es un conjunto inductivo. Tambien lo es el conjunto R*. DtRnire- 
tnos los enieros posiiivos como aquellos numeros realm que pertcneccn a todo 
conj un to inductivo. 

DEFINiCttiN DE iiHTEhOS POSitivOS- Un numero real se llama entero positive 
si pertenece a todo con junto inductivo. 

Sea P d eon junto de lodos los emeros positives. Es un con junto inductivo 
ya que a) comiene el I, y b) contjenc a v + 1 siempre que conlenga x. Puesto que 
los dementos de P pertenecen a todo con junto inductivo, nos rderirenrios a P 
como el fwitw con junto inductivo. Esta pmpiedad del con junto P const ituye la 
base Idgiea para un tipu de razonamiento que los matcmaticos denominan demos- 
tracidn por induccidn, que se expone con details en la parte 4 de esta Introduction. 

Los opuestos de los emeros posiiivos se Ha man enieros negatives, Los enteros 
positive* junto con los enteros negative* v el 0 (ccro), oonstiluyen un eonjunlo Z 
que se llama sitnplementc con junto de ion entcros. 

En un esttidio complete del sislema de los numeros reales, serfs necesario al 
llegar aqui demostrar ciertos teoremas acerca de los enteros. Por ejempta, la suma, 
la diferenda o el producto de dos enieros es un entero, pero el cociente de dos 
enteros no es necesariamente entero. Sin embargo., no entraremos en los detalles 
do tales demostrac tones . 

Los cocientes de enteros afb (siendo b ¥* 0) se Uama n numeros rationales. 
El conjunto de los numeros racionales, represen fado por Q, contiene a Z como 
subcon junto. El lector debpria cotnprobar quo Q sathfaee todos los axiomas de 
cuerpo y de orden, Por esta razdn se dice que el conjunto de los numeros rado- 
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nates « un cuerpo ordemdo. Los nrimcros reales que no pcrteinccen a Q se Hitman 
irruciot lilies* 

1 3.7 Interpret pc ion geometries de lost niineros reales com® pun I os de una recta 

Sin duda que el lector debe estar familiarize do con la represent aeiors de los 
numeros reales por medio de los puntos de una recta. Se dige un punto para 
represen iar cl 0 y otro a la dcrecha del 0 para rep resen tar el l f como se indie a 
en la Hgura 1.7, Esta decddti delcrmitia la escala. Si se adopts un eonjimto de 
axiomas apropiados para la Geumelria cue I idea, tad a nutnero teal curresponde 
a urto y solo un punto de Ea recta y\ reeiprocameiUe, cada punto do la recta a un 
numero real y $6lo uno, Por esta razdn la recta se denomina freouentemente recta 
real o eje real, y es costumbre utilizer las palabras n time to teal y punto como 
sindmmos* Por eso se dice much as veces el punto x en vez del punto corres- 
pond Sente al numcru real je. 

La relation de ordeti enire los numeros realcs tie tie una interpretation geome- 
tric a simple. Si x < y, d punto x esia a la izquierda del punto >\ como sc ve en In 
figura 1.7, l.os numeros positives estan a la dcrecha del 0 y los negatives a la 
izquierda del 0. Si a < b * un punto x sat is lace las desigualdades a < x < b, 
si y solo m x csta trntre m y b. 

Esta poiibilidad de represent ar geomcLrkamente los numeros rentes cs un 
auxiiiar poderoso, pu.es perm lie deseubrir y eompnender mejor ciertas propiedades 
de los ndmeros reales. Antique d lector debe observar que tod as 1 m propie dades 
de los ndtticros reales que se hart dado como teoremas deben deducing de los 
yviomas sin ninguna referenda geometries, esto no prejuzga que no deba hacerse 
uso de la Geometn'a en el estudio de las propiedades de los numeros redes, Por el 
contra rio, la Geometrta sugiere a irtenudo el metodo de deniostracibn para un 
teorema particular, y algunas voces un argument® geometric® es mas Hugest! vo 
que la demostraddn puramente muHliea (depends me exclusivamenie de los axio- 
mas del numtro real). En este libro, se uliliza eon frecuencia la iniuicion geome- 

— * 1 f — — i 1 

0 I x y 

Figura 1.7 Numeros rentes representados gmnwtrieamente en una tinea 

trica para adarar delerminadas euesMones o para indudr a dHeusiones de otras. 
No obstante, las demostraciones de todos los teoremas importantes se presentan en 
Forma ana lit tea. 

I 3 -8 Cota superior de un con junto, demon to maxim®, cxErcmo superior 

Los nuevc axiom ns ejcpucstos hasta ahora contienen. todas las propiedades 
de los numeros reales estudiados ordinariamente en Algebra elemental. Hay otro 
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axioma da importancia fundamental un cl Culeulo que de urdinariu no so e stud is 
en Ids cuTsos dc Algebra demon tal, Bste ax kuna (u otro equivalent) es necesario 
para estableeer la exisiencia del numero in-aclonal. 

En Algebra elemental se present an numeros. irnie ton ales euando sc Ira la de 
resolver derias eeuaciones cu ad rat teas. Por ejempkn sc desea toner un numero 
real x tal que x* = 2. A parlir de los nueve axiom as aniertorcs no se puede probar 
que exists un x en cl sistema de los ntuneros re ales quo verilique ini ecu ae ion, ya 
quo estos nueve axiomas son satisf echos tambien por los numeros rationales y no 
hav ningun numero rational cuvo cuadmdo sea 2. (En cl Ejertiuo II de la Sec- 
tion I 3.12 se esboza una demosiraddn de csla afirmueiun.) El axioma 10 permite 
introducir numeros i rationales en el si stem a de los numeros reales. Se verai 
tambien que at rl bn ye al eon junto -de los numeros re ales una prop led ad de conii- 
miidad que es especial men te import ante eti el estudio del Caleiilo. 

Antes- de exponcr el axioma 10, tonvicne introducir aiguna lerminologfa 
y notadon espec tales. Sea S un con junto no vaefo de numeros reales y supongamos 
que ex isle un numero B tal que 


x <B 

para todo x de $. Entonces se dice que 5 esta acotado super torment? por B. El nu- 
mery B se denomina una cot a superior para S. Peel in os una cot a superior deli i do 
a que iodu numero mayor que B tambien es una cota superior. Si una cot a supe- 
rior B pericneee tambien a S, emonces B se llama d element# maxima de S. A !o 
sumo puede existir un E que sea elemento mix i mo. Si ex isle, se escribe 

B = max S - 

Asi que, B = max 5 si H i' S y x ^ B para todo x dc S. Un eon junto sin cota su- 
perior se dice que es no acotado super iorme/ite. 

Los ejemplos que siguen Must ran cl signifiuado de estas denominationes. 

EJEMPLO 1. Sea S el con junto de todus los numeros fcales posit! VOS. Es un 
ccmjunto no acotado superiormente. No tiene colas superior es ni elemento maxi mo. 

ejemplo 2. Sea S el con junto de lodes los numeros reales x tales que 
0 < .v < 1, Este con junto esta acotado superiormentc por el L Su demento maxi- 
mo es el I, 

ejemplo 3. Sea T el conjunlo de todos los numeros reales x tales que 
0 <, x < i. Es pareeido al eon junto del cjemplo 2 salvo que el pun to 1 no esli 
incluido, Esle conjunlo esta acotado super! omiente por el 1 pc to no tiene elemen- 
to maxi mo. 
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Algunos conjuntos. parecidos al del ejemplo 3, estan acotados superiormenie 
pero no tienen mdximo. Para ellos existe un concepto que sustituye al del maxim®. 
Este se llama extreme superior del con junto y se define como sigue: 


DF.FiNiei6n lift i:vi ri mo superior, Un numero B se denomina extrema su- 
perior de un con junto no vacio S si B tiene las dm propiedetdes siguienles: 
a) B es una cola superior de S. 

h) Ningdn nu mere menor yue B es cota superior para S. 


Si S tiene miximo, Cstc ea. tambicn exiremo superior de S. Pero si 5 up posee 
maxi mo. puede tener extreme superior. En el ejemptg 3 precedent^, e] numero 1 
cs extremo superior para T si bien T no ttetic maxima. (Ver figura 1.8.) 


Z 
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cotas superiom de.? 
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cOEsa superiores de T 
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maxi mo de S 
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extreme superior de T 


a 5 ticTisc; muxiino: b> T no Eiene m£ximo h pero si 

max. S = i extrema superior: sup T = 1 

Fjilura 1,8 Cotes superior^, maxima f extreme superior, 

tcokema [.26, Dos mimeros distmtQs no pueden ser extremes superiors 
para t'l mismo conjunto. 

Demostraeidn. Sean B y C dos extremes superiorcs para un con junto S. 
La propiedad b) implies. que C |> B puesto que fit es extreme superior: an^loga* 
mente, B > C ya que C es extreme superior. Luego, lenemos B = C. 

Este teoreraa nos express que si ex isle exiremo superior para un con junto S, 
hay solamente uno y puede decirsc el extrema superior. 

Con frecucncia se cmplca el tdrmin® supremo de un con junto en vez de 
extrema superior util i nan do la abrcvtaiuta x«p, escribiendo emonces: 

B = sup 5 , 


1 3.9 Axioms del extreme* superior (axioms de oonjpleiltud) 

Po-demos ahora estabkeer el axioms del extreme superior para el sistema de 
numeros feales. 
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Axioma 10. Todo conjunto no pacta S de numeros redies acotado superior- 
men tte posee extrema superior; esto es, exisle un nutnero real B tut que B = sup S. 

Insistamos una vez mas eri que el exiremo superior de $ no pertenece nece- 
sammente a S. En re alidad sup S pertcnecc a S si y gglo si S posee maxi mo, eti 
cuyo cpsg max S = sup S. 

Las definieiones de eota inferior, acotado inferiormente . minima, se formulan 
en forma pa redd a. EE let lor debcria hacerlo como ejerddo. Si S tienc ralni mo, 
se express pomendo min S. 

Un nutnero L se llama ext re mo inferior (o infimo) de S sc a) L es una cola 
inferior para S, y b) n ingun mimero mayor que L es eota inferior para S, El exire- 
mo inferior de S, cuando existc, es unico y se design# por inf S, Si 5 posee minimo, 
cntonccs min S = inf S. 

Con el axiom# 10, se puede ddmostrflr el si gu rente 

teohema 121 , Todo conjunto no mdo S acotado inferiormente po&ee extre- 
ma inferior; esto es, existe tin mi mem real L tal que L = inf S, 

Demostracidn. Sea — S cl conjunto de los numeros opuc stos de log de S, 
Entonces —S’ es no vac id y acotado superiormentc. El axioma 10 nos dice que 
existe un nutnero B que es exiremo superior do — S. Es faciil ver que — B — inf S. 

Con side remos una vez mas los ejemplgs tie la Seeddn anterior. En el ejem- 
plo 1, d conjunfo de tod os los numeros reales positivos, time el 0 comq exiremo 
inferior. Ese conjunfo no tie re mini mo. En los ejemplos 2 y 3, el 0 es el mini mo. 

En fodos esos ej cm pi os results facil decidir si el con junto S es o no acotado 
superior o inferiormente, y tambien es facil determ inar los numeros sup S e inf S. 
El ejempto siguiente muestra que averiguar la existencia de las colas superior o 
inferior ptiedc result ar difitil. 

eiemplo 4. Sea S el conjunto de tod os los numeros de la forma U + 1 / n>", 
donde n = 1, 2, 3, . . . .Si, por e. f empjo, haeemos n — 1„ 2, y 3, cncontramGs que 
los ndmeros 2,. *, y pertenecen a $, Todo numero del conjunto es mayor que 1, 
con lo que el conjunto esta acotado inferiormente y por tarito tienc un exiremo 
inferior. Con un pequeno esfuerzo podemos pro bar que 2 es el me nor elemento 
de S de modo que inf S = min S = 2. Tambien el conjunto S esta acotado supe- 
rior me nte, aunque no es tan fdcil demoslrario, (jltilentese!) Una vez sabido que S 
esta acotado supcriormenle, el axioma 10 nos asegura la existc nd a del extreme 
superior de S. En «tc caso no results facil determ inar el valor del extremo superior 
de $ a partir de la definicidn de esie conjunto. En un proximo capftulo veremos 
que d sup S es un nutnero irracional apnoximadatnenie igual a 2,718, Es un no- 
mere important? en Calculo I la made numero de Euler o numero e. 
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r S40 La propicdud arqui median a del si sterna de los aumeres re ales 

Esta Section convene algutias propiedades import antes del sistema tie los 
numeros reales que son eon sec trend a del axioms del cxiremo superior. 

TlOkema 1.28. El couiunto P tie los enteros positives J, 2. 3, , ■ « no esta 
acotad O SUperiormcntCr 

Demostmdbn., Supdngase P acotado superior men to. Dernostraremos quo 
csto nos conduce a una contradiction, Puesto quo P no es vatio, d axioms 10 
nos dice que P tienc extreme superior, sea 6s te h. El ngmero b — 1. siendo mcnor 
que b, no puede ser cota superior de P. Lucgo, exists un minima emero posiiivo n 
tal que n > b — L Para esie n tenemos n + I > b. Puesto que tt + I pertenece 
a P„ esto contradice el que b sea urn cola superior para P. 

Como corolarios del teoreina l.28 ( sc obiienen in media tame rile las eonse- 
euencias siguientes; 

TLOitKMA 1,29, Para euda real x exists un emero positivo n tal que n > x. 

Demostrucidn. Si no fuera asi, x stria una cola superior de P, en contra 1 
dice ion con cl teorema 1,28. 

t n orem a 1,30. Si x > 0 e v ss utt itumero real orbit rario. exists un emero 
posiiivo n tal que nx > y, 

Pemostraddn. Aplicar el teorema 1 29 eambiando x por y/x. 

La pro pie dad descrita cn cl teorema 1.30, sc (Jenomina Oecuente merit? 
propiedad arquimediana del si sterna de Iqs numcrus realcs. Gcomeiricamente signi- 
fies que cad a segmemo, tan largo cumo se q trier a. puede ser tec u bier to por un 
n timer© finite de segment os de longiiud positiva dada, tan pequena como se 
quicra. En (Kras pain bras, una regia corU puede medir digtancias fan largas como 
se quicra eolucandola con sccu li v amen le . Arqui modes, considerando 6sta como 
una propiedad fundamental de la lines recta, la consider A coino uno de los axio- 
mas de la Geometria. En los si g los xix y xx se han construido geomerrias no 
arquimedipnas en las que se preset nde de este axioms. 

A partir de la propiedad arquimediana, podemos demostrar el teorema si- 
guienlc que nos sera util m Cilculo integral. 

TEOREMA 1,51, Si ires minteros males a, x, c y sat is facet i hts desigualdades 
(I -W) a^X<a + i 

para todo emero n ^ 1, sntonces x — «. 
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Demosirachfa. Si x > a, el teorema 1-30 nos dice que exists un enter© 
positive n que satisface nu — a) > v, en coniradiccidn con (1. 14), Luego no 
putrde ser x > u, con lo que debera ser x — a. 

I 3 J 1 Propiedades fund amen tales del extreme superior 

En esta Section se eonsideran ires propiedades fund amen tales de los extremes 
superior e inferior que se utilizanin en lo slices ivo, La prim era de el I as estableee 
que lodo conjunto de nunicros can extremo superior cpntiene numeros tan pr oxi- 
mes como sc quiera a dkho extremo; del mismo modo, un conjunto con extremo 
inferior COnliune numeros tan proximo^ a cl como se quiera, 

teorema 1.32. Sea It un mhnero positive dado y S un conjunto de nume- 
ros rentes . 

a) Si S tiene extrema superior, pam un cierto x tie S se tiene 

.v > sup 5 — h , 

b) Si 5 dene extremo inferior, para un cierto x tie S se tiene 

x < inf 5 + h . 

Demostntcion de a). Si es .v^stipS — h para todo x de S, enloncts 
sup S — h scria una cot a superior de S menoi que su extremo superior. Per con- 
siguiente debe ser x > sup S — jfa por lo menus para un x de £. La to demuestry a). 
La demostracion de b) es parse id a, 

TEOREMA 1,11. fkOPLFUAD AO IT IV A. Dados dOS SUbCOtt junto J no VtlCtOS 

A y B de R, sea C el conjunto 

C = {tt + b\az.4.beB}. 

a) Si A y B poseen extremo superior , enionees C tiene extremo superior, y 

sup C s* sup A + sup B , 

I’d Si A y B tkmm extremo inferior, entonces C time extremo inferior, e 

inf C — inf A + inf B . 

Demostracidn. Supongamos que A y li tengan extremo superior. Si c c C, 
cntonces c = a + b, dundc a f A y b 6 B. Por consiguienie c $ sup A + sup B; 
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de modo que sup A +■ sup if es turn cow superior de C. Esto demueslra que C tiene 
extreme superior y que 

sup C <£ sup A 4- sup & , 

Sea ahora n un enter o positive cualquierg. Segtin el ieorema 1,32 (con h = 1 fn) 
existen un a en A y un b en B (ales que 

<* > stJ P 4 ~h' b > sup & - i , 

Sumando estas desiguqldades, se obtiene 

2 2 

ft + b > sup ,4 + sup ff — - t o sup A + sup ll<a + A+ -<^ sup C + - p 

puesto que a 4- b ^ sup C. Por consign lemte Nemos demostrado que 

2 

sup C < sup A 4- sup B < sup C + - 

para todo entero n ^ 1. En virtud del ttwema 1,3-1 * debt ser sup C = sop A + 
Slip If, Esto demuestra a), y la demo«trad6n de b) cs parctida. 

teorema 134, Dados Jos subcon juntos no vacios S y T de R tales que 

s < t 

para todo s de S y todo t de T. Entonces S ttene extrema superior, y T extreme 
inferior f y se verifica 


sup S < inf 7 , 

Demostracidn. Cada t de T es cot a superior para S, Por consiguieme 5 tieoc 
extreme superior que &atisface la desigualdad sop 5 <, t para todo t de T. Loego 
sup S es una cota inferior para T, con io coal T tiene extremo inferior que no 
puede ser mcnor que sup S. Dtcho de otno modo, se iiene supS < inf T, como 
se afirmd. 

M 3.|2 Ejercicios 

L Si x e y son ntimeroi realp cualcsquicra. x < v. deuiostrar que exists por lo menus un 
numero real z 1 al que v < z < y. 
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2. Si jf a tin n timer© real srbiirariu. pruhar que cxisicr cnienis m y n iaks qut m < x < n. 

3. Si x > 0, demosl rsr qu© cxisle un cnlcro positive * u \ L qw l/n < x, 

4. Si x es un ndmero real arbllraric, demostrar que cxisic tin enter© « tinfc© qy© verifies 
las dcsigualdadcs n < i < pi f 1. Este n sc denomina la parte a item de x y sc designs 
por [.vj. Por cjenipk), [5] = 5,[*J = 2 t l— “] * — 3- 

5. Si x es Lin nilmerci real arbiirarto, probar que enisle uft e-nlero iluieo is que satisface la 
dc&quialdad. n .S X < ft 4- 1 - 

6. Si x © f son numcrOs reales arbitrarios, * < y, probar que enisle p&r Jo menus Uft nu- 
mcro ruclonal r tat que x < r < y y dcduch dc ell© que existed Snfimtos, Esia propiedad 
sc express dicicndo que el con junto de los nu meres rationales cs demo en el sislema 
de los mimeros reales. 

7. Si jr es rational, x t* o, e y es irrational, demostrar que * + y , jc — y, xy, x/y. y/x son 
[ghJds inacionales. 

8. (,La suma o d prodticio de dos mimeros i rationales es siempre irrational? 

9. Si X « y son Tiumcros realcs cualcsqyiera. jr < y, dcmusirilr que exisle por Lo mcnos un 

nil mere irrational z tal tine x < z < y y deduct r que cxislcn in Fin i <05 . 

10, Lfn enter© n se Hama par si n = 2m para tin fieri© entero m. c impat si. n + I es par. 

Dcmoslrar las ulirmufioqH $iguteni!c$ ; 
h) L"n enicro no pui.de ser a Isa vez par e im par- 
fa) Todo entero es, par cj es impar, 

cl La suma o el pruduciu de <fot enterps pares cs par, iQud m puede detir acerca de 
la sum a o del prod Lie lo tic das emems ini pares? 

dj Si n* es par, rumbien le « n. Si ti* = 2b*, siendo a v b enieros, entonees a y h sop 
umbos pares. 

e> Tudu ntimera rational pyedc expresars© «n la forma a /b, dondc a y h son enieros. 
unu de los cuaki por lo mcnos ©5 in par, 

11 Demostrar epe no exhte numcro rational cuyo cuadrado sea 2. 

[Indicctcidn. Usiliiar el razonamiento de reduction at absurd©. 5up6ngase ia/b) 2 = 2, 
siendo n y b enieros. uno de ellos por lo muto& impar. Utilizar panes del Ejereicio 10. 1 

12. 1.0 propiedad arquitnediana del ststema de rturnCTOis reates se dedujo como conseeutneia 
del ax coma det extreme superior. Demosirar que ct conjunto de los mimeros racionaks 
saiisfacc la proptedad arquimediana pera nu la del extreme superior, Esi© demuestra 
que la prqptcdad arquimediana no imptica el uxiuma del extremo superior. 


*1 5J5 Existencia de raices cuudradas de los numcrOs peaks no negalivos 

Se ha visto antcriormente que la ecuacit^n x* = 2 no liene sol uc ion entro los 
nurcieros rationales^ Con auxilio del axioma 10 sc puede demostrar que la ocua- 
cion x t — a ticne soltici6n entre los mimeros reales si a !> 0. T'al * se denomina 
rati cuadrtida de a, 

En primer lugar, sin tener en cuenta el axiom a 10, se pueden haeer las 
siguientes eons iderac ioties. Los numeros ncgaiivos no pueden lener rakes cuadra* 
das, pues si x'~ = a, al ser a un cuadrado ha de §er no negative {on virtud del too* 
rema L2U). Ademas, si a = 0, x — 0 es la fink a rafe ouadrada (por el ieorema III). 
4 upon fuse. pues. a > 0. Si x s =■ a entonces x # 0 y ( — x)~ = a, por tanto, x y 
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su opuesio son ambos raices cu ad rad as, Pero a lo sumo ticne July. porque si 
.v v = a q y* = entorces x* = y 2 y (x 4- y)U — y) = 0, y cn virtu d del teone- 
ma I- 1 1 , o x = y o A = “ y. Por tanto, si a ticne raices cu ad rad as, liene exactci- 
mctite do s. 

La distend a de una raiz cu ad rad a por lo monos sc deduct r& poster] ormente 
de un teorema importante de Gaiculo, conocido por cl teoretna del valor in ter- 
med io para las Fund ones continues, pero es msi motive ver eomo la cxislenda 
de la raiz cuadrada sc puede probar directamente a paritr del axioma JO. 

teorema 1.35. Cad a twmero real no negaiipo a tiene una raiz cuadrada no 
negative! mica. 


iVotur Si a > 0, sti rafa cuadrada no negjliva sc intlteara pur u‘/ a o por \ o- Si 
a > 0. Iji rmz cuadrada uegaiiv* cs -a 1 --' 51 o — y a. 

Demostracidtt. Si o = 0, ententes 0 es 9a unica rafz cuadrada. Supdngase 
pues que a > 0, Sea S el conjunto de todos los ndmetros regies positives x teles que 
X s < a. Puesto que [ 1 + a) 9 > a, cl minium U + a) es ana cota superior de S. 
Pero, S es no vacio, pues af( 1 +■ cr) perlenece a S; en efecto a 3 cr ( 1 + <*)" 
y por tan to « a /(l + aj 2 ^ a. En virtue! del axiom# 10, S l iene un extreme* 
superior que se designs por b. Ndtcse que 6 ^ af{\ + a) y por lanto & > 0.. 
Ex is ten solo ires posibilidades: b : > a, Ir < a, b J = a. 

Supongase b* > a y sea c — b — ib 1 — a) /(2b) = 1(6 + a/b). E Mouses 
0 < c < b y c* = if “ (6 s — a) + (b- - = a + \b- - afUW) > a, 

Por tanto, c J > x i para cad a x en S, es decir. c > x para cada x en S; luego c 
es uria cot & superior de S, y puesto que c < b se liene una contradiction con el 
becho de ser b cl extremo superior de S. Por tanto, la desigualdad 6" > a os 
impost blc . 

Supongase b : < a, Puesto que b > 0 se puede elegir un numfiro positive C 
tal que c < b y lal que c < {a — £>“)/( 3 £>), Se tiene enionces: 


(b + r)- = h 2 + c(2b + c> < b- + 3 fie < b z + (a - fr s > = a , 

Es decir, b + e perlenecc a S. Como 6 H- c > b, csta desigualdad este en 
contradiction con que b sea una cota superior de S. Pur tanto, la desigualdad 
h' 2 < a es imposible y solo queda como posiblc b 2 = a. 

I 3.14 Rakes de orden superior. Potcneias rationales 

El axiom# del extreme superior se puede utilizar tambien para probar 3a 
cxislencia de raices de ordlen superior, Por ejemplo, si n es un entcro positive 
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iittpiir, para cada real x cxisic un numcro real ]p, y uno solo lal que y" = x. 
Esia y K denGrtima rail n-sirna dc x y se indiea por: 

(US) >' = x 1 ' 1 ” o y = vx , 

Si n es par, la situaciun es un pocO disiinta. En esie ease, si x cs negative, no 

existc un numcro real y Lal que y" = x, puesto que y* |> 0- para cad a numcro 
real y. Sin embargo, si x cs positive, sc ptiede probar que cxisie uti numcro 
positive y sdlo uno lal que v" = x. Este y se denomina la rah n-sima posmra 

dc x y sc indie a por los stmbolos (1.15), Puesio que tt es par, ( — yj "■ = y n y, 

por tamo, eada x > 0 dene dos raices ti-simas reales, y y — y. Sin embargo, los 
simbolcs jc ,/ * y v x $e reservan para la raiz n-simu posiliva. No exponemos aqut 
las demostraciones de estas afimiaciones pOrque se deduct ran mas add ante como 
consecuencia del teorema del valor imermedio para las func tones continuas (ver 
Seccidn 3.10). 

Si r es un numcro rational positive, sea r - mfn, donde m v tt son entems 
positives, se define x r come (je^' es decir como raiz n-sima dc x m , siemprt que 
esta exists, Si x # 0, sc define x r — 1 fx r con lal que r cstd deftnida. Parti endo 
de e$a$ dclinicicmcs, es fad I comprobar que las leyes usuales de los exponents soil! 
validas para exponents racionales: x r - x* = x'"' *, {x‘T = x r \ y (xyV = x r y\ 


*1 5. i 5 Representation de Ids mi menus reales por medio de dee i males 


Un nuniero real de la forma 


11 . 16 ) 


r = a 0 + + — „ + 

It) 10 s 


+ 



donde a» es un cnlcro no negative, y a,., a s son entente que satisfacen 

0 <, ai <U9, se escribe corrientemente en la forma mas breve siguieme: 

Se dice que esta es la representation decimal finita de r. Por cjemplo: 


1 _ A 

2 ” 10 


= 0 , 5 , 


]_ 

50 



^9 ^ S 

— . = ? + - + -2- = 1,25 , 

4 10 HP 


Nu micros re ales de esta clase son necesariamente rationales y todos ellos son dc 
la forma r — fi/10* donde a as un entcro. Sin embargo, no lodos ios mi me res 
rationales pueden expresanst por medio dc una representation decimal finiuj. 
Por ejemplo, si | se pud tern exp res a r ast, se tendrla = a/ 1 0" o la = 10" para 
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algun emte ro it Pero csto cs imposible, pucsto que 3 no cs divisor de ninguna 
potencia de 10 + 

No obstante, egalquier nutnero real x > 0 puede fiproximarse eon un error 
tan pequcno comq se desee per medio de una sum? de 3a forma (U6) si se 
tom a n sufic iente me ntc grande. La raidn de ello puede verse tried lame el si- 
guiente argumento geometricc: si x no e$ entcro, x csui comp rend ido enlre dos 
enteros consecutivos, cs dedr, a» < x < a-, + I. El segmcnto que une a l} y 
a,.+ 1 puede subdividirse en diei partes iguales. Si x no coincide con unc de estos 
puntos de subdivision, x debe estar comprendido entre dos de dlos. Esto da lugar 
a un par de desigualdades de Is forma 


, lc + ^ <x<th + °-i±i 


donde a, es un entero [0 <; a, < 9), Sc divide ahora ? el segmento que one 

a, + 1 

& a -i y a a 4 en diez partes iguales (cad a una de longitud 1 0 g ) y 

10 10 

se cominda cl proceso, Si despues de un numcro finite de subdivisions, uno de 
los puntos coincide con .t t x es on niimero de la forma ([.16). Si no es ast, el 
proceso se con Linda indefinidamente y se engendra un con junto de infinites entcros 
A], Ay, ar 3 , . . . En eale c&so se dice que x tienc la represen laeidn decimal infinite 


X — A 0 .fl E fif^ a ■ ■ J 


Despues de n Subdivisions, x satisfacc las desiigua Wades 


4- 



+ 


+ ^ <I<a ‘ + fo + " + 


flu + 1 
10" 


las cuales dan dos aproxi mac i ones de x 4 una por exceso y otra per defecto, 
por medio de decimales flnitos que difieren en 10 _ *. Por tamo, se puede lograf 
un gradb de aproximacidn deseado sin mas que tomar n sufic ientelnente grande. 

Si x —k, es fad l comprobar que a n = 0 y a„ = 3 para cads n ^ I, y por 
tanto la aproximaetdn decimal correspondiente es: 

k = 0,333 

Cad a niimero irrational tiene una representation decimal infinite. Por ejempld, 
si *= V~2 st pueden calcular por tanteo lento dlgitos como se desfien de sU 
aproximacion decimal. Pues v2 estdi comprendido entre 1,4 y 1,5 ya que (1,4)* < 
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2 < U,5)\ Andogamente, elevamlo a] euadrado y comparand© con 2 se obtienen 
las sigmentes aproximacioncs suces! vas: 

J ,41 < V''2 < l t 42 „ J ,414 < V2 < 1,415 , 1,4142 < V'2 < 1,4343 . 

Observes? que el proceso anterior engendra on a sucesion de inter vaios de 
longitud 10” 1 , JO"*, 10 - \ , , „ . cad a uno contenido en cl anterior y conte niendo 
cada uno el pun to *. Esto es un ejemplo del I lam ado encafe de interval os, con- 
cepto que se utiitza algunas veees como base para costs truir ios numeros irra- 
cionales a parttr de Ios radon ales. 

Puesto que en este libro se hara poco uso de Ios decimates, no se estudiaran 
sus prop ted ades con todo ddallc, y sdlo se vers edmo se pueden definir analltica- 
mente expresiones decimates, con auxilio del axioma del extremo superior 

St x es un numcro real posilivo dado, sea a,, el mayor entero ^ x. Torna- 
do a 0t sea a* el mayor entero mi que: 


+ 



<; v 


En general, determinados a t „ a lt . * , , sea a„ el mayor entero tal que 


(1.17) 


ih , 0a , 
+ ~ 4 — ~ + 
10 10 * 


+ 



Sea S el cor junto de todos los ndmeros: 


(ns) 





obtertidos de esta Forma para n — 0, l, 2, . , . , Puesto que S es no vacio y aco- 
lado superiormente, tiene un exlremo superior que es tad 3 comprobar que coin- 
cide con x. Los enteros a<„ a lr a. it , , . as I obtenidos se pueden utilizer para deiinir 
una ex pres ion decimal de x t poniendo: 


x - Ob 


donde el digtio a» que ocupa d lugar n es d mayor entero que sattsfaee (1.17). 
Por tanto, se puede escribir: 


I = 0,125000-*’, 


Si en (1.3 7) se sustituye el signo de designated por <, se obiienc una 
defimeitm die la expresidn decimal algo distinta. El extremo superior de iodos 



40 


Introduction 


Ids niiiuems de la forma (Li 8) es tambidn x; sin embargo, los en Eeros a u a 2f * * . 
no hare de scr necesariamente los mismos que satisfacen (1.17)* Por ejemplo, si 
se aplica la segunda definition a jr = se encuentra av, = 0, = 1, a t — 2, 
a* = 4, y a* = 9 para eada n ^ 4. Hsto conduce a la representaciOn decimal 
infinita 


i - 0.124999'--, 

El quo dos numeros italcs pucdan toner dos feprcsentaticmcs decimates 
djstinias cs un simple ejemplo de! hecho de que dos conjuntos distintos de numeros 
reales pueden tener on mismo extreme superior. 


Parts IV . - Induce tort maternities* sim boles sum stories y 
cuestiones reladonatfms 


1 4.1 Ejemplo dc demOsIraeion pur induccidlt nLAlematica 

Piles to que sumando 1 al entero k se obciene k 4- 1 que es mayor que k, no 
exisfe ningun entero que sea el mayor de todos. Sin embargo, pardendo del nume- 
ro 1, se pueden akanzar todos los enteros positives, despues de un numero fin i to 
de pasos, pasando sucesivamente de k a k + 1. Esta es la base de un m£todo de 
razonamiento que los maiematicoB liaman demostracion por induction. Se iluElrara 
la aplicaddn de este metodo* demostrando el par de designate ades usadas en el 
apartado I 13 para el el koto del area de! segmento parabolieo, es deeir: 

(1.19) I 1 + 2 2 + ■ ■ + (n — l) a < j < 1* 4- 2 3 + - - ■ + ft 2 . 


En primer lugar, se considers la desigualdad de la ixquierda, formula que abre- 
viadamente se indicara por A{n ) (afirmaeion re for i da a n), Es facil comprobar esta 
afirmuciou directamenie para los primeros vaiorcs de «, Pues para n = 1, 2, 3 T 
por ejemplo, se tkne: 

-4(2): I’ < . /I<3): <“ + 2 ! < j. 

3 3 

supuesto que se interpreta que la suma del primer m i cm bra es 0 cuando n = 1. 
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Sc [rut a de probar que A ( n ) es cieria para cada enter o positive tL Se precede 
cornu si sue: se supone qu.e la afirmacidn se ha probado para un valor particular 
de n, sea n — k> Os dedr, se supone que se ha probado 

1' +■ 2'+ -■•+((;- l) 2 < | 

para k > 1 fijo. Partiendv de ello se Iia de deducir que se verifies para k + I, 
es decir: 


Aik 4 I k I s + 2 J + ■ ■ ■ + k- < ^dtlt 

3 

human do A 2 a los dos tniembros de A{k) (que se supone que se ha probado) se 
obtiene la design aldad 


1- 4 2- 4 - • ‘ 4 A 4 < 



y para deduct r eomo tonsecuencia de el I a la Aik 4 1)#. basia demostrar 

A" . j2 , (ft 4 If 

7 + < 7 ' 

Pcro esto es tonsecuencia in medial a de la igualdad: 


I A 4 I f A -1 + 3 A* 4 3 A 4 I A a t2 , } , 1 
— — ■ — — - = 4 k + k A- ~ 

3 3 3 3 


For tanto, se ha demos trade .41 A 4 1) como conseeuencm de 4(A). Pucsto que 
4(1) se ha comprobado di recta me tile. se sigue que lambien 4(2) es cierto. Sa- 
biendo que 4(2) es cierlo, se sigue que lambien lo es 4(3), y a si sucesivamente. 
Pucsto que cada entero puede akanzarse por es«e proceso* 4{n) es cierlo para 
todo valor de n, Esto demyestra la desigualdad a la izquierda en ((.19). La desigual- 
dad a la dereeba puede demoslrarst del misrrto modo. 


1 4.2 El priiicipio de la induction maicmatica 


Rellexione el lector sob re el esquema de la demosi ration anterior. Primero se 
comprueba la afirmacion 4{#r) para n = 1, luego se prueba que si la afirmaclon es 
derta para tin enter o particular, tambien e$ cicna para el entero jiguicnlc. Oe esto 
se cone 1uye que la ah rm acton es cieria para lodos los ctiicnos positives. 
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La idea de induce ion se puede ilustrar de muchas maneras no matematicas, 
Por ejemplo, supdngase iina fib de sd dados de pbrno numeradcs consecutiva* 
monte, y dispucstos dc ial forma quo si uno dc cllos cac, por ejemplo, el seiialado 
coo el simbolo k t choca con et siguiente seiialado con el simbolo k + 1. En se- 
guida se intuye lo que ocurrka si cl soldado numero 1 so hacc caer hacia atris, 
Tambien es claro que si fuera empujado hacia altis un soldado que no fuera el 
prime ro, por ejemplo, el seiialado con n ]p todos los sol dados posteriorcs a 41 
caerfan. Este ejemplo ilustra una ligera generalization del me todo de induction 
que puede ejtpresarse en la forma alguiente. 

Mdtodo de demmtracidn por induction. Sea Afrt) una afirmacidn que con- 
vene el entcro n. St puede concluir que AO 1 ) es verdadero para cade n ^ flj si 
es posable* 

a) Probar que /Urc a ) es cierta. 

b ) Probar, que supuesta A(k) verdadera, siendo k un entcro urbitrario pero 
fijado > n tp que A{k 4* 1) es verdadera* 

En la practica, ij t es generalmcntc .igual a L La justification de estc me todo 
de demostratidn es et siguknte teorema relative a mitneios reties. 

TEOREMA 1.36, PlINClPlO PE INDUCCldw MAT EMETIC A. Sea S lift COTtjlitUO 
de enteros positives que iiensen las das propiedudes siguientes: 

a) El numero 1 pertenece at conjunw S\ 

b) Si un cm era k pertenece a S, tambien k + 1 pertenece a S. 

Entonces todo entero positive* pertenece at con junto S. 

Demostracidn. Las propiedades a) y b) nos dicen que S es on con junto in- 
ductivo, (Vdase Ja Section I 3.6.) Por consiguiente 5 contiene cualquier entcro 
positive. 

Cuando sc efectua ta demost ration de una afirroatidn A{n) para todo ft > 1 
por induction matematka, se a plica el teorema 1.36 al con junto 5 formado por 
todos Ios enteros para Ios cuales la afirmacidn A(u) es tierta, Si se dcsca probar 
que Ain) es cierta solo para todo n ^ entonces se aplica el teorema 131 al 
conjunto de los numeros it para los cuales es. tierta A(n 4 «, — lb 


*1 43 EL principio de buena ordeuatidn 

Hay olra propiedad import ante dc los enteros positives, Ifamada printipio de 
buena ordenacidn, que se utiliza tambien como base para demostraciones por 
induction, Puede formularse como siguc. 
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TEOHEMA 1 . 37 . PRINCIPIO DE BEEN A ORDENACION. Todo COTtjuntO 110 VtE 
cio da eniaros positives contiena uno qua as el manor. 

Observes? que d principle de buena ordenacion se reflere a conjuntos de 
enteros positives. El leorema no es cierto para cualquier conjunto de entcros. 
Per ejemplo* el con junto de todos Ids enter os no tiene uno que sea d me nor, 

El principio de buena ordenacion puede deducirse a parlir del principio de 
indued on. Esto ae demue&tra en la Sec cion I 4.5. Coticluimos esta Section con un 
ejempb en el que se muestra cbmo se puede aplicar el principio de buena ordena- 
cion para probar teoremas refer? tiles a enteros positives.. 

Sea 4(n) la siguiente igualdad: 

A{* r): J* + 2" + - * • + if* = - + “ + - . 

3 2 6 


Se observa que Ail) es eiertb s puesto que 

t a - l + \ + l ■ 

Se tienen, pues,dos posibilidades. O bien: 

(i) A (n) es cierta para cad a entero positive n, o 

(ii) exist? por lo me nos un entero positive n para d que 4(») es falsa, 

Se Ira la de probar que si se supone la (ill, se llcga a una contradiction. 
En virtue! del principio de buena ordenacion existira un entero positive k, 
que seri el manor entero positive para el coal A[n) cs falsa, k ha de ser mayor 
que 1 pwsto que se ha visto que 4(1) es vcrdadcra. Por tan to, la igualdad ha 
de ser cicrta para k —I ya que A; es el menor entero para el cual Aik) es falsa. 
Se puede „ pues, esc rib hr: 


,4(4; - I): l* + 2* + ■■• + (A - If 


ii 3 + !i_~ Ii! + k ~ 1 
3 ' 2 6 


Sumando k- a los dos miembros y simplificando el de 3a derecha, se tiene: 

I s t s L 

l* + 2 , + -^ + Jt 1 »i- + £ + i. 

3 2 6 

Pero esta igualdad prueba que A(kj es ciena; con lo cual se llcga a urn con- 

tradiction pues Ac era un entero para el cual 4(Jt) era falsa. Como la proposi- 
tion (ii) conduce a una contradiccidn, se verifica la (ii, lo que prueba que la 
identidad en cuestidn es vaftda para todos los va lores de n > 1. Una cons? cue r> 
cia de esra identidad es la desigualdad de la derecha en (1.19). 
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Tods demos t radon en k que h como aqui, se bate us® del principio d« buena 
orde nation, se puede sustiluir por una demost ration por induce ion, For supuesto, 
que se podia haber hceho k demost ration en la forma acoslum brack, com pro- 
band® la /Ul) r para despues pasar de la ,4 [ k ) a k A{k + 1), 

I 4.,4 Ejercicios 

1. Dcmn^rar por indutdiin las form j] as siguientes: 

(a) l + if3+' ,, +fl = nin +- U/S, 

(b) 1 f 4+5 r ’ • ■ + (In - lj = tt-. 

U'l l a + 2 J + + ’ ■ - + rr a = (l +■ 1 + 5 + ’ - -l- nf. 

(d> l a + 2* + - ■ ■ + {n -if < n*f 4 < I s + S a + - ■ - + n\ 

2 . Observer que 

I « I t 

I - 4 = -(I + 2), 

| — 4 + 9 = 1 + 2 + 3 + 

| _ 4 + 9 _ = -(| + 2 + 3 + 4) . 

IndGiciic la Icy general y dcmucsircse por indueci&n- 
3- Observer que 

1 + £ = 2 — A , 

1 + 1+4 = 2 — | ♦ 

i + s+ r + i- 2- i. 

Indu cease la lev general y dcmucslrese por induction. 

4. Obst^rvL'se qm; 


d - jiu - H -l, 
(I - IH\ - iKl - 1) =i • 

Induzcftse la Ity general y dcmuesirese por inducctdn. 

3. HhIIbt la Icy general que simp] ilka el pri>duclO 






y tlcin nisi rt'iU p**r induction. 
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<>, Sea 400 la propose ion: 1 4- 2 + ■ ■ ■ + n ■ {(2rt + 1} S . 

a) Probar que si 4 (Jr) ©s esurta pare un enters *, + I) tambien cs ci-eria. 

b) Critiques© la proposition «dc lu induccidn sc sigue quo 4(n> cs cierta para lodo 

cl I'ransformcsc /1 (h) cambiando La Lguatdad pur una desigualdud que c$ cierta para 

todo cntcro positives n. 

7. Sea ft % ©I meiior enlero positive n para et que 9a de&tguaidad { 1 4- Jr?" > i +■ «x fflJ s 
©s ©ierta para lode x > 0. CalcuLar n jr y tkniOsl rar que La desigu&ldad e* cierta para 
iodefs los emeras w ')> /f i , 

$. Dados numcru* real©? positives a t . . _ tales que a„ £ (’(?„_] para todo n 2t 2, 

donde c ej un numcro positive iijio, apHaqucsc c] me todo de induction para demosir&r que 

a !: ^ j? ] r’ 1 “ 1 para cada n > J. 

9, Dcmuislresc por induction La proposition sign kmc: Dado un segmento de longitud 
unidad, el segmento de longitud \ se puede construir con regia y cotnpte para cade 
eeatero positive n, 

10, Sea b un entero positive, Demo&trar por induction la proposition sigutente: Para cada 
ectero h >0 existent enieros no negative* q y r tales que; 

a -= qb + r , 0 <r<b. 

]l. Scan ft y d enter-os. Sc dice que d es un divisor de rt si w — cd para alp-un entero c. 
Un entero « se denomina primo si n > 6 y los tin i cos divisores de n son I y n. Demos* 
irar por induction que cada entero # > 1 e» o pH mo o product® de primus. 

12. ExpSiqtiese el error en la siguiente -demosiraridn* por induction. 


Proposition. Dado un eon junto de n niifias rubias. si por lo menos una de las 
niflas iiene ojos azoles-. enforces Las n tunas tlcnen ojos aiulea, 

iDcmoslnicidn*. La proposition es evidememenle cierta si n — 1. El paso de k 
h lc + 1 se puede iluslrjir pasando de n = 3 a ft = 4. Supdngase para eilo que la pro 
posicidn es cierta para n = 3 y scan C , G,. ( G„. G . cuairo nlflas rubias tales que una 
de ellas, por !o mcnos. tenga ojos azules, por ejempJo, la G . Tom an do G,, C,. C? con- 
juntamenie y haciendo uso de la proposition cierta pan « = 3, result* que iamWn G s y 
Gj tienen ojos azules. Repitiendo el proce&o eon G n , G„ y G r se encuentra igualmente 
que ticne ojos azules, Es decir, las cuatro tienen ojos azules. Un razonamaento ani- 
logo perm Lie el paso de ic a it q- 1 e« general, 

Corofario. Todas la$ ninas rubias tienen ojos azules, 

Demon f tic t6 ft. Puesto que cfcclivamcrilc cxis-tc una mna mb La con ojos azules f se 
puede aplicar el resuitadq precedents al conjunto fomiado por todas las nifias rub Las. 

Alow: Eite ejentplo ts debido a G- Polya, quien sugicre que el lector compruebc 
experimenEalmame la v&lidez de la prdpos-icidn. 


*1 4.5 Demostr&ddn del prineipio de buena ordetiacidn 

En esta Seccion se deduce el prineipio dc buena orden acton del dc induccion. 
Sea T una coleccidn no vacia de ctitcros posit ivos- Quereraos demostrar que 


TiQhi 
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T tie tie un numero que es el me nor, esto es, que hay en T un entero posit ivo U 
la I que t a ^ i para todo / de 7\ 

Supongamos que no fuera asi. Demostraremos que esto nos conduce a una 
contradiction. El enter® 1 no puede pertenecer a T (de olro modo el sena el 
manor numero de T), Design emus con $ 9 a coleeeidn de todo? log en terns posi- 
tives n tales; que ft < f para todo / de T, For tan to 1 pertenece a S porque 1 < I 

para todo i de T. Scguidamcnie, sea k un enter® positivo de 5, Ententes k < i 

para todo t de 7\ Dcmogtrurcmos que k + l tambien es de 5. Si no fuera asi, 

ententes para un derto I, de E terdriamos I, <f k F l. Puesto que T no posee 
numero minima, hay un enierq ( t en T tal que f, < * lp y por tanto / s < k + I. 
Pero esto signifies que f, ^ k, en eon trad iiccidn con el hecho de que k < / para 
todo t de T. For tanto k + 1 pertunece a S. Segun el principle de induce ion, 
S conticnc todos los en taros positives. Puesto que T es no vario, existe un eniero 
positive i en T. Pero csic s debe ser iambic n de S (ya que S contiene fodos los 
enteros posit! vo$K De ta dcRnicidn de S results que t < i. to cual es absurdo. Por 
consign iente, la hipotesis de que T no posee un numero minimo nos lleva a una 
contradiccion, Resulta pnes que T debe tener un numero minimo, y a so vez 
esto pmeba que el principle de buena ordenacidn es una consecuenda del de 
induction. 

1 4.6 El simbol® snmatoriu 


En el calculo del area de un wgmento parabtilico, aparece la swtta 
(1. 20) l a + 2- + 3 a + ■ ■ - + n 1 . 

Observes^ que el term! no general de esta suma cs de la forma k* y se ofe tiene 
cada uno de los sumandos dando a k los valores 1, 2, 3, T . . , n. Existe un simbob 
muy util y conveniente que permit? escribir sumas en forma abreviada denomt- 
nado simbvh sum&ario y que consist? en la letra griega i , UtMizando el simbob 
sumatono se puede escribir la sum* (1.20) como sigue: 

rr 

Ik*. 

Este simbolo se lee: «Suma de k* desde 1 hasia ft». El convenio es que los nii- 
meros que aparecen encima y debajo de ^ indican el recorrido de los valores 
de it. La letra k se oonsidera como el indice de sumacidn. Es evidente que no 
es necesario utilizer precis amenta la letra k, si no que se puede tomar en su lugar 
ot ra letra eualquiera,. For cjcmplo, en vez de 8e puede escribir 2 i"-i l*- 

2 w-i m ** etc., todas las cuales son distimas notaciones para una misma 
cosa. Las letras L J. k, m, etc., que &e utdizan al cfecto, se denominan indices. 
No seria accrtado utilizer la letra n para el irtdicc en este ejempb particular, pues 
n indica ya el numcTO de L^rminos. 
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El sirnboio sumatorio 


4? 


Mas general, cuando s«e desea form a r Ea suma de cierios numeros reales 

<?i , tr F , . . . , a„\ 

fl- 21 ) (i [ 4 il* 4 " ' ' 4 Qj, 

Utilizando el si m bob suma I orb se escribe abreviadamemcL 

U. 22 ) Si h . 

k L 

Per ejompb: 

I,*** = a i + «5 4- + [j,i , 

A L 

c 

S x, = A I 4 A, 4 J a 4 .¥* + -T|, . 

^ ■ I 

Algunas veces es uonvcniente empezar la sumac ion por el 0 o por a [gun 
valor del indice diferenie de I. Pot ejemplo, se tiene: 

4 

y A-, = A,J 4 ,v L + x t + \ A + v 4 , 

I - It 

i n* - 2 a + r + 4 3 4 5 a , 

n - i 

Otras formas de utilizer el sun bub de sumac ion, se mdican a eontmuacidn: 

2 •V M '' 1 = -V + X s + V 3 4 x* 4 4 , 

« 

\ 2 1-5 = i 2 + 2 s + 2 a 4 2 4 4 2 r ‘ 

3 - 1 

Para poner de maniliesio una vcz mis que la el ecu ion del indice carece de im- 
por land a, se observa que la ultima suma se puede eseribir en cada una de las 
formas siguiantes- 



introduction 


StHa: Desde un punto de vista ealriclamenle Idgico, lc$ sim baled 4 c«i (1-21) y 
(1,22) no sc entuecUran etilre las sxiomas del si sterna <te numero* reales h y por lo tento 
desde un punro de vista riguroso. se tendrian que definir estos ttuevos simbolos a parti r 
las simbolos primitives del si sterna con si dorado. Esio $e COU&igUC mediant* una defi- 
nition pt)r induction, la cual, comb h demosttaeidn por induction, const?* de do* psittt: 
a) Se dcilne 


i 

2 tit = (i i ■ 

k-i 

b) Supucsia definida V* . t a k para un n 1 fijo. sc define! 


n l-I / ii V 

2 2 "A + “h+1 * 

Jt~l ' i - T / 

Por ejemplo, sc puedc tqmar ft — 1 en b) y hacer uso de a> para ubiener: 


2 u k * 2 if k + - <ij + % . 

k . i Jt i 

Ddlnida 2t- ] a x - se puedc aplicar Oira ifd b] can n = 1 para obtener 


a 

2 fl JE = 2 "* + "3 523 + - 

Jt-I *-l 

£n virtue! de la propiedad asocial iva de I ft adjeifin (axioma 21. la sutna ‘1 «a 

cs |a piisnia que «i + (u a + ajy, por tftntu, se pueden suprimir Jos parentesis sin peiigTO 
dc cur fusion y escribir simpLementefTi +■ £?g + a 3 para **i •• ATiHlogamcnic: 

•3 3 

2 at = 2 a * + a 4 = (*i +«s + "») + <j* . 

£-] Jt-i 

En este caso se pnede demos-mu' que La suma (a t + a ± + a 3 ) + u 4 es la misma que 
(a t + «JJ> +■ (rfj + a 4 > y que +(fln +p a +a*),y por tanto sc pueden suprimir I os 
panentesss tambien sin pcligro dc ambiguedad y escribir; 

2 - fl| + £? a + a i + L 

|» L 

Prosiguiendo asf> se encuemra que a) y b> simultineamcmc dan una definicidn c«n- 
pteia del sfmboio cscrito en (1.22). Se considers qx\e la ooiacldn (.1-21) _ea mas b:en 
utra forma de escribir (1.22), Tal notucidn eati iusiiJicada por la ley asocianva general 
je la adicidr. que aqui' no »e enunciara eon mas del a He ni demo&irard 
N6tesc que la dejmkwn por induccidn y la demintmciwi por imlumw enc-crrsn_ .a 
ndsme idea funds menial. Una definkidn por induction se denumma lantbldn ikfiiwton 

por recurrencia. 



Ejercicios 

1 4.7 tijcmicios 

Hal far fus vuly-rcs mjmcrico5 de las sumas siguietslea: 



mi 2^ 

(e) 2^ + c >’ 

* 1 

t -ii 

i «0 

(b) 2 2"- 1 , 

(d>2*\ 

n-*-$ 

^ ■ 

(ft y 

14 A- + 1 > 

Jt -- 1 


2 , Establecer las siguientcs propiedades del simboto sumaiuriy, 

J,. „ n 

■ a j Z ff? * + \) ™ 2 + 2 (prapiedad Liditiva). 


ft— I 

ft 


A :- 1 t -1 


(b) = <" V o A 


t -1 

II 


t-l 


< C > 1' <*k - «i-i) ** ifn - 


t-*! 


(propicdad homo^nea). 
t propicdad telcscg pica ) . 


Utilicertse las propiedades dadas cn el Ejercicio . 2 , siempre que sea posiibk, para 
ks formulas en loss Ejercicios del 3 a] 8 , 


5 , ^ •• ■ n - (El seotido de esia suma es 2k~ 1 ■ cuarsdo ^ ™ ],) 


4 . 20 k - 1 ) ^ n 3 . 




’i - 

■ V H n 11 

2 ‘ “2 + I 


Jtnl 


‘ 2*-j*r + 


*<= i 


n 

2 ' 6 


„s 

r, > A 4 = 1 4 — 

4Z 4 2 4 


tnl 


8 . 


\T 1 - v t,+l 
a) > ** = — — — - Sf X * i. Note: Pur deli njeion JC'" - 1 

*—* 1 — x 


Ifndicacidm 2 k — I » k 2 — {k — 1 ) S ,J 


[ffldftm'jon. tisese el Ejercicio 1 y cl 4 ], 


f IndkaciSn. p - {k - ] JP = 3p — M 4 I .] 


i-D 


44 


deducir 
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Introduction 


[ ifHlu'wwt, Apliqut&e el ejercfcio 2 a (1 — **-] 

1) ^Cuil es ]| Mima cuando x — 17 

9. UemosLrar por induce im, que ]a su ma ] ( — t J‘-:2A + I ) es proportional a jji, y ha, liar 
la const ante dc proporc i o rial i dad . 

10. a) Par una definitE^n razongbic del simbolo fh- - 

h) Rcmgsirar pOr induction que pars n ^ l sc lime 


ll -2 

Nr t -in 1 


•In 




m 


1 1 . J hlLirr.iiur si cada una de las iguuhkides sij|u tenters es cierta 0 falsa. En eftda case ra- 
zomar Is decision. 


3 1 Si t«i 

(»> V = v 

pj □ iv . I 

iq« 

(b) £ 2 - 200. 

/< o 

1 SMfc I i'll 

in) + k) = 2 4- %k. 


I Ml 


»» 


Jt-il 


< n 


(d> I U + D* =li 

i - 1 

1MJ 


F -{1 

I Ml / 1 M) ■ /l Ml \ 

2* ■ Z** 

t-l ^ A-.- ] ' ■ l - 1 / 

IH , IW ,3 

V, , 

t>~« \k -9 / 


12, indudr y tlemoslrar una regia general que simplilique la sums 

i 


2<k(k + If 

hi 


IS, Dcmostrar que 2(V'n + l — V'V) < — rs < 2(\r — Vn — I) si n L UliZ/cese luc- 


V w 


go cste rtsuliado para denies trar qua 


2V rn - 2 < 'y — < 2 V m - 
V a 


l 


si m s 2. bn particular, cuando «i - 10", la sum a c«a compiundida cm re 1^94 y 1999- 


l 4,8 Valor absolute y desiguaid&d triangular 

Es frccuenle en d calculo el itncr que operar con desigualdades. Son de 
particular importune in las que sc rdacionan con la nocion de valor absolute , 
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Valor absohito v desigmldad triangular 


5! 

Si x es ud numcro real* el valor absolute* de a* cs un numera real no negative* 
que se designs por \x\ y sl l define eomo sigue: 


x ri a > 0 , 

— x si 

Obs^rvese que — x £ x £ x\. Si los numeros reales esian rep re sent ados geonk' 
iricameme cn el eje real, el nutnero x se denomina distanda de x a 0. Si a > 0 
y si un pun to x esta siluado entre — ti y a entonces a esta mas proximo a 0 
que a. La expresion analilica de esle heebo, esta dads pot el siguiente Leorema: 

TEOHEMA 1.38. Si o 0, es |,v < a si y sofa si — a < x ^ a. 

Demost radon. Hay que probar dos euesliones^ primero, que la desigualdad 
|x| ^ a implicit las dos desigualdades — a <, x ^ a y reciprocamerue, quo 
— u <; x a implica |x < a. 

Supuesto |jr| <, a sc tienc tatnbien “ <t ^ — x . Pero o * = xj o x = — \x\ 
y, por tanto. — s < — [x <x< ix! £ a. lo coal prueba la primera parte del 
tecrema. 

Para probar cl redproco, supdngase — a ^ x ^ a. Si x ^ 0 se tiene 
\x = x g ai si por el contrario e» x £ Q, entonces x\ = — x < a. ELn arrtbos 
eases se tiene |,v ^ a, lo que demuestra el teorema. 

La figura 1.9, ilustra el signifkado geometrico de este (eorema. 




,v| s a cn este intervalo 


-t 


Fjguba 1.9 Signifkado geomfit-ico del teorema 1.3B. 


Conseeuencia del teorema 1.58, es una desigualdad important que express 
que el valor absolute de la sum a de dos nutneros reales no puede excedcr a ia 
soma de sus vaores absolutes. 

teorema 1.59. Para x e y ttdmeros rentes cualesquiera se tiene 


TIG hi 


>ri 


I* + A <. M + l>'l 
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Notft 4 . Bsm propiedad se denomirta de&igualditd truin$.ufvr, pues cyan do sc gette* 
raliza ^ vectores, indica que la longitud de eada Lada de un triirtgulo es manor o igual 
qua ia suma de las longitudes da Los ocros dos. 

DemOStracidn. Puesto qua x = .y o x = — jjr| , tiene — x < x ]jc|. 
Andlogamente — \y\ y £ !y|, Sumando ambas desigualdades se tiene: 

“(1*1 + W < * + y£ U-| + \y \ , 

y por tanto, en virtud del teorema US se concluye que: !•* + y| £ |jrf + yl 
Tomando x = a — c, e y — c — h. x + y = a — b y la desigualdad 
triangular toma la forma: 

I a — b\ £ \a — r| 4- \b - c\ . 

Esta forma die la desigu&ldad triangular se utiliza frecuentemente en la practical 
Por induction maternal iea, se puede extender la desigualdad triangular tal 
corno sigue: 

teorema L40, Si a-,., a*, , , « . a„ son numeros reales cuaksquiem 


X a t S2laJ ■ 

1 k >1 I Jt-1 

Demostmcion. Para n = l la desigualdad es trivial y para it = 2 es la 
dcsigu&ldad triangular, Supuesta cierto para n numeros reales, para n + 1 nti- 
rneros reales a lt o lt , . . , a H41 se tiene: 


n+1 


1 * 


■h 

■n- 

?i-l 

k-*, 8 

= 

2 °k + <i|Hl 
k~i 

< 

2o k 

t— i 

+ kwd ^ 2l fl *' + 

K-J = 2 kijti . 

M 


Por tanto, el teorema e$ cierto para n 4- 1 numeros si Jo es para n\ luego, en 
virtud del primtipio de induction, es cierto para todo enter© positive n, 

El teorema que sigue constsfe en una desigualdad fmportante que se utilisari 
mis adelante en Algebra vectorial 

TEOREMA Ml. DESIGUALDAD BE CAUCHY'SCHWARZ, Sf O u ♦ «.* ft, y 
bi t . . . * bm son numeros realm cmksquiera, m tiene 

< 123> 

/.! sigrto de igualdad es vdlido si y sdla si hay wn numero real x tal que 
u,x + bit — 0 para ooda valor de k = 1 „ 2, . . * „ n. 


rightec 


aterial 



Ejercicios 


53 


Demost radon. Para todo real x se Liene Jjk, 4- h k f £ 0 porque \\m 
soma de cuadrados n tinea es negative Esto se puedc poner en la forms 

(1.24) Ax- + 2Bx + C £ 0 „ 

donde 

A = J N B — 2 , C ^ V . 

*-i *-] t-i 

Queremos democrat que B* ^ AC. Si A = Q> cads at = 0* coo lo que B = 0 
y cl resultado es trivial. Si A # 0. podemos completar el cuadrado y escribir 


Ax 2 


-+- 2Bx + C =z A 



+ 



El segundo miembro alcanza m valor minimo cuando x = — ft /A. Poniiendo 
x =—B;A en (1.24), obtenemos J9* £ AC , Esto demuestra (1.23). El lector debe 
COtAprobar que el signs de tgualdad es vaiidu si y solo si existc url x tal que 
OkX 4- bk = 0 para eada it. 


I -4.9 Ejercieios 

I. Probar cada una de las sigutenfces propiedadn del valor absolmo. 


(a) |x| = 0 si y solo si x = 0. 

(b) | - ki- 

te) X - y\ = \y - x\ 

Id} 1*1“ = *b_ 

(C) |r\'| =* ' v = . 


if} \.x)\ = |j| ir|. 

(g) \xfy\ = kl/l.i'l *i v 

(h) \x -y\ £ |*| + [v\ ■ 

(i) l*| - I r| £ I* - y[. 
fj) 1 1*1 - \v\ | < I* - v|. 


Cada 

design ald&d («,).dc las 

cscrisas a 

cunlinuEiciyn 

igualdad(6d Por cjemplu, -i 

rl < ! 

i SI V 

agio si —3 < 

Seme 

$ (hg$ ■ Determiner Undos los 

pare; 

a equivalent's, 

("i) 

1*1 < 3. 

Vh) 

4 < 

* < 6. 

IW) 

1* ~ II < 3; 

w 

-3 

< * < 3. 

M 

13 - 2*| < 1. 


x > 

3 o * < 

(flj 

1! + 2,r| < 1. 

w 

x > 

2. 

(%) 

k — [| >2. 

(ft*) 

_ 2 

< * < 4.. 

M 

k 4 21 £3 

CM 

_ V 

3 < x <. - I 

(* T ) 

|S - *-*i < u 

(M 

E < 

> 

A 


k - 51 < \x 4 l| t 

(M 

* £ 

H 

O 

r- 

S 

(fl # ) 

j v ' -2| <1. 

(M 

i < 

* < l 

(*«) 

x < jt- - 12 < 4*. 


-i 

£ X £ o 


1 £x £ v'3. 
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3, Decidir u cada una de las sigyicnia alirmaciones cs cicrla o falsa, fcn cada rasa razonar 
fak det'ssiuft, 

(a) x < 5 implies |-t| < 5. 
f h> ]x — 5[ <2 implies 3 < x < 7. 

(c) |1 + 3 a | $, I implies x > — 

(d) No enisle numero real x para el que lx — II m x — 2|, 
fe) Para todo x > 0 e aisie an y > 0 ial que 2 a ■+ y\ = S, 

l. Demosirar que el signo tie Lgualdad es \ akdo en la desiguaidad de Cauchy- Schwarz si 
y solo si fixisle un rid mem real x ial que a k x + h k =o para iqdo k « ! , 2, . , , t w, 


*\ 4 JO Ejercieios varies re ft rentes a I mdtodo de induction 

En rate a part ado se refine a un eon junto de resultados di versos cuyas demos tradoncs 
sen buenos ejewicios de aplicaeifin del m&odo de induction. Algunos de estos ejercicios 
puedtn servir de base de disaisibit y esuidio entre log alum nos y d profesor. 

Coefidmie factorial y binomial. El siinbolo n! (que se lee n factorial ) se puedc dtfinir 
por in Jut-cion com® sigue; 0! — I, n\ = (n — ])! n si tr ^ I. 

Observer que jpJ = I - 2 ■ 3 ■ ■ ■ n. 

Si 0 < k: < n el coeficimie binomial (*) se define pot 



rtl 

k ! (« - k)\ ' 


Nvta\ Algunas veees se escribe „C fc en vci de (J) . Estm numeros apareccn cftnft 
cocfldcntcs en la formula de la potenda del binomio. (Vgase el Ejenicio 4 siguiente.) 

1. CiileuSense Ids valorcs de Los uguicnlcs coefidentes binomials: 

(a) fix ftO (lh (t) (Ik (d) ill (c) (jj), (f) C"). 

2,. fa) Demostm que: ( " ) = ( p 1 ). 

|b> Sabiendo que ( [ a ) = (7) c&lcular rr. 

fe) Sabiendo que t 1 *) = C jt*J? 4 ) cakutar ft. 
td> ^Exinc un k Ial que E 1 *) = (/Jj)? 

3. Demostrar que ("**) ^U-i) -H*X Hsta pmpiedad sc denomina formula adi* 
tiva de los cuefirientes combinatorics 0 ley del iridngulo de Pascal y proportions un 
mciodo ripido para cakular sucenivamertit: los coeficientes binoroiaks. A continuation se 
da el Iridngulo de Pascal para n £ 6. 
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Ejercicios varios referente* at metodo de induction 


15 


I 

1 i 
1 2 l 

13 3 1 

I 4 6 4 J 

1 5 10 10 5 3 

1 6 15 20 15 6 1 


4, DemuSsirese par induction la formula de la potencia del binomio: 


(a + br 





Y UlillCCSC el tcDrema para dediieir las formulas: 

2 (-!>'(") -o, » «>o. 

k=Q ' * 

Simbolo product o. El products dc W numcros reales 0]. ' - ■ < On se indtea per el 

ifmbolo f ™. .j a k , qu« se puede definir par induce i6n, El sfmbolo es oira 

forma de cscribir cste producio, ObsSrvese quc: 



■! =TT*. 

5, Par urns definition per induction del product^ TT:-.** 

Demostrar por induction las sijuiemes propiedadcs dc Sos produces: 

^ T ' = ) J7 a k j ( ' r b k ) fpropledad multiplicative). 

Un caso imponarue c& la relacidn: 1 [*_i (ca k ) * c ,] , o t .. 

7. | J *= — si cada o k 0 tpropicdad lelesoOpica). 

*-1 ff JL-l 


« t i | _ *1 H 
8. Si jf j* t P demostrar qUC:; | (1 + Jt 1 } — ■ -■ 

t=l 1 x 


iCual cs et valor del products cuando x ■= I? 



5 b 


hitToduL'L'ion 


9 « Si d A . < ft, para catla valor de k ** I « 2 , . . . f /r , « fad I dcmoslrar por induces^ 
2 Li- \ a >-' Xn-i 

DSsemir la dcsigualdad cortes pondietue para produetos: 



JC [ 


< 


fa 


TT **■ 


Algimas di’sigualdihies notables 


10, Si x > l, demostrar por induceliSp que x" > v pera eada k k 2, Si 0 < x < 1, demos* 
trar que .r" < .v para cad a n > 2. 

11, Dclcrmincnse tedos los emeros positive* ri para Ids eualqs 2 K < n! 

12, (a) Com d tcorema del bmomiu demax trar que para n entero posillvo se liene 





lb) Si « > U iplfqoese la pane {a) y el Ejercicio 11 para dedurir las desigualdadcs 


2 < 



< 1 + 



jt-i 


<3, 


H. la 3 Sea p un enterb pOsilivO. DemOsirar que: 


b lJ - a* = (ft - a ((ft 1 ' 1 + ft'" + b" W + + ha r 2 + a r " \) , 


[ Iruiicacidn „ Apliqu^se la propiedad. telescdpica para las sumas.] 


(M Si p y « son enteros posttivos, demosirar que 


{„ + | >r l l _ 

;r" < — — - — — < + iy- „ 


P + I 


Aplicando el spai-tado (a) 

C.C 3 Dttttu^slrese por irtdiiCcidtt que: 


n. i 


k? < 


n 


JH4 


Jt-1 


P + 8 


A' 


fcwl 


El apartado (b) ayudara a pasar en la induccidn de h b n + I. 

14, Sean « s , . . . t n snimeros realcs h todos del mUmo signa y tados mayores que — 1 + 
Aplicar el m&odo de induce ion para demoat rar que: 
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f-urvii-iob i'urio\ referent a, al tuciotio de iinhtcem? 
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Bn particular, euarttto &i = ‘ ■ &H, — v, dondc X > — I, se iranlifgrma Oil: 

( 1 . 25 ? (I + .v)" £ I + itx {d^igmdduii c tv tierntnttiih 

Ptobar que si n > I cl signo de igualdad sc present a cn 1 1 2 5 ) solo jwa * — 0. 

13. Si n > 2, dcnioslrar que »!/« n <, { ] /\ siendo k to pane emcra du n/2. 
id, Lo$ luimchJi L, 2. 5, 5, ?, 13, 21, . . . tales quo eatla uno dospucs del segundo os la suma 
tic los ttos :riLe nures. sc dcnuminuii nismt'TOn dc FUHmatxi. Se pueden dedinir por induc- 
tion tomu sigUC; 

fli = 1 , = 2 , 

Demos Liar quo 

pa i :i cad a n > l. 

Dcsigualdvdes que rdcKiouan distintm tipos dc pwmedim. 

Scan -T. l , _x a jTj, n minieros rctilcs positives.. -Si p os tm emoru no nulo, lu media de 
patent: ins p-csimns M p i>c delinc cornu segue: 

+ ► - - 4- ,r;;\ ] *' 

» ) * 

LI nutntro M, se dc norm rut media aril met fit?. A/ 2 Media amirditca, y Af_j media ar* 

Firf'.'J ft+I, 

17. Si p > 0 demoscrar que < M s „ cuando x t , ,x 2 . . . , , x m no spn todos iguata. 
[hidicarivn. Aplicar In design a I dad de Cauchy- Schwarz eon & k , = y fj, 




L8- Apliqutisu el rtsliluido del Ejcreicto 17 para dcroeMrttr quu 

^ + b* + c* £ V 

si a z + ir + c 1 = i y a > 0, 6 > 0, o > 0, 

l*>. Scan „ . . . T <T„ n numcros reales pUsitivOi cuvO prOducLO 6b igUEil a I. DciViOStrar 
quL’fl| + , . . + a, - > fi y quo* el signu de igujldad se pre&eiua s 6 So cuaiido eada 
u t m l- 


( indicacion. Cunsidercnsc dos cascis: a? eada = I; b> no Unto % = proccdasO 
por induce ton. f-'.n el easy h> observese quo si «j02 ' ' ‘ «■+ 1 = I, entonees per to me nos 
un factor, por ejeniptopt , es mayor quo I. y por to me nos pn Biecor. ^ea o n , , me nor 
cl li c 1 . Hagase Aj =a i u„ tl y apliquc-HC 1 « IlipuLeSi&dc induce ion ill produclo hfo ’ ' (I„, 

luiicndo on cue ii i a que (*r 1 — |)(u Nrl — I? < 0 .J 
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20, La media geometric^ G -dc n m3 meres reals positives *i , ■ ■ ■ , x n esia definidu por Ea 
formula G = (jtiA 2 1 4 ■ a - JI > 1/n + 

' (a) Design esc con M p la media de potencias p-tsimas* Demostrii que C £ M, y que 
C — Mi sdlo cuando x t = x s ™ ■ ■ ■ s= x„. 

(b) Scan p y q entgras, q < 0 < p. A partir de (a) deducir que Af, < <? < si 

A,. x f .. r , x h no son to-dos. tguaEes, 

21, Apliqueusc los resnillados del EjereLdo 20 para prubar la siguiense proposiciin.; Si h t 
y c son mimeros reales y positivos lulus que jr&c = 8, enionee* a + 6 + c > 6 y 
afa + ac + he ^ 12, 

22, Si x lt . . . + x K son no mcros positives y si v* *= l/.r frp danosiiar que 

(.?,*) (I 1 '*) ^ 

2T. Si a, &, yt sen pujiiivos y si si & +■ h f c s= l p dcmoslrar quo (I — crXI “■ j 5)C' l — c)> 
> %abc. 
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LOS CONCEPTOS 


DEL CALCULO INTEGRAL 


En esie capi(uk) se ex pone la definition de integral y algunas de sue propis- 
dades fundament ales- Para extender la definition, es nwesario tener conoeimiento 
del conceplo de funtion; por el Jo se dedie an algunas de las scccicmes que siguen 
a la explication de este concepto y de ottos relation ad os con cL 


t.t Las ideas basics s de la Geomciria cartesiana 

Como se ha dieho anieriormerte, una de las apficac tones de la integral es la 
formulae ion del concepto de area. Ordinari ament e no se habla del Area en sf, sino 
del area de algo, lo que indiea que se parte de ciertos objetos (regioncs poligonales, 
regiones circulares, segments* parabdlicos, etc ), euyas areas sc deseati medir. 
Si sc desea I leg at a una definition de area aplicable a e Eases di St in Las de objetos, 
primeramente sc debera eneontrar an e amino efectivo para desetibir estos objetos. 

El metodo mis simple de precisar diehos objetos fue el de dlbujarlos, tat 
como liicteron los griegos. Un camino rmieho mejor fue sugerido por Rene Des- 
cartes (1596-1650} at esiablecer en 163? la base de la Geometric analitica* 
La column a vertebral de la geometric de Descartes (ccmocida actual meme por 
Geometria carie&iatw o Geometric amduka) es la idea de re presen tar punt ns 
por ntimeros. El metodo seguido para punios del piano es el siguiente: 

Se el i gen dos tectas perpend kola res de referenda (llama das ejes coord enu- 
dos) t uno horizontal (llamado eje de las X), y el otro vertical (el eje de las y). 
Sit punto de intersection, se indica por 0 y se denomina origen. En el eje x a 
la dereeha del 0 sc clige e onven ic ntemen te un punto, y sit distarcia al 0 sc 
denomina distanda unidud. Las distantias verticals corres pond ie ntes al eje de 
las y se mi den eon la mistna d islands unidad. lint once a, a cada punto del piano 
(llamado algunas veces piano xy) se le astgnn un par de numeros, llamados 
sus covrdenadas. Estas eoordenadas represent an las d island as del punto a los 
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cjes, En la figura LI se dan algunos ejemplos. El pun to de coordenadas (5,2) 
esta situ ado tres unidades a la derecha del eje y y dos unidades encima del 
eje x. El numero 3 es la coordenada x del pun to f y el 2 k coordenada Los 
pantos a la izquierda del eje y tknen la coordenada x negative, los situados 
debajo del. eje Jt P la coordenada y negativa. La coordenada x de un punto se 
denomina tambien su abscisa, y la y su ordenada. 

A1 dar no per de numeros tal eomo (a,b) represen [ante de un punto, so 
conviene que la abscisa a t o coordenada x t se escribe, en primer lugar. For esta, 
cl par (a, b) se considers eomo un par ordemtdo , Es claro que dos pares orde- 
nados (tf, fc) y (o, d) represen tan el mismo numero d y sdlo si a = c y b = d. Pun- 
tos {a,b) tabs que a y b son ambos positives se dice que eskn situ ados en el 
primer cuadrante; si a < 0 y b > 0 estan en el segundo cuadrante; si a < 0 y 
b < 0 estan en d ierccr cuadranie; y si a > 0 y b < 0 estan en el cuarto cuadran- 
te. La flgura LI presents on punto en cada cuadrante. 

Para pun tos del espado se precede de forma aniloga. Se toman ires rectas 
en el espacio pe r pen di eu lares entre sf y que se corten en un punto (el origen)" 
Estas rectas determinan tres pianos per pend icu la res dos a dos, y cada punto 
del espacio puede ser determinado dando tres ntimeros. con los sign os adecua- 
dos r que representan sus disuncias a estos pianos, Dc la Geumctrfa carte siana 
tridimensional se hablara con mas detailc mas adclantc, De memento interest! 
la Geometrfa anal ft ic a plarta. 

Una figura geometries, tal eomo utta curva plana, es un conjunto dc p ort tos 
que satisfaccn a una o mas cotidiciones. Tradueicndo estas condicioncs en ocpte- 


efe y 



FicurA 1.1 


V 



Figura L2 La circuttferenirin 
rcpresentadit por Sa ccuacitin 
cartesian a x 2 + r £ = rL 
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$sone$. anali'iicas en 1 95 coordenadas x e y, se obtienen trn a o mas ecuiuione* 
quc caracturizan la curva en cue si i on „ Por ejempfo. considered que la curva es 
una circuit fercnc ia dc radio r con centra en el or i gen, como sc indica en la 
Ikgura 1.2. Sea P un punto arbiiraria dc esta circunferenria. y supdngasc que P 
[ienc dc coordeimdas (*. y ). Entotices f el segmemo OP es 3a hipotenusa de tin 
iriangulo rcctangulo cuyos cate i os lienen de longltud x , e y y por tan to en 
virtud del teorema de Pilagoras; 

.v 2 + y- = r* . 

Esia equation se deromina la ecuadon cartes tuna de la eireunfirencia. y sc sa- 
tisfaec por las coordenadas de lodos los puntos de la ciruunfercnda y solo 
por ell as, de inanera que csia ecu acton caracicrju complete me nte la circunferen- 
cia. .Este ejemplo muesira como se a plica la Geometria analitica para red u dr pro- 
posi clones geometric as sob re pun los a propqsie juries an a Lit teas con numeros re ales. 

Durante todo su desarrollo hisiorico. el Galenic y la Geometria analitica 
ban esiado ftitimamenie ligados. Dcscubriiruentos en uno de el los ban dado lugar 
a progresos en el oiro. En este libro se Iran Era tan do con junta mente como en su 
desarrollo histdrico, pero sin olvidar que el proposilo i metal es introdueir d 
Calculo diferenda! e integral. Los conceplos de Geometria analiiica requeridos para 
ello. se iran exponiendo conform e sc vayan necesitando. De momento. solo se 
requieren pocos CGtlcCplOs muy ele men tales de Geotnetria analiiica plana para 
comprender los rudiment os de Cfilculo. Para extender d a lea nee y las aplieacioiles 
del Calculo &e necesita un estudio mas profun do de la Geometria analiiica. que se 
hara en los caphulos 5 y & usando los meiodos del Calculo vectorial. Mientras 
tan to. lo que se ncccsiia de Geometria analitica es estar un poeo famiiiarizado en 
el dibujo dc las graiicas de las f unci ones . 


1 .2 Fund ones. Ideas gene rales y ejemplus 

En diverso* campus de la acilvidad Humana, se preseniau relacioties que 
exisien entre un conjunio de unos objetos y otto con junto de otros objetos. 
G ralieai, cartugnimas, curvas. tablas, formulas, encuestas en la opinion publi- 
co . etc- son tamil iares a todo aquC que Icc los periodic os. En real id ad se trata 
de puros artiricios usados para describe relation es especiales en forma cunnthatL 
va. Los maicmaiicos consi derail como /undone s algunos tipos de estas relaciones. 
Ln esia Section, se dan Uilas ideas general cs del uoncepto dc funcidiu Eu la $ec- 
ciun 1.3 ofrccemos una definicion rigurosa de l unci on. 

KritWPLt) I. La fuerza F necesaria para estirar un mudle dc accro una 
Longitud .v a partly de su long i Hid normal, es proportional a x. Es deeir f = ex. 
don tie c es un numcro independents de x„ que es la constants del imiclle. E.siu 
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formula descubierta por Robert Hooke a modi ad ok del siglu xvn se denominn 
la ley de Hooke y se dice que uxpresa la fucrza en fundon del akrgamienlo. 

eiemflo 2, Se dice que el volnmen de un cubo cs fu union dc la longitud de 
sus aristas. Si las aristas tienen dc longitud ,v, el vo lumen esta dado por la formu- 
la V = x‘. 

eiemplo 3, L a n mimero primu es todo enlero n > 1 que no puede exp re- 
sale ctt la forma n = ab, donde & y b son entires positives am bos me notes que n. 
Los prime res n (micros primps son; 2, 5, 5, 7, IL 11 ( 17, 19. Dado un mimero 
real x > 0 es possble contar el mimero de numeros primos menorts que x. Este 
numero se dice que es una funcidn de x> si bieti no se conoce una formula alge- 
bra tea send Ha para calcularlo (sin necesidad de eontarlos) cuando se conoce x. 

La. palabra « funcidn# fue introducida en Maienrttfticaa por Leibniz, que u ti- 
ll zaba cste tormina para designar cierto lipo de formulas matetnaticas. Mas 
jardc sc vio que la idea de fund on de Leibniz tenia un a loanee muy reducido, 
y posts norm enie el signs licado de la pakbra fund on fue experiment an do gene- 
ral izaciones progresivas* Actualmcnte, la delink ion de Fun don es wncialmente 
la siguiente; Dados dos con juntos de objeios, el eon junto X y el conjunto V, 
una fane ion es una ley que a sod a a eada objeio de A uno y solo un objeto en V. 
El conjunto X se denumina el dominio de la funcidn. Los objetos de Y t sso- 
clados eon I os objetos en X format! otro con junto denominado el reeonido de la 
f une ion, [Esie puede ser todo d con junto Y, pero no es necesarto.) 

Letras de los alfabetos cspanol y griego, se utllizan frecuentementc para 
designar funciones. En particular se u&an mucho las letras f t g, It, G, H, y y. 
Si / es una funeidri dada y x es un objeto de stt dominio, la notation fix} se 
utiliza para designar d objeio que en el recorrido corresponds a x, en la funcion 
/, y se denoirhna el valor de la funcion f en x o la intagen de x por f. El sfmbolo 
fix) se lee, «f de x». 

La idea de fund dm se puede ilustxar esquemaiicamcnie de much as ma- 
ntras, Por ejemplo, en la figura 1.3(a) los conjunlys X c Y son sendos con- 
juntos de puntos, y una flee ha indie a corao se aparea un punto arbitral* to x 
de A eon su punto imagen f{x) de V. Otro esquema es el de la figura 1.3(b) 
donde la luneidn f se imagina cOmo una miaquina en 9a cual los ob ictus del 
con junto X se transf orman para producir objetos del con junto Y. Cuando un 
objeto x es iransformado por la maquina, d resultado final es d objeto fix). 

En Cdleulo elemental liene inleres consideraf en primer lugar, aquetlas 
funciones en las que cl dominio y el recorrido son conjunios tie numcros reales. 
Hsias funciones sc Ikman funciones de variable real o mas bievemente funciones 
realm y se puede it represents geo me Lri came me met! i ante una graft ca en el 
piano x y. Se represent a el dominio V en el die x, y a parttr de cad a pumo x 
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FlGORA 1-3 Rcpreseitiacitifi asqucmdtica del conceplu tie fimci&n. 


de X &e represents el punto (x,y} donde y — fix). La totalidad de puntos (*,y) 
se denomina la grdfica de ta funeidn. 

A cemtinuaeidn con side ramos otros ejemplos de fund ones reales. 


f.pf.mplo 4, La funcidri identidad. Supongamos que fix) ^ * para lodo 
real x. Esia funeion con frecuencia se denomina la furtcid n identidad. Su dominio 
es el eje real, esto es p el eonjunto de todos los n timer os reales. Para eada punto 
(x r y) de la g ratio el es x — y, La grafica es una recta que forma angulos igualcs 
eon los ejes coordenados (v£ase figura 1.4), El recotrido de f es el eonjunto de 
lodos los niimeros reales. 


EltMPLO 5, La funeidn valor absolute. Consideremqs la fujicidn que 
asigna a eada niimero real x el numero no negative jr | , Una parte de su grades 
esla represemada eti la figura 1,5. Design undo csta funeidn con la leira ty, se 


y 



FlGURA 1.4 Grdfica da la 
funeidn identidad fix) — x. 


v 



Fioupa 1.5 Fimaon 
valor absulutv <f{x) a* !*[, 
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ticnc v(.v) = v| para todo real x. For qcmplo. f (0) = 0, q(2) = 2, gi —3) = 3. 
Con esia nolaridn exprusamos algunas propiedades de Los v a lores absolutos. 

(a) *(-.*> = fix). (d) flr[p<x|] = fp(x) . 

lb) Kv*]-.vV ft) ?<*) - 

(c| y(x 4- _>■) < ft\1 + $■(/) {designs Id ad triangular 1 - 

i:ji:Mrj.o b. La funcidu tiuntero primo . Para cualquier )t>0, sea «■(£) 
d niimero de numeric primos mcnores o iguales a x. £1 dominio de tt es el 
con junto de Ids numerus re ales positives. Su recorrido cs el con junto de los enteros 
no negatives {0, I, 2, . , , tin la figura ] .6 se represents una portion de la 
grafba de it. 


v 
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FnSC'RA 1.6 Fff funs idn n umcrQ primo. FlGURA 1.7 La funcidn 

factorial. 

[En los ejes x e y se ban usado esealas distintas.) Cuando x erecc. cl valor de la 
funeiuti *ix\ permanent ton &u nte hasta que x a lea no un numero primo, en aiyo 
ptinto d valor de la f untie n presents un sal to igual a 1. For consiguiente la grsilica 
de tr consisie en segmenios de recta horizon! ales, £sie es un ejemplo de una clase 
do funeiones I Ian ad as June tints tscakitmdai $; estas desem penan un pa pel fund a- 
mental en la teoria dc la integral. 

kiemplo 7. La funcidn factorial, Para todo cm tern posit ivo ft. so define 

fin) to mo n \ = I • 2 ‘ , . , n. En este ejemplo, el dominio de / es el eon junto de 

lo> enteros posit tv OS. Los va lores de la fane ion truce n eon t util a rapidez que es 
intis cunvenienie presentar la fund on en forma tabular que media nte una graiioi. 

3. a figura 1.7 es unti tabla de pares (n, ft. f l para ri — I, 2 10. 
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K1 lector deberia observer dos ’asgos caractcristicos que tienen en . coin tin 
todos los ejcmplys an ter id res, 

(1) Para cada x del dominio A existe irna y sd!o una imagen y emparejada 
con aquel valor particular de x. 

(2) Cada rune ion engendra un cun junto de pares {x,y) t slendo x urn eletnen- 
to generico del dominio X, e y es el cKmento unico de Y que correspond e a a. 

En ta mayor parte de los ejemplos an icr lores, sc presen la ron los pares 
(jr,y) gey met ric amen le eOrhO punlOs sob re una grafica. En el ejemplo 7 los 
presen | amos como pares correspon die rites en una tab la, En cada ea$o, conocer 
la funeion es conoeer, en yna u ytra forma, todos los pares (x r y) que engendra. 
Esta sene ilia observation es et origen de la definition del concepts de funeidit 
qua SC expyne en la section siguiente, 

*1*1 Fun clones. Delink ion formal como eon junta de pares ordenados 

En la Section anterior, una funcidn se described como una correspondence 
que asocia a cada objeto de un cun junto X uno y solo un objeto de un, eon jun- 
to y. Las paiabras ^correspondence* y « asocia a* puede que ny tengan la 
mi&nia signification para todo el mundo, de mancra que reformularcmos el con- 
cep to por un earn! no diferente, faasanddo en el cun cep to de conjunto, Necesitamos 
prime ry. la notion de par ordemido dc objelos* 

En la delink ion de igualdad de coniimtos, no se meneiona el orden en el 
que aparecen los elementos* Asi que, Los con juntos {2, 5} y {5, 2} son iguales 
por que eon stan cxactamCntC dc los mismos clementos* tin tiertas ocasiones et 
orden <fs importance, Por ejemplo, en Geometria analitica plana las coordenadas 
(r, y) de un punto representan un par ordenady de numeros, El pun to de coorde- 
nadas {2, 5) no es cl mismo que el de coordenadas 11, 2), si bien los con juntos 
{2 r 5| y {5, 2) son iguales, Dd mis mo modo, si te nemos un par de objeios ay b 
(no necosariameme distinios) y deseamys distinguir uno de los objetos, por 
ejemplo a t como cl primer elements y d otro, h, como d s egundo, encerramos los 
objetos en un pa rente sis {a, bL Lo consideramos como un par ondenado, Decimos 
que dos pares orden ad os (a, b) y (c, d) son iguales si y solo si sus primeros elemen- 
tos son iguales y sus segundos dementgs son iguales, Esfo cs, se dene 

(n, b) = lr, d) si y solo si a = c y b = d , 

Vamos ahora a establecer la de fin icon de funcidn* 

DEFINiCtON de funcion. Una funeion f e$ un con junto de pares ordenados 
(x t y) ninguno de ton € uete& tiene cl mkmo primer ekmeato. 

Si / es una funeion, el con junto dc todos los elcmentos x que aparecen como 
primeros dementos de pares (x, v) de / se llama el dominio de /. El conjunto dc 
los segundos elementos y se denomina recar rido de /, o conjunto de valorem de /. 
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Emuitivamentc, ura Fun cion puede imaginar.su cornu una labia quo con sis 
dc dos columnar Cad a entrada cn la tab la cs un par ordenado (jt,y); la columns 
de la x us cl (Juttiinio dc f. y la de las y. d recorrido. Si dos entradas (jtr, y) y 
{x, z) apattcen cn la Labia con el mismo valor de x, para qtic reprcsente una 
funcion cs neccsario que y = z. Die ho de oiro modo, una fundon no puede 
iomar tbs vulores distinlos cn un punto dado x. Por lo lanto, para train x en el 
domino de / ex isle ex act amen I e un y is I que U. y) r f. Ya que cate y csti deter- 
m in ado eon urn id dad una vcz sc eonoce jr. podemos inlroducir para el un sim- 
bob especial. Es eoslumbre eserrbir 


>■ -/<■*> 

en lugar de i.x,y) e f para indiear que cl par (a\ y) pcrlcnece al conjunto /, 

Otra mancra dc describir una funeidn / especificando los pares que con- 
tie re „ y que es us u a Interne prefer ible, consistc en describif el dam in So de /, y 
luego. para cad a x del dominio, deseribir edmo sc obiicne el valor dc la f tine ion 
fix), En relacidn con csto, sc liene c! ieorema siguienie cuya demusiracidn dejamos 
como ejcrctcLo para e| lee lor. 

i e^ORF.ma 1 . 1 . Dos funeh mes / y g son igutttes si y sdio si 

|a) } y g tienett el misme dominio, y 

(b> fix) — gU) pay a lodo x del dominio de /. 

Conviene darse events que las objcios x y fix) que aparecen en los pares 
ordenados (x,f{x}) de una funddn no tienen porque set numeros sino que pueden 
ser objetos de eualquier clast. En uuasiomis haremos uso dc esta idea general, 
pero en la may on a dc los eases nos inietesaran fund ones tcales. csto «, fundo- 
ncs cuyo dominio y rceorrido scan subconjumos de ta recta real, 

Algunas de las f Line idles que apateccil cn Calc ill o se describen en los ejern- 
plos jsiguientes. 


1.4 Pdas ejemptos de funciuncs reales 

1. Futtcianes const an les. Una funcidn cuyo record dio const a de un solo 
numeru se llama funeion cons tan tc. En la figure L8 se muestra un ejcmplo, en la 
que fix) = 3 para todo jt resl. La gralica e$ una recta horizontal que carl a al eje 
v en d puilto (0. 3), 

2. Ftincioncs Uneaten. Una luncicn g definida para todo real x mediaJlte 
una formula de la forma 



£(» = ax + b 



Mas ejemplox de funciones mules 
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F I our, a ]-8 FuncMn constante 
fW m y 


Fjg.ur /1 1.9 Funcidn tineaf 
d vi =- 2 x - 1. 


F icura 1 J 0 Pofj'nCffl to 
emdrdtico fix) = xK 


sc llama funcidn lineal porque su grafica es una recta, El mimero h eg la orduna- 
da en el origin; es I a coordenada y del pun to (Q, b) en el que la recta corta a I 
eje y r El numero a es la pen die me de la recta. Un ejemplo, g(x) = x, esta dibu- 
jado en la figura 1.4. En la figura 1.9 se muestra otro g(r) = 2x — I. 

3. Funciones potentiates. Para un entero positive «, sea / la funcidn de- 
fin Ida por fix) = x" para todo real x. Cuando n = 1, esta es la funcidn idemidad. 
represented*! en la figura 1,4. Para n — 2 la graftca es uiu parabola, parte de la 
fiual sc ve en la figura 1,10- Para n = 3. la grafica es una cublca y esta rep resen la - 
da en la figura 1.11 (pig. 69). 


4. Funciones polindmicas. Una funcidn pclindmica P es la definida para 
todo real je por una ccuacidn dc la forma 


m - <■» + <-1* h — + «vr» - 2 «•***• 

k r> 

Los numeros c, i? e u , , H son los coefitientes dd polmomio, y el entero no 
negative n es su grado (si c„ 0). Quedan Lnduidas en este tipo de funciones, las 
funciones constat) tes y las potcnciales, Los polinomios de grades 2, 3 y 4 se de- 
nominan poiinomios cuadraticos, cUbicos y cudrticos respcc t a v am en t e , La figu- 
ra 12 presents una parte de la grafica de una funcidn polindmka culrlioa P 
dada por P{x) = A / — 2jr®. 
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5 . La drcurtferenda. Volvamos a la Ccuud6n cartes Sana dc la tircun fere ti- 
ck, x* + y s = r 2 y resolvamosla respecto a y. Ex is ten dos soluciones dadas por 


v - v>* - .v s y .r = - \ V* - a-“ . 

(Rceutrde el lector que si a > 0, el simbolo^y a represents 9a rafz cuadrada po- 
sitiva de a. La rail cuadrada negative es — \ a.) Hu bo ur tiempo cn que ios ma le- 
ftist icos decian que y era una funcion bi-valente de x dad a por 31 — ± \ r - — x s . 
No obstante, modern amen I e no se admits Ea *bi- Valencia* coroo propiedad dc las 
fundones. La definition de funcion exige que a cada x pertenetientc al dottiinio, 
corresponds uno y solo un valor de v en el recorrido, Gcorndtricamente, esto 
signifies que las recta® vert kales cortan la grafica cn un solo pimto. Por const* 
guiente para baccr hater compatible cl anterior e jump to eon el con cep lo teorieo* 
detimus que las dos soluriones pars y defmen dos fundones, / y g, siendo 


m = v>* - y Jf(.v) = - V? - X* 

para eada x que satisface —r < x < r . Cada una de estas fundones ticnc como 
dominio cl intcrvalo eomprendido enire — r y r. Si jc« > r, no extsie valor real 
dc y tal que jr“ + y- = r'\ y dtcimos que las fundones / y g no estdn definidas 
para tal x. Puesto que fix) es la raiz cuadrada no negative de f — x*, la grfifica 
de f es la semicircunferencia re presen lad a en la figura 1.13. Los valorcs de la 
funtibn g sort ^ 0, y por (ante la grafiea de g es la semicircunferencia inferior 
dibujada en la figura 1.13. 

6. Sumas, produces y code rites de fundones. Sean / y g dos fundones 
reales que Lienen el mistno dominio D. Se pueden const ruir nuevas fundones a 
partir de / y g por adition, multiplication o division de sus v a lores. La f unci tin u 
defmida por 


jj(,y ) = f(x) + g(x) si .v € D 

sc denomina sutrta de / y g y se represents por / + g. Del mismo modo, el pro 
ducto v = f • g y el cociente w — }fg estan defmidos por las formulas 

ttv) =/{x)gix) si x€ D t w(x) = f(xHgix) si xeD y g(x) # 0. 


Con el ton junto de los Ejercicios que siguen se intenta dar al lector cierta 
:-L-l(ura en el mane jo de la notation empleada para las f undone*. 



l‘;ercicios 


m 



Figura 1,11 PolwQmfa 
cdbico P{x) = x*. 


F [cura 1.12 PoWwmw Fjgura 1.13 Grdficas de las 

■udrtko Pix) " Jjs* - 2**, dos funrivTKs 

f(r\) m\ ! r* -J?, 

f (*) - - v >* - * a . 



I .5 E jc rcicios 


1. Sea/frrissx+l para todo real jc. Calcular; /(2), jT( — 2), -f(2\ f{\), IjfQh 
/{a + bhfip) + /(/>), (iu)fibP 

2. Sean fix) — 1 -K * y *{x) = 1 - x para io da real x. Calcular: f\ 2) + ^{2), 

fm -^2), /'(2^(2) t /-(2)fr(2) i /[ j e(2|]^[/f2)J,/f«i + -*>■ /W"'* 

3.. Sea y4>) — |jf — 3[ +■ I jc - 11 para lodo real x. Calcular: ?<0>, •}< I), T<2) t yith 
— 1), p{ — 2) Determinar uodos los vs lores de t para los que y(f + 2) = fi/j.. 

4r Sea /(x) = jc* para todo real x- Calcular ends una de las fArmuJu slguientes. En cada 
case precisar los conjunios dc mimeros reales x t y„ t , etc.. para Jos que la formula 
dada es viJida. 

(a) f( -x) = fix). Id) filr) - 4/1 r). 

(b> /Yvl - fix) - (_)' - xty + xj (e) /lr 2 l -= fW. 

(c) fix + A) - fix) = 2xh +■ h*. (f) v'fUi) = M. 

5, Sea jf(x) ™ \ 4 — x 2 para |x £ 2. Cum probar cada una de las formulas S'Cin ernes c 
mdicar para qu£ va lores de v. v, s, y f son validas 

(a) g(-x) =g(x). (d) g(a - 2) = \ "4a - * 2 

m gily) - 2VW. le) = l\Mft - A 



(0 


1 

2 + *<*> 
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6, Sea / la futiclbn tleJlniJa i-omo sijaue: fix l — I para (J £ at ;£ J; f{x) = 2 part I C x <j 2, 
La fu roc kin no estS dcfinJda si x < 0 & if x > 2. 

(a) Trazar b grafka de f. 

(b) Foner gix) • ,88.2a-}, Describir el dominio de r y tlibujar su grifica. 

(e) Foner M*) = fix — 2h Describir el dominie de 6 y dibujar su grifica, 

(d) Pcmer AU) = ,8(2 a-} + fix — 2). Describir cl dam mlo dc k v dibujar su gr4lka, 

I* Las grUlicas de ios dos pelinomios r(x) = x y fix) = x * sc cortan en ires puntos, Dibujar 
una parte safieieiMe dc sus erificas para ver edmo se corlan. 
fi. Las graffcas dc Ios dos poli room ios cuadralicos /W y gU ) ^2x 2 +4x + I sc 

cortan en dog puroios. Di byjar las porciorcs de sus graficas- camp rend Idas enlre sus 
imersecciones. 

Esle ciereicio dcwrotla cicrt» prOpicdacks fund amen tales de tos potinomios. Sea 
fix) — T™ ( f t /un polinomio de grade it Dcmostrar cada una de los siguienles 
apai ratios: 

(a) Si If > I y /(O) — 0. fix) — xgix), siendo r urt polinomio de gradu jt — 1. 

(b) Para coda real n t la funcidn p dada por p(x\ = p x *- a) es on polinomio dc grade- n. 
lc) $1 n "Z. 1 y fin ) = y para on CjertO valor real fl, cntynces fix) “U - a)h{x), SLCndo 
h on polinomio dc grade u — I . [ttidicaciotj: Corosidcresc p[x) = fix -f d).J 

{ J) Si f{x] — 0 para " ■+ I valor m reales dc x dislirtos, lodos Ios codicleiues c k son 
ecru y fix) -■ 0 para ttxlo real x. 

lc) Ska g(.v) — |; yro polinumio de grudu m>, siundo in St n. Si $■[*■) = fix) para 

ttt i l valores reales de x disiinios, cntonccs m — n, b k — r t para eada valor de k, y 

mix) — fix) pars lodq- real X. 

10. En cada casa, 'halier todos Ios potmomios p de grado < 2 que satisfaeen las condkio' 

lies, djikis. 

fa> pip : i - pi I ) - p{2) * 1 . {£) pip ) - p{] ) 1- ] . 

lb) pi 0) = pd) - hpij) - i. (d! /J(0j •pi n. 

1L bn cada case, hallar lodos Ios polinomios p de gntdo ^ 2 que para todo real x satis- 
fyeen las cotidiciones qyc se dan, 

(a) p(x) mpH - x). (c) p( 2 . 1 - } = 2p{x). 

(b> p(x\ n p{ | + jf), (d ) p{5x } = pi x + 3). 

12. Demosirar que las cuprcs-igncs- siguieroles son polinomios ponLendolas en la forma 
j!L(, para un valor dc m convcnicntc. En cada CBS!; rt es entero poailivo. 

J _ ^N+l _iL. 

fa) (I + Xp\ fb) , A' ^ I- m TT (* + >• 

I — X k-« 


1.6 El concepts de area eomo funcion de conjumo 


Cuando un matematko intenta desarmlkr una tcorfa general que abarque 
ranchos conceplos distintos, procura aislar propiedades cornu nc$ quo parccen ser 
fundMcn|alc.s para cada una de las splicaciones paniculares que considers, 
Urilixa entonce$ esas propiedades cornu piedras fundament ales de su, leoria, 
Enel ides sigui6 este rn^iodo aS dcsamoltar la Geomelria elemental como un sis- 
tema dcductivo basado en un conjutilo de axiomaa. Nu&ulros hemos utilizado el 
mis mo proccso en la introduce ion axiom it ica del sistema de numeros reales, y lo 
usaremos una vez mas en nuestra discus ion del concepto de area. 


vric 



El concepts de area como Junddn de con junto 71 

Cuando asignamos iin area a una region plana, asouamos un numero a m 
con junto S del piano* Desde el punto de vista p urn me me matematico, csto significa 
■quo so tiette una fund on a ( f tine ion Srea) quo asigna tin mimero real «(£) (cl drea 
de 5) a cada conjunlo 5 de una cicrta col etc ion de con juntos dad a* Una funddn 
de esta natural eza, cuyo dominio $$ una coleccidn de con juntos y cuyos valorem 
son n timer os reales, se lama funcion de conjunlo, El problems basics es estes 
Dado un conjunlo piano S’, £qu(f area £i($) asignaretnos a S? 

Nuestro mctodo para abordar cste problems consists en parti r de eierias 
propiedades que el area dcbiera tetter y tomarlas como axiomas para el area. 
Cualquier fund6n de conjunlo quc satisfagu esos axiom as sc llamara funcidn 
area. Es rtecesario demosirar que existe realmente. una kmc ion itta, Aquf no in- 
terna remos hacerio. En cambto, supo nemos la exists neia de dieha funciun irea 
y deducimos nuevas propiedades a partir de los axlomasV 

Ames de establecer los axiom** para el area, haremos aigunas obscr- 
vaciones acerca de los con juntos del piano a los que se puede astgnar area, Estos 
se llamaran con juntos medibles; la coleccidn de todos los con juntos inedible s se 
designara por,,#, Los axiomas convener la suficiente inTomiacidn accTCu dc I os 
conjuntos de # para permitirnos demostrar que todas las figuras geometricas 
quo aparceen en las aplieaeiones usuries del calculo estan en M y que sus areas 
puedcn calculate por integration, 

Uno dc los axiomas ( axioms 5) establece que lodo rectlngulo cs inedible y 
que su area es el producto de las longitudes de sus lados* La palabra «rectin- 
gulo;* sc usa aqui para referirse a cualquter conjunlo congmente * * a un conjunlo 
de la forma 

(U\ >1 [ 0 ^ -V < h, 0 < v' <k 'h 


siendo h > 0 y k ^ 0. Los numeros h y k son las longitudes de los I ados del rcc- 
tangulo, Consideramos un segraento o un punto como un caso particular de un 
rectangulo supcmiendo que h o k (o anibos) scan ccro. 

A partir de recldngulos podenios construir conjuntos mas complieados, 
El conjunlo dSbujado en la figura 1.14 es la reunion de imp coleccidn finita de 
rccrfngulos con sus bases en el eje x, y se llama region escahnada, Los axiomas 
implican que cad a region escalonada es inedible y que su area es la suma de las 
areas de los rectangulos component's. 

* Una construct i6n eEefttental de una turick'n: area se Cncuentra eil los capftuEoii J4 V 22 
de Edwin E. Moist, Elementary Geometry From An Advanced Standpoint, AddisOn-Wesley 
Publishing Co,, 19&3, 

** La congrueneia se us* aqui en el mismo sent Ida que en la Geomelria euclidian* 
dement al . Dos conjuntos son congrucnles si sus pumos piled en ponerse can corresponds nci a 
uno a uno de mudo que Jas distant ias sc conserven. Esto es, si a das puntos p y q en un 
conjunlo corresponded p' v t{ en el ein), la cEislunciii de p a q debt iff igual a la de 
p" a q’i siendo cslo cicrto para un par p t q eualquiera. 
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Region esealonada 


(a) Conjunto de 
Ordenadas 


(b) Region csca-' 
lonada interior 


(c) Region csca- 
Honada exterior 


riCLRA LI 4 


F [CURA ll5 Con junta de erdenados etfCtffQlSo 
par das regia ties esailonadus. 


La region Q dabujada en la figura 1.15(a) es un ejemplo de conjunto de orde - 
nadas. Su con to mo superior es la grafica de una fund on no negativa, El axioms 6 
nos perniitira demosirar, que muchos conjuntos de ordenadas son medibles y 
quo a us areas put den cal eu Large aproximando laics con juntos pur regiones eaca- 
lonadas intcriorcs y exteriores, to mo sc iridic a en las figuras 1 . 15 (h) y (c) r 

Lx punga trios ah ora log mendonados axiomas. 

□efinici6n axiomatjca de akea. Supongamos que exisie una close .ft de 
conjwUos del piano medibles y una funcion de eonjunto a , cuyo dominio es .ft p 
eon las propiedude s siguientes: 

1. Propiedad de no negatividad. Para cada conjunto S de . ft , se tiene 
a(S ) £ 0. 

2. Propiedad aditiva. Si S y T pertenecen a*ft , tambien imrtenecen a, ft , 
SU T y S C\T r y se tiene 

a(S UT} = a(S) + a(T) - a{S n T)» 

3. Propiedad de la diferencla. Si S y T pertenecen a , tt stand 0 S £ T f 
entvnces T — S estd en.ft, y se tiene a{T — S) = d(T) — a(5). 

4. Invariancia por congruencia. Si wn eonjunto S pertenece a , /t y T es 
congruent? a S> tambien T pertenece a .tt y tenemos d(S) = &{T), 

5. Election de escab- Todo rectdngulo K pertenece a ./t. Si los lados de 
P tienen longitudes h y k. entonces a(P) = hk . 

6. Propiedad de e.xhaucidn. Sea U un eonjunto que pitede encerrarse en- 
x dos regions s S y T, de modo que 

U. I r Sc^cT. 
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Si exist c uno v solo un itumero c qua sails face ids desigualdades 

a(S) <; c < a(T) 

parti todas las regimes escalonadas S y 7 qua sat is fa gait (1.1), entonces Q es 
medibte y a(Q) = c. 

El axioma 1 establcte sirnplcmentc que el area de tin conjunto piano 
medible es un numcro positive o nulo. til axionia 2 nos dice quo citartdo un 
conjunto esta formado pgr dos regiones (quo pucikn set sin parie comun) f el 
area de la reunion es la sura a tic las areas de las dos partes me nos el area de sti 
imerseccidn. En particular, si la intersect ibn tiene area mil a, el area del con junto 
es la sums de las areas de las dos partes. 

Si res tamos un conjunto medible S de un conjunto medible T mayor, el 
axioms 3 establece que fia parte restart te, T — S, es medible y su area se obtiene 
pur suslraeeibn, a{T — S) = a{T) — a(S). En particular, este axioms implies que 
el conjiniio vac to 0 ts medible y tiene area nula. Puesto que a{T — S) > 0, d 
axionia 3 ttimbien implied la propiedad de monotonia. 

tii.S) < uiT}, para conjuntos S y T de -// tales que S £= 7\ 

Dicho de otro mode, un conjunto que es parte de otro no puedc tener area mayor, 
El axioms 4 asigna areas iguales a los eonjunios que he non el raismo ta- 
mafio y la mtsma forma. Los cuatru primeros ax Lomas sc sat E barton trivipEmente 
si se asignara el numero cero eorno area de todo conjunto de ,4i, El axionia 5 
asigna area no nula a ciertos recta ngu los y por cso exclude aquel caso trivial. 
Finalmcnte, el axioms & incorpora el nietodo griego de ex baud on; y nos per- 
mits extender la da.se de conjunto^ mcdibles de las reg tones Cscaloiiadas a reg to- 
nes mas gene rales. 

El axionia 5 assigns area cero a todo segmento de recta. El uso rcpciidn de 
la propiedad ad it Eva dcmueslra que loda region escalonada es inedible y que su 
area es la sum a de las areas de los retiring u los components. Otras con scene nc Las 
de los axiomas sc content an en el siguien&c conjunto de Ejercicios, 


l ,7 EjereictOs 

En Cite ecnijuniu dm EjemicLos se dedveen Las prop iedadcs det area a par fir de los axLo 
mas eslableeidos en la Seccion anterior, 

L. iX-mosirur que u&tla una de los sipuicnies e<mjunto& cs inedible y lierte area nula; (a) L'n 
eonjuiuo fine eorista de un sdo punto, (l>> El conjunto de un numero Finito de pantos, 
tel Lu reunion de una eulccdon fin ha de segment os de recta cn un piano. 

Toda region en forma de tiidnjtulo rccJanguJo ei inedible pnes puede obienerse coma 
iincfscct-iun de dos itet lingulas. Demustrar que toda region triangular e> rnctliblc > que 
Mi aidi es Lei mitad del products de su base por su alt ora. 


avriqhte 


-rial 
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3, Dcmoslrar que lodo trapezoLde y todo patalelugramo es medible y deducir las formulas 
u males para calcular su area. 

4. Un pwRto (.v, yt ent el piano se dice que cs un punio dc una red, si ambas coordcnadas 
x e >• son enttran. Sea P un poE^ono cuyos. vertices, son pun (us de una red. EE area de 
P es / -+■ af B — 1 deride t es el ndmero de pumos de la red imeri-ores a P, y B el de 
los do la f run rera. 

(a ) Probar qne ota Fdrrtiula es comic ta para ttClangulos dc I&dus pa raid os a los ejes 
coorde ra-das, 

(bi Probar que la formula es corretla para (i-idaguLos. reetangulos y paraLelo^ramos. 
in) Emplear la induction SubrC cl nilmciu de Indus para cCm a Lrui r una demos trscson para 
polrgonos eri general. 

5- Dcmosi riw quo un triangulo cuyos vertices son jnmlos de una red no puede scr cqui- 
laiviy. 

f Indii'acidn; Supongnse que exisle un lal iri^ngulo j calcular sp area dc d.?s ma- 
ne ras» emplcando los Ejeteicioe 2 y 4,] 


6. Scan A = { I , 3, 4. 5} y .# t» close dc lodos las subccmjunios dc A- (Sod ett nunicro de 

32 coni an do cl misnio A y d conjunto vacio @) Para cada eenjunt© S de •#, represen- 
femos con «($) cl numero dc elcmcntos disiintos dc S. Si S - { 1 , 2, 3, 4} v T =■ { 3, 4, 5J, 
calcular rUS^rj, fltSfV/'), fKS—7'l y n{7" — 5), Dcmralnir que la funcidn de conjunto n 
smbiacc So* ires, primenos ax tom a?, del area, 


l.S ! filer valos y conjuntos de ordenadas 


En la teoria de ]a integracidn se irabajn principalmentt con fund ones reales 
cuyos dominios son imervalos en fit eje x, Atgunas veccs es important dbtin- 
guir ent re intervalo® que induyen sus extremos y a quel los qm no los incluycn. 
Esia di slinc ton ge hate iniroduciendo las siguientes defini clones: 


a h 

niis* 

Cerrado 


o— o 

a b 

a < x < h 

Abitirt© 


© -# 

a b 

a < i <; h 
ScmiabierlD 


* . — - q 

a b 

a < v < b 

SemEahieno 


Figuba 1.16 Ejernplos tie intcrvalos. 


Si a < b, sc itidiea por [a, b ] el conjunto de todos los * que satis facen las 
desigualdadcs cr ^ x <£b y at denomina iniervalo cerrado de a a h> El imenwlo 
ubierfo eoTTCspomJiente. indie ado pOr b) es el conjunto de todos los x que 
salisfaeun a < x < b. El intervale cerrado [tr, 6] incluye los extremes a, b, 
mie nlras que el abiertu no los incluye (vease Hg, 1,16)^ El intervalo abLerio 
{ (7, b ) se denomina tambien d interior dc [«, Eos intervalos semiabiertos 
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(d. b] y [#, 6) que mctuyen sdb un extreme estan definidos per las dcsigualda- 
des j < jt ^ f> y a ^ x < b, respectivamente. 

Sea / una funcion no negative cuyo dominie os el intervalo eerrado [ff, f?]. 
La parte de piano comprendida entre Ea grafica de / y el eje de las x se denomina 
el con junto de ordmadas de /. Precisando mas t el eon junto de ordenadas de / 
es el conjunto de Dodos los puntos U,y) que satisfacen lag design aid ades: 

0 £y£f[x). 

Ln cada uno de (os ejemplos dados en la figura 1.17 la parte rayada representa 
el ton junto de ordenadas de la funcion correspond ierte. 

Los eon juntos de ordenadas son entes geuTiietncos cuyas areas se desea definir 
y tabular por medio del t abu I o integral. El coneeplo de integral se ddinira 
primero para funciones escabnadas y luego se utilizers la integral de funciones 



Fitiuiu LI 7. Ejemplos de (.-on/wriloj de vrderwdas. 


usual on udas para formular la definition dt integral para funciones mas gene- 
rates. Para realizar estc programs, es necesario dar una definition analilica de 
b que sc entiende por una funcion Cscalonada, lo que se consiguc fad] men tc 
refirbndola al contepio de pdrticidn, del que se trata a continuation. 


J ,9 Partitioned y funciones cscalonadas 

Un intervalo [a, 6] cerrado. se supone descompuesto en n subintervabs 
fijando n — 1 puntos de subdivision, x, r x?, . . . , x ti , T sujetos unicamente a la 
res triccion : 


(L2J a < x t < * 2 < ' * * < .r„_ t < b , 

Es eonveniente design ar el punto u por x, y cl b por x„. Un con junto de puntos 
que sadsfacen (1.2) sc denomina una partition P de [a, t] f y sc utiliza el simbolo: 

/ ‘ ; {.ffp i i ■ ■ < j ^jt} 
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para designer la I panicidn. La particidn P delermina n submlcrvalos cerrado$ 


[v D , Xj], [ V, , -TjI K-I ' x m\ ■ 

[jfjt- ]p r tj,] indica uno de esto$ submtervalos cerrados y se dice que es precisa* 
menle el subin lervalo oerrado fc-esimo de P; un ejemplo se lienc en la figura LIS. 
El subinlervalo abler to correspond] enle sc denomina el subin lervalo 

abierto fc*esimo de P. 

Con auxilio de estos conceplos se puede dar ya una definidon analftica de 
fund on escalonada* 


^y>k-£$imQ suhinletvato | f(_||JC*J 

O = A|i X; X 2 V < I X k ■ - « A'n — 1 = fe 

pii-.i\RA 1. 18 Ejemplo aft* um patiidon d« [a. b}. 

DEHNiCidN DE punci6n Esoalonada. Una f unarm s cuyo dominio es el 
intervals cerrado [a, b] se dice que es mm funcidn es cahnada, si existe um par- 
licidn P = {x ltt x it . . . p x*) de tal que s es constants m cada mhwtervalo 

abler to de P. Es decir, para cuda k= L, 2 P - - , , n existe un numero real $ k 
tal quet 


s(x) = J* si x ±-\ < x < A V - 

4 peces lati funciottes escalonadOS se daman funciones constarttes a trozos. 

Natai En c«d« uno de los extreme* x b ~\ y x t la funritirt fra de eatar definida, 
peto el valor qup wwftfe no ha de icr necesarismenle el dikpio z k ► 

E|£MP1.0. Un ejemplo coned do de funcidn escalonada es La *funeidn de 
franqueo postal* cuya grafica esta representada en la figura 1.19, Teniendo en 
cuenia que d franqueo de una carta es de una peseta por cada 20 g o traecidn 
hasta LOO g, la grafica de esta funcidn escalonada esiu formada por intervales 
semiabiertos que comienen su extrema de la denechu. El dominio de esta funcidn 
cs d intervalo [0,100]. 

A pardr de una particidn P de [u.b] se puede formar otra partlciOn P r anu- 
dicndo a los puntos que ya estaban en P, olros nucvos. Una tal parlicidn P 
se denomina m ajimmdento de P y se dice que es mds jma que V, for ejemplo. 
l '1 gqn junto P — {0 a 1, 2, 3, 4} es una partition del intervale [0, 4]. AdjurHando 
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FlOuRA 1,14 La fuatitin de frunqueo Piuuka 1,20 Partition P de {0. 4] >’ un 

postal. tifimimienta P r 

los pun i os 3/4, V'2, y 7/2 se obtiene tma nueva partition F de [0, 4] quo es 
P' = {0, 3/4, l„ v‘2, 2, 3, 7/2, 4} y es un a Unarm en to de F (vease fig. 1.20). Si 
una fund on escalonada es consiante en los subiniervalos abicrtos de I\ es 
tambien. const ante en los subiniervalos abierlos de cad a afinainienlo F, 

1.10 Suma v producta de funclwies e sen Ion atlas 

Sumando los valores correspond ienies de fume tones escakmadas dadas, se 
pucden forma r otras nuevas funciones escalonadas, For cjempio, supongase 
que s y t son f unc tones esc don ad as defi nidus ambas en d tnismo iniervalo 
[ a,b ]. Sean P l y /% partic tones de la.b] tales que s es const an le cn los sub in- 
tervales abiertos de P t y t es constante en los subiniervalos abicrtos de P 3 . 
A partir de s y 1 se pucde delink una nueva funeion escalonada u por medio 
de la suma; 

u(x) = six) + i t.x) si u <. -v < h ■ 


GraJica dc.v + t 



■v, b a \\ h a Ji Jt f b 

FJCURa 1.21 Suma de doa funtianea escalon a das. 
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Para ver que u es ubora una ftmcitin escaiqnada $e ha tie eneontrar una par* 
tie ion P iai que u sea constant en los subintervalns abiertos de P* Para former 
esta nueva par tie ion P se toman todos los puntos de f 3 junto eon todos los 
puntos de P t , Esta partiddn, reunion de P x y J 9 ,, sc llama afinamiento comun 
de- P 1 y P s . Puesto que tanto s cotno t son constatites en lo$ subinter valos abiertos 
del afinamiento comun, tambbn b c$ v. En la figura 1.21 sc ofrece un ejemplo. 
La partition P v es fd,Jt ]h b} h la particbn P 2 es {<?, 6} n y el afinamiento comun 
es {a, Jfb Jj, &}. 

Analogamente, m puede fonnar a partir de s y t una nueva funeion esca* 
Ion ad a v f mulliplicando bs valors correspond ientes: 

Esta nueva fundon escalonada v se denomina products de j y t y se designs 
por s L t. Un east? particular importante es aquel en que uno de los factores, por 
ejemplo t, cs constants en todo el intervals [a + f>]. Si f(jr) — c para cada x en 
[a t b] r entonecs cada valor de la fundon v(j) se obtienc multiplicando por la 
constante t\ cl valor de la funebn escalonada s(jt). 


1.11 Ejcrcicros 

En este con junto de Ejercicios, [jr] represents d mayor enieto < **; es dear. la parte 
enters de jr. 

1. Sean /(jg) = [jr] y = [2jt] para todo real X- En cada case, dibujat 9a grlfica de 
la fundon b dcfMda en cl intervale [— 1,2] por la furmula que se da 

(a) Mx) - fix) + Fix). (C> M.v'J 

(b) h{x) - fix) +zixai (d) K*) - Uaxtfixjl). 

2 . En cada uno de los eases, / represents una fimeidn dellnida en el intervalo [—2,2] 

pur la formula que se indica. Dibujcnse las gjifacas correspond ien its a cada unit de las 

[lindanes /. Si f e* tins funcidn escalonada, encontrar la part idem P de [ — 2, 2) tal que 
f « constante en los submiervalos. abierius, de P. 

(a) /(-*) - * + M. id) f(x) ~ 2[xl 

(b) fix) = x - [xl (e) fix) - U + |} L 

(o m = E-jfj. to fix) - m + r* + ii 

3- En cada caso, dibit jar la grilles de la funddn definida por 1 b formula que se da- 

fa) fix) = [VJj para 0 <; -V £ 10. (c) fix) = V W para ® £x £ 10. 

(h}f(x) - [x*\ para o £ .1 <; 3. (d) f ix) m lx] 2 para 0 ^ .e < 3. 

4, Demostrar que la fundon parte enters, time las propiidadet que se indican. 


(a) 

u- + 

ff J = 

L-t] + ft para cada eniero n. 


E-*i 


— [jt ) si x cntcro. 

(b) 




* 1- 

-f.v] — 1 en otro caso. 

(0 

[j + 

/] - 

lx] + [y] o b) + (>1 + 

(d> 

t^l ‘ 

= f-v]. 

+ [x + |L 

ic) 

[3^1 ; 

- w 

+ ix +- n + [jf + ii. 
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Eiercitvjs optatives, 

5. Las formulas tie los Ejerciclos 4(d) y 4(c) sugieren una genera] izacidn para [ih], Esta- 
blcosr y demuslrar una ial gcnerdlfcacitifl, 

6. Recut* rdese que cm pun to de red U h y) en cl piano es aquel cuyas coordenadas son fn- 
tcras. Sra / una fyncion no negMrva cuyo dominio cs el inierv&lo lu.b), donde a y b 
son cntcros, a < b. Sea S el conjunlo de puniui (jt, y) que safisfaccn & i=z x £ b, 
US yi fix) r Dcmoilrar que el ndmei-o de pantos de b red pertenedemes a $ cs igual 
a la suma 


I [/Mi. 

if r — 11 


7. Si a y b son cntcros positives primps entre si, sc ticnC ta formula 



(« - ik* - n 

2 


Se sypdne que para * = I, hi sumti del primer miembrO es 0, 

(a) Dedu*easc esie resuliEido geon)& rica menus cctilando I, os puntos -de la red en un trtan- 
gulo rcclingulo. 

(b) Dediiacase este resuliado amdiiicamenle de la munera siguierite. Cambiando el indice 

de sumacidn, observes* que Vjj" 1 ] [mr/ft] = [«(4 — «)/&]. A pliquensc luego Ids Ejcr* 

cfcios 4(a) y (b) gl cotcbde de ta dcreeba, 

8, Sea S un conjunto de puntgs en la recta real La funcitin caracteristica de S’ cs, pur de- 
fin Ldon, la funcidn %s (x) = 1 para todo x de S, y ^ (**> - fl para aquetius puntos que 
no pcrtCTieccn a S, Sea / una funcion cscalonada que torn# el valor constant e e* en el 
£-sitno subin ten. 1 alo I k de una t Icits panic idn de un inter valg [a,*]. Demuslrar que 
para eada x cle la rtunidr f 1 kJ f t kJ ■ ■ ■ M / Hl se tiene 

/M =Xq.Jf A C Jt), 

JfcsyJ 


Esia propiedad sc express tlicicndo que toda funciftn tsealonada cs ura combination 
lineal de func tones- eftracte rist leas cle imcrvftlo*. 


1J2 Delink ion de Integral para funCioncs eacalortad&s 


En esta Eeeeidn se introduce la definicidn de integral para funciones m* 
calonadas, Esla ddinicidn se ha de consiruir de manera que si una funcion es 
no negaliva, su integral sea un numuro que se adaple a la idea intuitiva de It) 
que * serf a* el irea del recinto de ordenadas correspond iente. 

Sea s una fundon escalonada dehnida en [ff, 6], y sea P — , - , ,**} 

la part ic ion de [a, b] tal que s es constante en !os subintcrvalos abiertos de P. 
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Sc designs por sk el valor constants que totna j en cl subintervalo abierto 
A-cairno, dc mane r a que; 

s(x) = s k si *t-i < x < x k , k — 1 , 2 n , 

i>efinici6n de integral de func jones esc a ion AO as. La integral de s 
(& a a b, que se designs por el &imboIof*s(x)dx. se define me d tunic la siguienie 
formula: 


t 1 [* si*) dx = 2 h ’ (** “ **-i) - 

Es dedr, para obtener el valor de I a integral, se multiplies cad a valor sy 
constants, por la long it ud dc intervale A-simo correspond] ente* formartdo el pro- 
due to s*"{xjt — Jt*_ j) y se suman ltiego todos los producing obtenidos. 

Qbservese que Eos valones de la funcidn en los extremes de los intervalos 
no se tom an en cuenta ya que no aparecen en el segundo miembro de (1.3). En 
particular, si s es constants en el intervalo abierto (a, £>), es dedr_ s(x) = c si 
a < x < b t se tienc ententes: 


j a s(x) dx = - x k-i) = 4b - *> > 

independienle de cuales scan los valores s(tf) y s(6). Si c > 0 y ${*) = c para 
todo x del intervalo eerrado [a, fc], el conjunto de ordenadas de s es un rectam 
gulo de base b — a y altura c; la integral de & es c(b — a), el area de estn 
rectangulo. Cambiando el valor de s en uno de los puntos a o b o ert ambos, 
eambta el conjunto de ordenadas pem no se altera la integral de s o el area de 
su conjunto dc ordenadas. Por ejemplo, los dos conjuntos dc ordenadas de ]a 
figura 1.22 ticncn areas iguates. 



Ficum, 1.22 Cambiando el mlor de Su fund tin Ficur \ 1,25 Conjunto de ordenadas 

en dos punivs no variu el dree del conjunto de de una funcidn escalonada* 

ordenadas. 
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L] con junto de ordenadas de cualquier funeidn o sea ton ad a s eonsta de urn 
mi mere Uni to de rectangulos. uno por cpdfi interval a en que la funcion ts cons- 
tant; el gonjunto de ordenadas puede tambien poster o carecer de ctertos seg' 
memos vert Leaks, depend it n do de la manera edmo la futlcidn esia definida en las 
pumos de subdivision. La inlepral de s es igual a So sumo de las areas de cada 
ono de Ids recta ngul os, prcscindiendo de las va lares que tonia s en los punlos de 
division. Esto tsta de aeuerdo con e! hecho de que los segmentos vert Leal es tienen 
area cero y no comribuyen en nada al irea del con junto de ordenadas. En la figu- 
re 1 .25, la funeion e&calonada s tom a los va lores eon statues 2 S I , y l en los inter- 
vales abiertos { 1 , 2), (2, 5), y (5. 6> respecliv-nneiue. Su integral os igual .a 

| u SCO dx - 2 ■ {2 - 1) + L '(5 - 21 + ; ' (6 - 5) = 7 ■ 

- 1 

Dcbc observarse que la formula pars la integral en (1.3) no de pends de la 
election de Ip partition P mien eras i sea cons tame en los sub interval os abtertos 
de P. For ejempto, si sc susiituye P por una panic ion mas tin a ! r anadiendo un 
nuevq pun to de division C s ten do .v„ < i < x t . Ententes el primer terming del 
segufldo miembro de (Id) se reemplaza por los dos termiuos 5 T J (f — *..) y 
s, ■ (.v, — ! ) ± y los rest antes terminus no cambism Puesto que 

J L ' 0 - Jf ft ) + h ' bvi - 0 = ’ b v i - x o> - 

el valor de loda k sumf) no eambia. Podemos pasar de P a cualquier partition 
mas fina F imadiersdo los nuevos puntos- de subdivision uno tras otro. En cad a 
paso, ta suma de (1.3) no cambia. de modo que la integral es la misma para todos 
los afinamientos de P. 


1.13 Prop led ades de la integral de una funeidn cscalonada 

En esta Seccidn se dan unas ptopiedades fun da men tales a las que satisface 
la integral de una funeidn escalonada. La mayor parte de estas ptopiedades 
panecen obvias euando se inter pretan gcomeiricamcnic y alguitas de elks inclu- 
de? triviales. Todas estas propiedades son validas para integrals de fun clones 
mas gene rales, y cs tab Ice id as para el caso de (undone* esea Ion atlas, las tlemos- 
Lracioncs para cl caso general scran simples comceucncias, Las propiedadcs se 
lLi n como teoremas y en cad a caso se da una interpretation geometric a por medio 
de las areas. Las dcmostraciones analiticas de los mismos se dan en la Seed on 1,15. 

La primera prop Led ad establece que la integral de una suma de dos funeio- 
nes e n:a ion ad as cs igual a la sum a de las integrates, Csla se conoce como la pro- 
piedad adiliwi y se represents en ]a figura 1.24. 


righted 


erial 
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ho ha b 

Figura 1 24. La propiedad aditiva de la integral. 


TEOREMA 1.2. PROPIEDAD ADITIVA. 

| ” (s(jf) + ifx)} dx — | h s(x) dx + f* dx . 

-fl. -'a 


La propiedad siguiente se pone de manifesto en la figura I <2 5 y se deno- 
Tmna propiedad homvgenea, y express que si cad a valor de la funddn se multi- 
plica por una constants c t Is integral queda tambien mule i plicae! a por c, 

TKOKiiM a L3, fHOPiEDAD homogEmea. Parti todo ndmero real c> se tiene 

f* C ’ 3<x) dx = f [* s(x) dx 

EstOs dos teoremas pueden combiriarse cn una formula conocida como pro^ 
piedad de jinealjdad. 


2v 



a h a y 


FlCURA | .25 La propiedad hOmOgcnea de la integral icun c = 2) . 

teorema 1.4. propiedad de lineali dad. Para todo par de numeros rea- 
les Cj y c s se liene 

j b [c t s(x) + c a*<»l dx — e t J* s(x) dx + c a | 15 r{jc) djf , 
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El ieorema que sigue es un teorema do comparadon y expresa quo si una 
111 lie ion escalonada tit no en lodo el intcrvalo [a, b] va loros mayOrcs quo otra, su 
integral cn Cite intervale tambien es mayor, 

TEOREMA 1.5. TE OREM A DE COM PAR AC I OK, Si s(jf) < J(jf) para toda X de 
{a, 6], enfances 


\ 6 $(x)dx < | ' J i(x)rfx . 

J q ■ a 


La interpretation geometric a de este tcorema indica, que si un eon] unto de orde- 
nadas esta contenidu en otro, el area de la region menor no puede exeeder a la de 
la mayor. 

Las propiedades que se han dado hasta ahora se re Here n Eodas cllas a fun- 
ciones esealonadas definidas en un intervalo com tin . La integral tiene Olras prO- 
piedades importances que re ta dorian integrates d dim das en interval os distintos. 
Enire cl las se ticne e l siguiente 

TEOREMA t.6, AtUTlVtiJAP RUKPECTO AL INTER VALO DE INTEGRACI^N. 

I f jfjr) dx H- I h dx = | ” s(t) dx si a < c < b * 

J a ■ C L « 


Este (eorenia refleja una propiedad del area que esta ilustrada cn la figure 1,26. 
Si un eon junto de ordenadas se d escent pone en dos, la sum a de las areas die las 
dqs partes es igual at area del total, 

El teorema que sigue express la invar itmaa f rente a una trastacidn. Si el 
eonjunty de ordenadas sc *traslada» nna eantidad c, el eonjunlo de ordenadas 
resuhanie es el de otra funcidn esealonada t que se deduce de la s por medio de 
la ceuaeidnt t(jr) = s(x — c), Si s esta defmida en [a, f?] T t estara defmida cn 



\ i ul r a 1.26 Adilividad cxwj respecto 
af inlen uSu de mtegracidn. 


Fieuftv 1.27 tnvurimeia de la integral 
respecto a una lraaladdn:f{x) = iix — C). 


[a -f c„ h + c], y sus conjuntos de ordenadas lienen la misma area. Esta propjo 
dad se expreaa anaKticamente como siguet 
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TEOHEHA 1,7. INVARIANClA FRENTE A UNA TRASLACIGn, 

1 1 f(x) dx = r +c s(jc — c) Jx para todo real c . 

Su significado geomdrico se ve en la figure 127 para c > 0. Si c < 0, el conjuuto 
de ordenadas se traslada hada la izquierdn. 

La propiedad homogenea fndica cual es la vartactdn que experimenta una 
integral cuando se efectua un cambio de escula en el eje y r El teorema que $e 
da a conti nuacidn se refiere a un cambio de esc-ala en el eje x. Si $ es una funcidn 
escalonada definida en el intcrvalo [a, b| y m altera la eacala en la direccidn 
horizontal, multlplicando cad a coordenada x por tin factor jt > 0, la ntieva 
grafica es la de otra funcidn escalonada t definida en el Lntervalo y re- 

lac jonad a coo 3 por medio de la ecuaddn: 

f{.r) = si ka <* X icb * 

La ligura 1.28 p resent a un qemplo con k = 2 t y se ve que la ftgura alterada 
dene area doble que la de la figure original. En general, si se considers un factor 


s 



t 



f 

b 


+— 


— — * 

-—-1 — 


"" — — 

1- 


0 x, h 2a 2x, 2h 

Fit LIRA L2B Cambio de e&calu en el eje de las X: l(j) ■ ^jr/2). 

posit i vo k f la integral queda multiplicada por k. Expresada analfticamenie, esta 
propiedad liene la forma siguiente: 


TEOREMA 1.8, DILATAC|6k 0 CON T RAC C [ON DEL INTER VALO DE INTEQRACldN* 

dx = k | s(x) dx para todo k > 0 . 

Masta ahora, al utilizar d simbolo jf| se ha entendido que el limits inferior 
a era menor que el If mite superior b. Es convert iente extender un poco los concep- 
tos y considerer integrates con el limits inferior mayor qtic d superior. Esto se 
logra definiendo: 




s(x) dx — — $(x) dx 

m fl. 


si a < b 
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S5 


Sv ik-liliL’ Mlllllicn; 


' Si \ > J.V — 0 . 


delink: ion sugeri da al hacer a = h qn (1.4). Estos convenios pc mi i ten atirmar 
que el teorcma 1-6 ess valid© no solo si c esla entre a y b t sino para cualquier 
ordenacidn de a, b+ c , El teortma 1.6 se escribe muehas vcocs en la forma 

f e s(x) dx + | 1 six) dx + | J six) dx = 0 . 

* IT * € ft 

Analogamentc sc puedc extender el carapo de valtdez del leorema 1.8, al caso 
en que it sea negative. En particular, cuando k. = — I, el tcorema 1,8 y la iguaU 
dad (1,4) nos dan 


| ' s{x) dx = | ™ dx . 


y 


y 





Figure 1 ,29 Reprewntacidn dx In propiednd dx reflexion de ti t integral . 


Lkmaretnos a gsta, propiedad de reflexion de la integral, ya que la grafiea de la 
funeidn t dada por t{x) = s(— x) se obtiene de la funeidn s por reflexidn rcspecio 
al e|e y. En la figura 1,29 se represen la tm ejemplo* 


LI 4 Otras turtacioaes para las integrates 

La letra Jt que a pare ce en el stmbolo jj dx no juega ningun pa pel cseiv 
dal en la defimddn de irea. Cuaiquier otro simboto adeem ado servira exaetamente 
iguaL Se ussn f recue niememe para cllo las letras U u, i\ z, y en vez de J* *(x) dx 
>L i puede escri bit J' s(u)du, etc., slendo considered as todas cQmo no- 

laciones diversas para una mistna cosa. Los simbolos x, t. w, etc,, que se util bran 
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en esie sentido, se denominan <* variables aparemes*. Son anilogas a los indices 
apa rentes usados en los iumatorios, 

Algunos au tores de libros de Calculo tienen tendencia a suprimir simulia- 
neatneme la variable aparente y el stmbolo d y eseribir para la integral simple- 
rnente J.J 5. Una razdn para, utilizar este simbolo abreviado, es que express con 
mas fuerza que la integral depende solamente dc la funcidn s y del intervale f>]. 
A$i, algunas fdrmulas toman una forma mas- simple con esta notaddn. Por ejem- 
plo. la propiedad detiva se express : J* (s+ fj s |J s + i. Sin embargo,, results 
mas complicado eseribir algunas formulas, como por ejemplo, las de los teoremas 
1.7 y 1.8 con la notaeidn abreviada. Mas imponantes son, sin embargo, las vetua- 
jas praitkas que present a la rotaddn original de Leibniz como se verl mis 
ad el ante. El simbolo dx, que en este momenlo casi parcoc superfluo, rcsulta $er 
un instmmento muy util en la prdctica dc calculus eon integrates . 

1.15 Ljercieios 

1. Calailar ft vftfcir de cadfl ima dc las in teg rales $igwicnt«. Sf puedfi a pi tear los *1 coronas 
dados en la Sect' ion 1.13 siempre que converga hacerlo, La nolacidn £ a ] indies L> par'e 
emera de x. 

(a) I 3 lx] d.X, (dj I S 2(.r] rfx, 

— t .'-I 

ibl f [* + §] dx. («) P 

<«) p t tui + u + !l>*. m P ] [— v] dx. 

2 . Liar un ejem pSa dc funcidu escalonads $ definida en cl intervale cerrado [0.5], que 
tenga las siguienses propicdadcs: j'J s{x$dx = 5, l‘"j »<jf| dx “= 2. 

3. Probtsr que JTJ M dx + £ [ - Jr] dx = a - b. 

4. (a) Si n e» nn cntcro positive, demostrar que J |/| dt * n(n — Of 2, 

(b> Si fix) ™ [fjifr para ,v > 0, dibujar la grlfiea de / sob re e! intervals [0,4], 

5. (aj L>cmostrar que J ‘ [f*] dt ** 5 — V 2 — V3. 

(b) Cal-cular |1 3 U a ] dt. 

fo. (a) Si ti t*s un cntcro posit ivo derndsCrar que f* [t] ! dr — n(rt — — 1),'CL 

(b) SI f{x) ■ [rj- dt para jr>0, -dibujar la grtUlca de f -en el interval*) [0,3]. 

(cl Hallar ratios los valores dc x > 0 para los que J* [/]* dt •= 2{x - I), 

7. (a) Calculsr JJ [v'j] d(. 

(>} 5i n cs un entero positive, demos' rar que [y/;] dt « n\n — 4- l>/b, 
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8. Prucbc.Hc quc la propkdiid dc traslacidn (icoreim 1,7) sc pucdc cxprcsar cn la forma 
siguLeme: 


| * f{x)dx — || fix 4- c ) rfx , 

Jfl+C J II 

9 r Probar que la propiedad siguientc cs cquivalente a I teorema 1.8. 

| ' fir) dx = /, I ' f{kx) dx . 

L til! ! 2 

10, Da-do urt emcro positive p. Una funcidn esealonada a csiu ddltiida en cl intervale- [G P p] 
como siguc: .<*) = ( — I ) N n si x csta cn e( Intervale) n <x < n + 1* siendo 

n = 0 . 1 , 2 , f "* 1 ; s(p) — 0 . Pdngase f(p) - |!j sf * > dx. 

fa) CaLcdar /< 3), f(4) y 

(b) iPara que valor (o valores) da p es «* 7? 

11, Si cn lugar de definir la integral de una fwncidn esealonada udli?ando la formula U .3) 
se lonwa Como delink - idn: 


| W) dx = § ■*! ■ Or* — x t -\) , 

■ ' T t-=l 


se tendriii una mieva teoria de 9a ittiegraeifin disliiua de la dada. r.Cuales de las sl- 
guiemes prppiedadei seguirian siend© validas en la mieva teoria? 


fa) f' + P s = T s. 

-:i Jit 

, L „ ,’Ji v ft* fit 

(b) | [s + t) * s +■ | t. 


(c) I " C ■ 

i 

ft 


.'iT 

<d> f if 

,q> ) dx = 

■ ti i- r 



fn ri, 

x cn !>,£],. ctitgnwi 

' < 

J ffl * r *A 


j’f 


12* Resolver el Kjetcieio 11 uiiliznndo la defmiridn 




it X)tfx = ^ s k ■ ixl - xl-f 

fc -1 


En los Ejenridos que srguen se piden las dcm©$trBC tones ana (ideas de (as pro pic- 
dades de la iniegtal dadas en la Seccidn 1.1 5, Las demoslraciones de los teoremaa 1J 
y 1,8 se presents re corno ejemplo. Para las ocras se dur£n indicacionvs* 

Demaslrticipn dvt teomm 1,3: C ' -d.*) dx ■ f J“ ,t(j] rfr para cada rtumerO real c. 

Sea P — i%,.r| T , . . , .rj una partickSn dc [<r*6J tal que s es constant© en lus subiii’ 
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tcrvalos abtertw dc P. Sea vtvl = si .**. s <x < x,. {k ■ | t 2 w), 

Einitmcvs, r - .tf v> = t? - $ L v t x < x < v t , y, per lanio. en viriud <te la dfc- 

iiniclbn tit- irMcgi.il se dene: 

B . 17 "it 

I <■ .V(.r| ttx = J c • s, ■ {.r L - ,» - <■ J.v t ■ (tjl - x± ,> - r I dx)dx . 

J ,r *■■ I k L 

Dcrtiosiraram del tewema tf: 


*i k> 0 . 

JlHJ ^ 


Sea P — [x t . Jr,. „ . . . Jr.} una partition del inlervalo f«. 61 lal que J cs constants en 
los sutinlcrvalus ubicrios de P. Supdngase que sCjrjt — si Xj„t < * < x,. Sea r(*L- 
si ka < x < kh. Emonees /|x) = s, si x peritrvce si Inlervalo sbierTo 
(Ajc, lE kx.h pot Isnto, i* — (Axa. kx u ** . , Ax«,J ts unu jM^iddn de [Adi kb] y i e* 
ct-nsiatile en los subin tcrvalos abiorius dc PL Pur [unto, # es una funcitin escalonada 

tuya intLprul tut 


r, |( IV » ,-H. 

I ' ' f<,v I dx ■ V i, • (X x - A ^ • U, — jr, j) * k \ MO rfx . 

> ^ i [ i 1 


L v Dcmustur el leorCnta 1,2 (prupaeUad aditiva). [Indicaciun; Apliqucsc Is prepledad adi- 
Liva para sumas: g l Ctf t + , a t t^., ] 

14. Demos! rar el icarcma 1.4 (propiedad lineal J. f/fldOTfitJfl: ApUquese la propiedad adi* 
tiva y la propiedad homugenet] 

15, Demos trar el teoresna 1.5 [icorcma dc compa racidr). [Indication; Apliquese la propie- 

dad correspond iimte para sumasr i % < s ' °* < ^ pa™ k *• I „ 2„ . , „ „ #.] 

lb. Dcmoslrar tl leorema Mb ladilividad con respeclo at iruervalob [ir*iUmci6n: Si P, es 
uns panic ion dc [u, c) y Pi una particicm dc (c. bj. los puntoa de P„ junio con los de 
P? formal uns psdiicidn ds [a.b]-J 

17. Dcmoslrar d teorema 1.7 (irvariancia freme a una irasladdn}. [Indiaiddn: Si 
P = (-bi > b * - • . ' J es uns panlcsdn dc (s. h] , enloncei p' — {x„ + c, a*| 

x„ + fj es una parliddn de |« 4 C, h 4- t] ) 


1,1$ La integral dc tune ion es mas gencralci 

La integral J!; js(a-) dx so tia dcfmido para una funcion escalonada. En esle 
apurLado sc dpra una tie fini cion aplicablc a funcionea mas gene rales f. La defi- 
nition se con sir u ini tie tal man era que la integral result ante goce dc ioJ:is las 
propiedudes dad as on cl apartado LI 3* 


yriqh 


ton 



La integral de funaones mas generates 


m 



b 

FrcuR* (.30 Aproximacion por excew y par deftxm de una fundtin / par medio de 

fuHciortes escatenadas- 


E! metdo esta inspi ratio en el de Arqufmedes quc sc cxpuso en la Section 11.1, 
La idea cs simplemente Sstar se empieza por aproximar por defect® y por exceso 
la fun cion / media me fund ones escatonadas, como se sugiere en la figura 1.50. 
Para ello se supone que se eiige una fume ion escalonada arbitraria, design ad a por 
s p cuya grafiea esta por debajo de la de /, y una funcion esealonada arbitraria, 
designada por /, cuya grafiea esta por cncima de la de /. Si ahora se considers ell 
conjunto de todos los numeros dx} dx, y f* did dx obtenidos eligiendo s y t 
de lodas las maneras posibles, se t Eerie en virlud del teorema de la compaction: 

| ' s(x) dx < | '' tf.x) dx 


Si la integral de /, ha de oumpltr tambien el teorema de la compararidn, ha de 
ser yn numero comprcndido e litre 3(jc> dx y f* f(x) dx para cad a par a™ y ,/ de 
funciones de apraximacidn. Si existe un numero uftico con esta piopiedad, parece 
Idgico tomar csle numero como definition de integral de /. 

Una sola cosa puedc dificultar esie proceso. y esta dificultad se presema 
muy a! principle, Dcsgraciadamen tc no cs posible aproximar toda funciun Su- 
per iermente e inferiormente por medio de funciones escalonadas. Por ejemplo, 
la fundon / dada por las ecuationes: 

/<*>=; s' *^0, /{()) = o , 


csia definida para todo numero real x, pero m n ingun intervale [ff, 6] quc con- 
tenga cl origen sc puede con tome ar / median tc funciones escalonadas, Esto e> 
deb Edo a que en la proximidad del origen, / dene va lores arbitraria mente gran- 
dest a dicho die otro modo t / no esta acotada en d entorno del origen (wasc 
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figure. 1.3 3}. Por ello* all tratar dc ddinir la integral* cs precise rcstringirsc a las 
fun-dories que son acotadas en [a r b] as dceir, a aquellas funciones / para las 
cuales cxisie uti numcro M > 0 tal qucj 

( 3 . 5 ) -M £ M 

para cada x en [a, /?]. CjeomutrLoumente, la grafica dc talcs funciones esii si* 
tuada enire las graficas dc dos funciones escalonadas s y t que toman los valo* 


y 




FieynA Ul Funeidn no ocotada Figuka 1.32 Funaon acotada. 

res — Af y M respectivamente (vease figura 132 ), En este caso se dice que / estl 
acotada por M. Las dos desigwaldadcs «n ( 1 . 5 ) sc pueden esc ri bit en la lorma: 

l/(v)l < Af- 

Rcsuelio este punto, se puede realizar el plan desert to antes y formular la 
dcfmkidn de integral, 

DEF1NIC ION DE INTEGRAL DE UNA FUNCl6N ACOTAPA. Sea f Uttl 1 ftWCi&n 

definida y acotada en [a, &]„ Sean s y t funciones escalotmdas arbitrarias deft- 
mdas en [u, b} tales que 

(1.6) six) < f(x) < r(.v) 

mm cad a x en [a, h. ] Si existc un ntlmero /, y solo who, tal que 

(t . 7 ) J* six) dx ^ I £ P dx) dx 
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para eada par de funciones escalonadas s y t que verifiquen las ( 1 . 6 ), en tomes 
este numero l se denomina la integral de / desde a a b y se in dim por el simbo- 
lo Ja f(x)dx o /£/, Cuando I existe se dice que f es integrable en [a, 6]. 

Si a < b se define f{x)dx = — J* fix) dx supuesta / integrable en [cr, 6]. 
TambiiSn se define J*" fix) dx = 0. Si / es integrable en [s„ £], se dice que la inte- 
gral .1 !; /(*) dx existe. La fmicion f se detiomina inlegrando, los numeros a y b 
log limites de integration, y el interval lo [a t b] el intervale de integration. 

1.17 Integrates superior e inferior 

Supongamos la funtidn / acotada en [a, 6], Si s y f son funciones escalona- 
das que salisfaccn (1.6), se dice que s es inferior a /, y que f es superior a /* y 
escribtmos & £ f < t. 

Sea S el con junto de todos los numeros J* six) dx obtenidos a I tomar como 
s todas las funciones csealonadas inferiores a /, y sea T el conjunto de todfos los 
nymeros J* /(x) dx al totnar comp I Sodas las funciones escalonadas superiores a /. 
Esto es, 


S = jj' s(x)dx| s £/j , T= | r f(x) dx \f £ ij . 

Los dos conjuntos S y T son no vaefos pueslo que / es acotada, AsimismO. 

dx £ f* t(x) dx si s £ f £ t t de mode que lodo numero de S es menor que 
cualquicra de T. Por consiguiente, segun el teorema 1.34, S dene extremo superior, 
y T extremo inferior, que salisfaccn las destgualdades 

I ' s(x) dx £ sup S £ inf T < \ '' f(x) dx 

* ts ■ tt 

para todas las s y t que satisfacen s £ f £ t. Esto demuestra que tars to sup S 
como inf 7’ saltsfaceni (1,7). Por io tanto, / es integrable en [a, b] si y s61o si 
sup S = inf 7\ en cuyo coso se dene 

[V(.t) dx = sup 5 = inf T - 

El numero sup S’ se llama integral inferior de / y se representa por /(/). El nu- 
mero T se llama integral superior de / y se representa por /(/). Asi que tenemos 

/(/) = sup j I ; s{\) dx \ s^/j, 1(f) = inf j T' t(x) dx f / < tj , 

El razonamiento precedent demuestra el teorema siguiente, 
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teorhma 1 9 Toda Junction / acotada en [a. b] tiene urn integral inferior 
l{f) y una integral superior /{/) que satisfacen las desigualdades 

f* dx < 1(f) < Kf) <, f* t(x) dx 

* 4 w a 


para todas las f undone s $ y t tales que s < / <; f. La ftmcion f es integrable en 
[a, b ] si y solo si sus integrates superior e inferior son iguales, en cuyo caso 
se time 

17 {,)* = «/)=/(/). 


US El ir£a de un con junto de ordcnadas expresada cumo una integral 


El concepto de area sc introdujc asionililcamense en la Seceidn 1.6 como 
una funcion de conjunto que tiene ctetias pFOpiedades A p&rtir dp e$a$ pnopie- 
dados se demostrd que el area de un conjunto de ordcnadas de una funeidn esca- 
Ion ad a no ncgativa es igual a la integral de la funddn. Ahora demastramos que 
eso tambkn es cierto para cualquier funcidn integrable no negativa. Reeudrdese 
que el conjunto de ordcnadas de una funcidn no negativa / sabre un intervalo 
[a. 6] es el conjunto de tod, os los puntos {x t y) que sallsfacen lag de$igu*ldades 
0 ^ y £ fix), a £ Jt £ b. 

teorema 1.10, Sea f una funcidn no negative, integrable en un intervalo 
[<*,&], y sea Q el conjunto de ordettadas de f sobre [a* b], Entonces Q es medibk 
y sit. area m igual a la integral R fix) dx. 


Demostradon. Sean S y T dos regiones escalonadas que satisfacen 
S £ Q £ 7’. Existen dos funciones escalonadas s y t que satisfacen s £ / £ J en 
[a, b], tales que 

u(S) = s(x) dx y a{T) — | b Nx) dx . 

Puesto que / es integrable en [a.fcj. el numero l —Rf(x)dx es el unica que 
satisfacc las desigualdades 


f* «(*) dx£l£ f* f(JC) dx 

■ ft * a 

para todas las funcioneK escalonadas s y t que cumplen s <] / ^ t. For cortsi- 
guiente esc es tambidn. et unaco numero que satisfacc afS) ^ £ u(7’) psra todas 
las regiones escalonadas S y T tales que S £ Oe T. Segtin k propie dad de exhau- 
cion. Oslo- demuestra que O es inedible y que a(0) = I. 
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Scan Q cl con] unto de ordeti atlas del leorema 1,10, y Q* el con junto quo 
quedj si se quiun de 0 ios punlos do la grafka de /. Esto es, 

Q' = *l(-v, y) \a£x <> 6,0 £.v </{*)}> 

El razonamiento utilizado para dcmostrar d tegrenia 1,10 tambibn demuestra 
que O' es mcdibte y qu.c dO') = eiQh Por comiguicntc, sugun la propiedad de 
la difcrencia rdaiiva at area, cl eonjunto O — O’ eg inedible y 


a{Q - Q '> - a(Q) - ai Q ) = 0 . 


0 sea, hemes demos trado el stguieme tcorema. 

TEOREMA Ml. Sea f una funcidu no negativa, infegmhle ett utt intervalo 
[ti, 6], La gi raj tea de /, esto es, d con junto 

{{ ,v h y) a < x < h , y =/(.v>l , 

CS mcd'ibh y dene area iguat a 0 , 


1.19 Observ octanes idativas a la leoria y lecnica <1$ la integration 

Una vc 2 se ha llegado aqui se presents n dos eucstiones fundamentales: 

( 1 ) iQuit f undone s ueviadus son iniegmbks? {2} Supuesto que una funcion / 
es integmble t icomo se cakula k integral de }? 

La primer a cue scion sc estudia en la ^Teoria de la intcgrad<$n» y la segunda 
bajo cl litiilo de «Tecrtica de la iniegraddn*. Una respuesta complete a la cues- 
lidn (1) corresponds a un nivd superior a la de un eurac preliminar y no se 
c&tudiara en este libro, En cambio, daremos respuestas part tales qtie tan sdlo 
requicren ideas eleme n tales, 

Primerq inured ucimos una class importance de funciones llamadas funciones 
mondtonas. En la Seed On giguienle definimas tales funciones y damO§ algutios 
ejemplos. Demos tramos luego que codas las funciones mondtonas acoiadas son 
integrabks. For fortuna, la mayoria de las funciones que se present™ m la pric* 
tica son mondtonas o sum as de funciones monolonas, de modo que Ios result ados 
de esia teoria redueida de la integration t kneii una amplitud suficiente. 

La disc us ion de la « Teen tea de I a integration » com ten za en la Seed bn 1,23, 
donde se calcula la integral JJjr p dx, euando pcs entcro positive. Luego sedesarro- 
11 an las propiedades gcitcralcs de la integral, talcs come la linealidad y la adilivi- 
dad, y haccmoi ver en que forma CSits propiedades nos ayudun a ampliar rues* 
iros conoeimkntys en integrates de funciones espedfkas. 
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1J0 Fun ci ones mondtona 5 y mondronas a tiozos, Deinkiofies y ejemplos 


Una funcidn / se dice que es creciente en un con junto S si fix) <1 /(>’) para 
cad a par de puntos x e >' de 5 con x < y. Si se verifies b desigualdad estricta 
j(x) < fly) para todo x < y en S se dice que la funcidn es creciente en serttido 




Deerecienti? en 
sentido cstricto 


Figura 1-35 Puncior tes mondumas. 

eitrictc at $. Anilogamente, una funciOn sc dice decreciente en S si /(*) ^ f{y) 
para todo x < y en S’. Si fix) > fiy) para todo x < y en S la funcidn se deno- 
mind decrecienie en sentido estricto en S. Una funcidn se denomina mondtona en S 
si es creciente en S a decreciente en S, Mondtona en sentido estricto sign i (tea 
que /, o es estrietamente creciente en S o es estrictamente decreciente en 5. En ge- 
nera], d coni unto S que sc considers, o es un intsry-afo abierto o un inter valo 
cerrado. En la figura 1-33 se dan ejeniplos, 



Figura 1.34 Funciones motuhontis u trozos > 

Una funcidn / se dice que es mondtona a trozos en un intervalo si su gritfica 
esb formada por no numero finite de trozos memdtonos, Es dedr* f es mond- 
tona a trozos en [a,&] si. exist? una particidn P de [a, b] tal que j es mondtona 
en cad a uno de bs submtervalos abiertos de P. En particular, las fume tones 
escakmadas son mondtonas a trozos y tambien lo son iodos los ejemplds de las 
figuras 1 .33 y 1.34. 
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EfEMPLO L Lm jun clones potentiates* Si p es un L-ntero positive, se 
tiene la desigualdad: 


x*<y» si 0 £.v</, 

que sc pucde demoslrar fddimentc por Induce ion. Esto implies que la fun cion / 
definida para todo numero real x por I a ecuadon f{x) = x? es credence en sen- 
lido estricto en el eje real no negative. La misma funcicm es mondtona en 
sentido esiricto en el eje real negative (es dccrccientc si p es par y creciente 
si p es imparl. Por tan to, f es mondtona a trozos en eada intervale finite. 

EfEMPLO 2, La funcidn rate cuadrtidti, Sea j{x) — \ .t para x !> 0. Esta 
funeioTi es csHctaincnte creciente en el eje real no negativo. En efecto, si 
0 < a < >'„ tenemos 


v 7 ’ 

vy + V v 

lucgo, y/~y — V x >0, 

ejemplo 3. La graltea de la funrfdn g delta i da per la ecuacidn 
,P(.V) - W- - v“ si -r£x<r 

cs una sera ic i rcun fcrcnc ia de radio r. Esta fund on es estrictamcnie creciente cn 
el intervale — r <* a 0 y estrietamente decree iente en el intervalo 0 < x <[ r, 
Por l an to, g es una functor) mondtona a trozos en [ — r e r]. 


1-21 Infegrabilidad de fundones monolonas acotadas 

La importancia de las fundones mondtonas en la tcorra de la integradtin se 
debe n\ sigu iente teorema, 

teorema 1.12. Sr I es mondtona en m interval a cermdo [a, fr], / es inie- 
grable en [tr.fi], 

Demost radon. Demost rate mos el teorema para fundones crccientes. El ra- 
70 n am ten to es analogo para f unci ones decree ionics, Supongamos pu.es / creciente 
v scan /f/J-c /(/) sus integrals inferior y superior. Demostraremos que /(/) = /(/). 

Sea ft un enieto positive y con struy antes dos fundones escalonadas de aproxi- 
macion s„ y f„ del modo siguientei Sea P = x,, , ,, , jtr„ } una particidn de 

[u.bl cn n subintcrvalos igualcs, csto es, subintervalos £*i _ , , .tjt] tales que 
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xi — xi i — {b — u)fii pars cadu valor de jfc. Defraamos ahora s H y 1„ por las 
formulas 


J«(.v) =/(-V t _!) , ijx) =f(x k ) si -T < -V < X k . 

En ]os puntos de division, se definen j„ y t H de modo que sc mantcngan las rcla- 
ciones js rJ ( a ) £ fix) <, *„(*) en todo [a* b]. En la figure 1.35(a) se mueslra un 
ejemplo, Con esii election de funciones escalonadas, tcncmos 


J '» p « A 

t* - I = y fixtXxk - Xu) — i/W-iX-v* - = 

d J-i ir- 1 | 


b — a 


2 E/M - /(*,_,)! = <Azl£M*WM , 
^ n 


sicndo la riltima igualdad una consecuenck de la propiedad telescopies de las 
sumas finitas, Esta ultima relacidn tiene una interpretation geonkirtca muy sen- 
cilia. La diferenck JH t* es iguaf a la suma de las areas de los recta ngul OS 

sombrcados de la figura L35{a). Deslizando esos reclangulos hack h derecha 
come sc indica en la figura I 35(b), vemos que complete n un rectangulo de base 



(a) 



Figura i.15 Demmtraci&n de la integrabiiidtid de una funci&n creciente. 


(b — a)/n y altura fib) — /(d); 9a sums de las £rea$ es por tanto, C/n, siendo 

c = {*"- amt) - mi 

Volvamos -a escribir 3a relacitin anterior en la forma 


(l-S) 


M'’-r 


Copyrighted material 



Cdlculo de (a integral de tma funddtt mondunm aemada 


97 


Las integrates superior e inferior de / satisfacen las desiguutdades 
f‘ J, < 1(f) <, I* f. y f* s, £ /(/) £ f * (. . 

* 9 ■ 4 ■» rt J ^ 

Mu hi pi kendo las primers s desigualckdes por { — 1 ) y sumando el resultado a las 
segundas, ob re nemos 

A/> - A/) £ f* - 1 ‘ *„ - 

1 d ■ a 


IJtiJijamlp {I S) y la Ttlacidn /(/) <!/(/), gbfenemos 

0 < !(/> - 1(f) <, ~ 

n 

para lodo emero n ^ I, For eon sign iente, seguti el teorema 1. 31, debe ser 
/(/> = /(/). Esto demuestra que / es i n Leg r able en [a, 6]. 


1.22 C 3 k a la de k integral de una fimctdn moodtona aeotada 

La demoxtracidn del teorema 11 2 no sokmente prueha quo la integral de 
una fund on crecicittc acotada existe, sing que tambkn siig.Ee re un mdlodo para 
tabular el valor de la integral, tslc sc expone en d teorema siguiente. 


teorema 1.13. Supongames / credenie en un intenmio cerrado [a, b]. 
Sea at =s a + k{ b — a)/n para k = 0, 1, , „ , , ri. St I es un mimero cualquiera 
que satisfy ce las desigualdades 


on 



vl . . . 

> /<*,> < ' < 


i -0 



tf^ 

J-l 


para todo enter o n ^ I P entonees I = Jl f(x)dx. 

Demostraddn. Sean s„ y t n las fund ones esealonadas de a proximo cion espe- 
cial obienidiis por subdivision del iniervalo [a, b | en n partes iguales, eomo $e hizo 
en la demostracidn del teorema 1.12. En tenues, las jgualdades {1.9) cstableeen que 
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para n ^ 1, Perp la integral fix) dx satisface las rnismas designs Idades que /, 
Uiilizando la igualdad (1.8) vemos que 


0£ 


/ 



fix) dx 



para todo rt > . 1, Por consign iente, segun el teorema 1,31, tenemos I = / £ fix) dx, 
como se afirmo. 

Con analogo razonam lento se consigue demostrar el correspondiente teorema 
para funciones decredemes. 


rEORF.M a 1,14. Supongamos f decreciente en [a, &]. Sea Xk = c-\-k(b—a)/n 
para Jt = 0, 1, . . . » n. Si I es urt numero cmlqutem que satis.} ace las desigualdades 


b — a 


n 


^ 1 ^ 

Jt-l 



para todo enter® n ;> 1 , entonces 1 — j{x) dx* 


L23 Calcylo de la integral jjj x p dx siendti p enter® positive 

Para mostrar como se ot Eliza d teorema 1.L3 caicularemos la Integra!, 
.lo x* dx siendo b > 0 y p un enter® positive cualquiera. La integral existe porqye 
el integrando es crecientc y acotado en to.*]. 

teorema 1,15. Si p es un enter o positivo y b > 0, tenemos 

p pn 

X*ttxm . 

Jo p + 1 

Demostracidn. Comencemos con las design aldadet 



n 


p---i 


P+ 1 


< 



jt-i 


vilidas para todo entero n ]> l y todo enter® p > 1, Estas desigualdades pueden 


CODV 

rJ 
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demostrarse por induction, (En el Ejercicio 13 de la Section 14.10 se indica una 
de most rad on.) La muliip'Hcaddn de esas desigualdades por b prl fn p * 1 nos da 

tt£\n} p + 1 

M r if- 1 

Si ponemos fix) ~ jt* y xt — kb/n , para k - 0. 1. 2 n t esas desigualdades 

se transforma n en las siguienies 


b 

rt 


.t l. • < 


b' v ’ 1 
P+ l 



/M) • 

jt—i 


Por consiguiente, las desigualdades (1.9) del leorema LI 3 se satisfacen ponicndu 
f (x) = a = 0, y ententes / = 4 1). Resulta pnes que J£ dx = 

= b p **flp + n. 


1*24 Propiedades fundsmtntales de la integral 

A part s r de la definition de Integra L es posible deductr las propiedades $i- 
guientes, que se dem nest ran en la Secdon 1 . 27 . 

TEOHEMA LI 6. LINE ALIDAD RES RECTO AL INTEGRANDO. Si / >' g SON ambaS 

integrables en [a t b}iambien lo es cj +- c z g para coda par de constantes c, y c 2 . 
Ad etnas, s€ tiene: 

f [i-JU) + f 2 gU)] dx = c v \ */(x) dx + c t I g(x) dx . 

® u l 

Note. AplitsiTido cl metodo die induccidn, la propiedad de lined idad se puede 
gencrali^r como sigue: Si jL ♦ . . L son miegreblcs en [«, 6 ], terabit lo esedj-f,. . .+ 
4 A/, para ^ T . . . , r„ reaks cuak&qutcra y se tiene; 

1 I e M x ) dx = 2 c* (Vd*) dx . 

)N 1 

TEOREMA 1.17, AD1TIVIDAD RESPECTO AL INTERVaLO DE INTECR ACI6n. St 
existen das de las ires integrates siguientes, tambien exist e la tercera y se time: 

[7m dx + jjM dx = [7w dx . 
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<V L>tu: En particular, ii f g* monOtona cn (a, &J y Iambic n en (bjit']* existcri las 
das. integrate* |J | f c j' /".ecu lo que t-imbid rt exiile [ f y cs l||u«J a ta suma dc aqudlas, 

TEORE M A 1 , 18 , INVARTANCU F R II NT E A UNA, TR A SI, AO 6 ft* Si f F 5 integrate 
on [ a , b ] . para cada niimero real c $€ tiene : 

| * fit) tlx = - Odx. 

L rJ ^ -P 

1 LOkiiMA 1.19. Dll. AT ACl ON 0 CONTRACClON DEL INTER VALO Dfi lNTEGRACi6N. 

Si / e$ integrabte en [w, b] para cad a niimero real k # 0 se dene: 

f /W *"*£/(*)*• 

Non j: Era [us dos 'lOurtmas I.L8 y 1, 19 la cxistcnda dc uiia dc Has inlcgrptCfl im plica 
la esistcncia dc la otra. Cuando k = — |, cl leorcma ].I9 ye llama propiedod dc re- 
fhxiott. 

TEOREMA 1.20. TLOREMA DE CGMPAR ACI^N, Si / V g SOH ambas integrities 
en [a, b] y si g(x) <Lf(x ) para coda x en [a, fr] se tiene : 

J gix) dx <, [ f{x) dx . 

Un caso particular rmpoFtanie del leotema 1.20 sc tiene cuando g{.v) — 0 
para cada x. En este ca» el teorema dice que si fix) > 0 en iodo el interval® 

[tr, f?]* emonces J£/( x) dx > 0. Die ho de otra manera, mna funcidn. no negative 
tiene integral no negativa. Tambien se puede demos trar que si se tiene la dost- 
gualdad en s entido esiricto g{x) < fix}, para iodo x en [<j, b], tambien se veri- 
fies la misma dcsigualdad en sentido esfricto para ks integrates, pftro k demos- 
trad on no es faeil. 

En el eapjtuJo 5 se dar^n varios melodos para calc u Jar el valor de tana 
integral sin necesidad de a pi i ear en cada caso la ddinicidn. Sin embargo, C$108 
metodos solo son apllcables a tin numero reducido de funciones y para la mayor 
parte de funciones integrables, el valor numerico de su integral sdlo puede ser 
ebtenidc aptoximadamente; lo que se consigne aproximando el integrando su- 
perior e infcriurmetilc mediants funciones escalonadai, o por medio de Dtras 
funciones simples cuya integral se puede caleular exactamenle. El tcorema de 
com pa radon s* utillza para obtener aproximaciones de la integral de la fun 
don en cuestidn. Esta idea sc anatizara con mas cuidado en el capilulo 7. 
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t J5 Integraeidn dc polinomios 


En la Section 1,25 se estabieeib la formula de integracidn 


(I.IO) 



fr 1 * 1 
P + 1 


para b > 0 y p entcro posit ivo cualquiera, La fdnnula es fantbien valida st b = Q, 
ya quo am bos miembros son cere. Podemos osar el teorema 1.19 para demostrar 
que (1 .JO) tambien es valida para b negative, Tomemos k = — 1 en el teorema 
1.19 y se cbtiene 

rv d , = _ fw* ={-D— rv * _ . 

Jo Jo p + L 

1o cual prueba la validez de { t .10) para b negative. La propiedad aditiva 
ft x* dx = ft x* dx — §%x*dx nos conduce a la formula mis general 



b*' 1 - a 


p t 


P + 1 


valida para toefos Ios valores reales de a y b r y todo eniero p ^ 0, 
Algunas veces el simbolo 


m 


i 

a 


se emplea para designar la difcrancia Fib) — P(a) r De este modo la formula an- 
terior puede escribir&e asf: 



P + i 


fr** 1 - 1 

p + L 


Esta formula y la propiedad de lineal id ad, not permiten integrar cualquier 
polinomip, Por ejemplo, para qaleular la integral ft (r 2 — Jr -|- 5) dr, hall&mos la 
integral de cad a ttrmino y sumamos luego ios resultados. Asf pues, tenemos 


j (*’ — Xx + 5 ) dx — j x 2 dx — 3 | x dx + jJ dx — 


i i 

- 3- 


+ 5x 


3 a - l 3 3 2 - I 2 3 1 — 1 
-3- + 5 


1 


20 


- — - 12 + 10 - 
1 3 3 
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Con mayor general! dad, para e-alqular la integral de cualquier polinomio inte- 
gramos tdrtnino a terraino- 


1* ft f-b ft 

1 2 = 2 u ^ - 2 c ‘ 

k-fl Jt — iji Jt-o 


b k - 1 - a 
k + 1 


i f 1 


Tambl^n podemos Integra r funciones mis eomplieadas, desdobldndolas en 
varies polraoraies. Por ejemplo, consideremos la integral |jc(2x — 1)| dx. Dcbido 
al sign© de valor absolute, cl integrando no es un polinomio. No obstante, consi- 
der ando el signo de a (2a — 1L podemos descomponer el intetvalo [G* 1] en dos 
subin tervalos, en cada quo de io$ cuales el integrando cs un polinomio, Cuando * 
varsa de 0 a I , el produeto jt<2x — 1 ) eambia de sigrso en el pnnto x = J ; es nega* 
tivo si 0 < x < i y positive si f < x < L Por So tanto, en vlrtud de la pro- 
pied ad aditiva escribimoa 

fi 1*1/1 fi 

l A (2-v - 1)1 dx = — J ft x{2x — I) Jx + J i;i x{lx — 1 ) tlx 

= /“*(* - 2x l ) dx + ^( 2 *= - x) dx 

— fi — A) + (ft — i) — i . 


1 ,26 Ejereic ios 

Calcular coda una de las integrates sigwicnturs. 


i. rv^ 

% 

P {s 1 + 1 }dr. 

Jo 


J— i 

2. f a x i dx, 

:■ a 

10. 

£ (3j h - 4a + 2) dx. 

3, P 4a 3 dx. 

1 1. 

(" J “ (Br a + tr - 2s +■ 5) dr 

Jo 


Jn 

4 , 1 " 4jd dx, 

12. 

P (it - 1 )(« - 2 )du. 

J_a 


J-l 

S. P 5f ( dr. 

13, 

f (a + \fdx. 

J-l 

A3 

■j 

in 

r 

•d 

14. 

1 1 (a +■ 1 r dx. 

J-l 


Jn 

7. 

Jo 

15. 

l ‘ 2 

I-*-. 

1 

2 

r_ij 

* 

1 

5 

8. 1 1 {5.r“ - 4 a 1 \ dx, 

J l 

16, 

pKx ~ 1J(3 a - 1)1 p/a. 

Jo 
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17. I " Hx - 5 J* dx. 19. r xHx - 5) 1 dx. 

J u J a 

IS. f a (, r * - 3) a dx. 20. I" 4 l-T + 4) 10 dx. {Indicaeteti: Teorema 1-18,] 

21, Kallar lodes los valores d« c para I os que 

(a) f f v( I - xnix = 0 , (b> P IM\ - xh dx = 0 . 

.0 Jo 

22 . Cal talar cad a una dc las integrates uguiemet. Dtbujese la grjfidka / en cada caso. 

<a> 

(b) 


an 

j .V' 

do nek /(-*) = p x 

si 

0 <, x £ 1„ 

1 fix) dx 

Jo 

si 

1 < -v £ 2. 


( x 

si 

Q ^£, 

P fix) dx 

donde f(x) -> { 1 - x 

n-p 

si 

r £ .v £ i : 


c es on numcru reul biado, 0 < e < i. 

23. Hal Ur ur» polinomio cuadritico P para el cual W) — € y \\P{x)dx = I. 

24. Hollar tart polinomio Cijbseo P para el eusl J p (0) = F( — ?A “0. /*(l) ™ 15, y 3 j“ s 

Pi .1 I dx = 4- 

Eierxicrox opmtivos, 

25. Sea / ana lunctin cuyo dominto eomiene — x siempre que ■eemiene x. Se diet que / 

es una fundon par si /( - x) *= fix) y ima furtctin impar si f( — x) = — fix) para 

todo x en el dotninio do /. Si / e& integral) le en [0> A] demostrar que: 

(a) | ' f{x)dx = 2 | *' fix) dx si / cs par; 

J - ■!■' . " i,i 

(b) | fix) dx = 0 &i / es impar, 

J— b 

26. For medio dc los tooremas 1.16 y 1.19 deducir la formula 

I fix) if x = (h — | L f[u + (h — hjU'J dx . 

J a J ( 

27. Los teorcmas 1.18 y 1.19 sugicten una general izac tin de la integral + &>d.\. 

Qbtener csb formula y demostrarla eon el aimlio tie los c hades tcoremas. Djscutir 
tambien el casD A = 0, 


opyrigi 
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24s, Median u? !os trarcinss 1 , 18 y 1.14 demos trar l;i fi'miila 

I "f{c - x)tfx =» \ r " fix) d\ ■ 

J IT J' fi 


1.27 Demos rrac ion es de las propitdadcs fundamenlaks de In integral 

Esta Seceidn coiHiene las demostraciones de las propiedades basicas de hi inte- 
gral que se ci Eaton en Sos teoremas del 1.16 at 1.20 de la Section i Usamos 
repeti da men(e el hecho de que I odd funeidn / aeotada en un iniurwk. [ 7 , b] 
tiene integral inferior Hf) e integral superior !{f } dad as pur 

hf) - *u P 1 r Kn) - inf !jr 1 1 / < <} . 

en domde s y t son funciones escalonadas arbitrarias inferiores y super iores a /, 
rcspoctivamenlc. Ssbemos. por ell leorema 1.9, que j es mtegrabie si y s6lo si 
Hf) = Hf) en cnyo case el valor de la integral de / es el valor eomun de las in- 
tegrates superior e inferior. 

De most melon de la propiedad de lineal Id ad { T eorema 1.16). Descompcnga- 
mos esa propiedad en dos partes: 


(A) 

£</+«>-£/ + 

|B) 

.[V-IV- 


Para dfimOstrar (A), pptigamos hf) = $*f e i{g) =f*g. Demostraremos que 

at + g) = ht + g) = hf) + hgy 

Sean s, y $ a funciones escalonadas cuelesquicra inferiores 0 } y g, respeeti- 
vamente. Pueslo que / y g son integrities, m tiene 

hf) = swp |/J s 1 | Sj <; /] . 1(g) = sup s t | *2 <, g) . 

Por la propiedad aditivo del extremes superior fteorema 1.33), tatubien se ttene 

r . l l. r* ] 

1(f) + 1(g) * sup ^ s, + J n s 3 \ s t <, J\ s 2 ^ gj , 
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Pero si Sj < f y $2 <g r enfonees la stima s ^s, + s 4 es una funcidn cscalonada 
inferior a f + g r y Eeiiemos 

I h + I , 'j =| s <. iif + £)’ 

» ic *rt 

Por lo Eanto, cl nuniero /(/ -b g) es una cola superior para el conjunto qoe aparece 
en el segundo miembro de (1.11), Esia cola superior no puede scr meoor que el 
extremo superior del conjunto, de manera que 

( M2 ) /{/) + lift) < iif +g) r 

Del mismo modo, si hacemos uso de las rdaciones 

Kf) = inf I Ji“ h 1 / < l,j , Kg) - inf (£ (l |*S <.} . 

donde y t 2 represen tan funciones escalonadas arbitrarias super iores a / y g, 
respect ivamente, obtenemos la desigualdad 

d-13) fl/+ *)£'(/) + /(*)■ 

Las desigualdades (1,12) y (M3) juntas demuestran que /(/ + g) = Kf H» g) ~ 
= hf) + 1(g)* For consiguiente / -f g es integrable y k relation (A) es cierta. 

La rdacidn (B) es trivial si c = 0, Si c >0, observemos que toda funcidn 
escalonada s L = cf es de la Forma s, = os, siendo s una fun don escalonada infe- 
rior a /, Analogamcnte, cuslquier funcidn escalonada t x superior a cf es de la forma 
<x = ct, siendo t una funcidn escalonada superior a /, Tenemos per lo tanto 

l f- i \ \ f 1 ' i \ 

/(C/ I = SUp | I _ 5, | V, < Cj = Slip |C_| r 5 | J < j | = Cl(f) 

y 


hif) - inf ! I n f , . cf < ii| = inf \c [ t \f < fj = cHj) . 

Luego lief) = J(cf) = cft'f i Aqui Nemos utilizado las propiedades siguientes del 
extremo superior y del extremo inferior; 

(I J 4) sup {ex | x e A} — f mp {x | x e A ) , inf {ex | x e A ) = c inf {x \xt=A}, 


que son vdlidas si c > 0, Esto demuestra (B) si c > 0, 
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Si c < 0, la demos tradoti de (B) es basicamente la misnia, excepto que toda 
funcidn escalonada &i inferior a cf es de la forma s t = ct, siendo t una f Line ion 
e sea Ion add superior a / y toda funcidn escalonada i t superior a cf es de la forma 
h — es, siendo s una funcidn escalonada inferior a /, Asimismo, en lugar de (1.14) 
iHilizamosi !bs relaoiuncs 

sup \cx | a-e A) c c inf {.v |.t eA) , ini* {ex 1 x e A) = e sup |x | x I A) , 
que son ciertas si c < 0, Tc nemos puts 

/{£■/) = sup ;i‘ Sl I s g £ if\ = sup jr £ t [/ £ jj = 4 - inf {£ t\f£t\ = cl(f) . 


Attiiogamenie, e neon frames fie}) = c-/(/K For consiguiente (B) es ciena para 
cualquicr valor real de c\ 

/>erHOi'(rcrcidn tic id tidi fividerd respeefo af jjif errata de f/itegradtftt (Teore- 
ma 1,17), Supongamys que u < b < e, ji que las dos integrals J£ / 1 fl} exis- 
ts n, Dcsignemos con f{}) ® fij) las integrates superior e inferior de / en el inter* 
valt) [<t r c]. Demos tfaremos que 

(ii5) /(/) - i<j) = ,[7+ j" t 7 

$: s es una fimeidn escalonada eualquiera inferior a / en [tf, c]„ se iiene 

'* \ b J’ r 


Rcc i p me a mcnle, si $ ( y su son fund ones escalonadas inferiors a j en [«, 6] y 
| fc, <?,] rc spec civ amen re, la fuiieidn s que coincide con f ( en [ a, fc"J y con s t en 
[6, i'] es una funcidn escalonada inferior a / en [a, c] para la que 


ffl 

■H 


& 




For consiguienie, en virtue! de la propiedad adiiiva del ex ire mo superior (teore- 
ma 1.3*}, te nemos 


/r n — "Slip !l r s\s< f. = sup |j fj Sj j s, < /! + sup \ h * a < J \ 
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A na logamen te, encon f ramos 


]o quc ticmucstra (LIS') cuando a < b < c, La demost radon es paretida para; 
cualquicr otra disposition dt los pun Cos a, b 9 c. 

Demostracidn de la propiedad de traslacion {Teorema 1.181. Sea g la fun- 
cidti definida en el intervalo [« + c, b + e] por la ecuacidn gui — /{ x — c). De- 
signcmos por _%) e J(g) las integrates superior e inferior de g en el intervalo 
[0 4- c, 5 -f- c], Demostraremos que 

(t 16) Jig) = ht) = j n /(*} dx . 


Sea $ cualquicr funcion escalonada inferior a g en el intervalo [a + e, ft + <?], 
Ententes la funcion $* definida eui [a, h ] por la ec nation = six 4- cl es una 
funcion escalonada inferior a / cn [a r h]. Adcnias, tqda funcion escalonada s, in- 
ferior a f en [u F ft] tienc esta forma para un cferla i inferior a g, Tambien* por la 
propiedad de iras-facidn para las integrates de las funciones escalonada s> ienemos 

I ' f s(x) dx — | .q'.t- 4. c) dx = | $,(*) dx . 

* m + >f ■ fl ’’a 

Por consiguiente se tiene 

its) = su p ( r; ■* I* ^ = sup i r *, jj </i = \* fix) d.x. 

Analogamenie, enconiramos i{g) = /* /(.v> tlx, que prueba (I.S6K 

Dernoslraci&n dc (a propUdad de dilatation y contraction [Teoretm 1.191. 
Supon games k > 0 y definamos g en el intervalo [ka r kb] para la igualdad 
g(x) = fix/k). Desig nemos por /(g) e h.g) las in leg rales inferior v superior de g 
en [ k a , & ft ] . Demosiraremos quc 


( 1 . 17 ) Kg) - Ai?> = k C'/LV) dx , 

Sea s cualquier funcion escalonada inferior a g en Ik a, kb].. Enlonces la fun don 
definida en [a. ft] por la igualdad 5j(jf) = $[kx) es una funcion escalonada 
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inferior a / on [<?, b], Ademds, toda fgncidn escalonada $, inferior a f en [fl, £»] 
tiene esta forma. Tambtti. en virtud de la propiedad de dilatation para las inte- 
grates de funcioncs eseaionadas, tenemos 

fkb rh 

I a( v) dx ca k \ s(kx) dx = k > q(x) <fx , 

Jtn * a ? a 

Par consigciiente 

Kg) - sop ! /** S | s <; g] = sup jfr \ t s, \i, ^ /] = k [ fix) dx . 

AiflilogameniC, cneonlramOs lig) = que dcmuCstra (1,|7) St Jf > 0, 

El mismo tipo de demost ration puede utilizarse si k < 0- 

Demmiraddn del teorema de comparacion (Tear etna 1.20), Supongamos 
g< f en el iniervalo Sea s ctialquter funcion escalonacte inferior a g t y 

sea t cualquier functor! escalonada superior a /. Se liene entonccs < ,f fl n t, y por 
tan co el leorema 1.34 nos da 

I g = sup [ | a | j <; r\ <, inf j | r | / ^ i\ = f f . 

1 |1 *' K dl « ' P Ug P f l. j[ 

Esto demuesira que ,fS M S /♦ eotno duseabamos. 


JLJV 
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ALGUNAS APLICACIONES 

DE LA 

INTEGRACI6N 


2.1 Introduccidii 

En la Section MS sc exprusd el area de un con junto de ordenadas de una 
funcion no negaiiva como utia integral. En este capituto demostraremos que tarn- 
faien sc pueden expresar mediants integrates las areas de regiones generates. 
Asimismo discutiremos otra? aplicaciones de la integral; a coneeptos tales cotno 
volumen, trabajo, y promedios. LuegQ> al final del eapitulo^ estudiaremos las 
propiedades de las funciones definidas mediantc integrates. 


2.2 El area de cna region cotnprendida entre dos grifteas exprasada como ima 
integral 

Si dos funciones / y g estain relacionadas por la dcsigualdad fix) < g(*) para 
todo x en un inter valo [a, &]. ponemos f <, g en [a h t], En la figura 2.1 se ven 
dos ejemplos. SE f £ g en el con junto S consta de todos los puntos (x,y) 

que satisfacen las design aldades 

/U) £ y < xi *') , a £ x ^ h . 

se denomina region entre las graficas de / y g, El siguiente teorema nos dice como 
se express el urea de S tonrn una integral. 
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F i cura 2,1 El drm etttre dot grdficas expresada coma una Ituegmh 
4 - J* [fix) - /I t)] d> r . 


teokema 2 l, Supongamos que f y g son integrobles y que sat is f awn 

} g en [a, 6] L La regidn S enire sus grdficas es medibfa y su area a(5) viene 

dada par la integral 

{2.1) d(S)s P [g(x) -/(*)] dx . 

w* B 

Demostrodd n* Supongaitios primero que f y g sou no negativas, como se 
muestra en ]a figura 2.1(a). Sean F y G los siguientes conjuntos.; 

F = {(*,>) / </(.¥)) f G = {{x, y) \a <, x <; b, 0 ^ / <, g(.v}} . 

Esto es, G es el conjunto de ordenadas de g, y F el do f, menos la grafica de /, 
La regidn S es la diferencia G — F. Segun los teoreirnas 1.10 y 1.11, F y G son 
ambos medlblcs, Puesto que P 5 Ci, la difcretida S = G — F es Mmbien inedi- 
ble* y se ticne 


a{S} = tf(G) - a(F) = | ~ g{x) dx - P/OO = T (g(«) —/(-*>! d* ■ 

J fi «• n .q 

Esto detnuestra (2,1) cuando j y g son no negativas. 

Consideremos ahora el caso general cuando / £ en pero no son ne- 

ccsariamcnte no negativas, En la figura 2.1(b) se muestra un ejemplo, Este case 
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Ejcm plots resuel ton 


ill 


lo pudemos reducir al anterior trasladando la region hada arriba hast a que 
quede siluada por endma del eie x. Esto es, ekgimos Prt n umero positive C sy- 
ficiernemcnte grande que asegure que 0 < /(r) + c £ g(x) + c para, todo x en 
[a, b]. Por lo ya demostrado, la nueva regidn T enire ]ps graficas de / 4- c y g + c 
es inedible, y su area viene da da por la integral 

«(T’> = | ' l(g(x) + c ) - (fix) + d ]dx = | " \g(x) - f(x)] tlx . 

* a'3 ■#. |I 

Peru siendo T congruente a S, data es tambien inedible y te nemos 

«<s>- «m - |"[sW -/«]<(*. 

■ ijf 

Esto comp lets la demos t radon. 


2,5 Ejemplos resueltos 

eiemplo l. Calc til at el area de la region S situ ad a entire las graficas de 
t y g sobre el intervalo [0, 2] siendo fix) — x(x — 2) y gix) — x/2. 

Solution. Las dos graficas estan dibujadas en la figura 2.2, La portion 
sombreada represent a 5, Ya que f < g m el intervalo [0, 2], hacemos uso del 
teorema 2,1 para escribir 

fa fa/ S \ 5 2“ 2 s 7 

«!.S) = J t IX*) - /<*)! * -J, (- ■« - *“) “ 2 2* _ 3 i ’ 

fifmplo 2. Calcular el area de la regidn 5 entre las graficas de f y g cn el 
intervalo [ — 1 r 2 ] si fix) ^ x y g{.r} = x*/4* 

Solution. La ragidrt i‘ csta represent ada era la figura 2.5- Ahora no f g g 
en todo el intervalo [-1, 2], No obstante, te nemos f < g en et subintervalo 
[— l, 0] y g <, f en el sub intervalo [Q r 2]. Aplicando el leorcma 2.1 a eadu sub- 
in ter valo, tenemos 


n(S) = | * IgU) - /(.v)] dx + I* [/<x> - g(x)J dx = 

¥ — I * 11 





dx = 


I (-])* 


+ 


i-n a 



\2* 

44 


23 

16 


'riohl 


>ri 


4 4 


2 
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Fjglra 2.2 Ejemplo I. 


Figura 2.3 Ejemplo 2 T 



En ejemplos parecidos a este, en las que e 1 intervalo [a, b ] puede dcs£Ompi> 
Tiers? en un niimera finitQ tie subiniervalos un cada uno dc los cualcs f<>g o 
g /, 9a formula (2.1) del teorema 2.1 adopt# la forma 

fl(S)= \ b \gix)-f(x}\dx. 

VQ 


E|EM plo 5. Area de un disco circular, Un disco circular de radio r es el 
con junto de tgdos tos puntos inter lores a una circunferenck de radio t y de los 
pantos die la misma, Tal disco es congruenie a la region comp rend ida entre las 
graficas de las dos fanciones f y R definidas en el interval [— r, r] por las F6r- 
mu I as 


g(x) = v>* — x a y fix) — — vV“ — x z 

Cada funddn es aeotada y monotona en [ — r, r ] de modo que cada una es integra- 
ble en [— r,rj. El teorema 2,1 nos dice que la region en este easo es medible y 
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in 


que su irea es J^ r [gLv) — fix}] dx. Designemos ton Air) el £rea del dbto. De- 
mostraremes qye 


A(r) — r % A{ I ) , 

Esio es , el area de tm disco de radio r es iguat al product & del area de un disco 
urtidad (disco de radio I) por r . 

Ya que £(*) — fix) — 2g(x), el eeorema 2.1 nos da 

A(r) = P 2g(x) dx = 2 T V> _ dx . 

r * r — r 

En particular, cuando r = 1, se tiene la fdmiulai 

,41.1] = 2 V'| - A a t ix. 

Cambiando la escala en el eje x, y gtilizando el teorema 1.19 eon k = l/r, se 
obtiene 


A{r) = 2 \ T gix) dx = 2r j ‘ g(rx) dx = 2r f V r* - irxf dx = 

* —r 1 *—1 

= 2r" V i _ *« j v - r*.4« t » . 

Esto demuestra que /l(r) = r 2 A< 1 eotno se afirmd. 

definicion. Se define el numero tt come el arm de un disco urtidad. 

La formula que sc acaba de demosErar estableee que Air) — rrL 

El ejemplo anterior ilustra cl eomportam lento del area f rente a Ja dilataeidn 
o ccmtraccldn de las region® plan as , Supongamos que S es un conjunto dado de 
puntos del piano y considcrcmos un nuevo conjunto de puntos obtenido muhipli- 
cando las coordenadas de cada punto de 5 por un factor constants- k > 0. Designe- 
mos este conjunto por kS y djigamos que es seme] ante a S. El process que produce 
kS a partir de S tiene el nombre generico de transformaridn por semejanza, Cada 
punto sc despla^a a lo largo de una recta que pasa por el Origen hasta una dis- 
tancia de este igual al producto de la distancia original por k. Si k > 1, la trans- 
formation es una expansion a partir del origen, u homotecia de ceittro d origen 
y razon mayor que la uniiLid, y, si 0 < k < 1, se tiene una contraccidn hacia el 
origen, U homotecia de i_vn tro el origen y razdn manor que la unkind. 
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Pur cjcmplQ, lsl S es la region liirntadi .1 pur una eircunfcrencia uilidud COIl 
centm cn el origen, kS es una regidn circular cone^nlrica de radio k. En el ejern- 
plo 3 se demos trd que para regiones dreu lares, el area de &£ es igual al ptoducto 
del area de S por k 1 . Vamos shots a demostrar que esia propiedad del tires es va- 
lida para cualquier con junto de ordenadas, 

eiemplo 4„ Comportamiento del urea de im con junto de ordenadas f rente 
a una tramformacidn por semejanza. Sea f no negative e integrable en [a, £>] y S 
su conjunto de ordenadas, En la figura 2.4(a) se represents un ejcmplo. Si aplica^ 
mos una transformaddn por semejanzs eon un factor positive k, kS es el conjunto 
de ordenadas de una nueva ftinddn g sob re el itiiervalo [lira, kb} [Vease U figu- 
ra 2.4(b).] Un pun to (x,y) esta situado en la grafica de g si y sdlo si el ptinto 
{xfk t y/k ) esia en la grafica de /. Luego yj k = /(x/A) T de modo que 
y = kf{x/k). Oicho de otro modo, la nueva funcidn g esiti Eigada a jf por Ja for- 
mula 


g(x) = kfixjk) 




Fcclra 2 A El area de kSe$ el prOducto de la de S por k 2 . 
para caba x de [ka, Ah]. Por consiguiente, el area de kS viene dads por 

a(A5) = I iL ' g(x) dx = k | ** f(xjk) dx — A 1 | * f{x) dx , 

-fra Ja 


donde en el ultimo paso se ha usado la propiedad de dilatacidn para las integrates 
(teorema 1.9). Puerto que fix) dx — c(S), esto demuestra que a{kS} = k*a{S)+ 
En otras palabras, el area de kS es el product*} de la de S por A 1 . 

EjEMPLO 5, Cdiculo de la integral $1 x*** dx, La integral respecto del area 
cs como una espada de dos files. Si bten de ordinario se usa la integral para calcu- 
lar titeas, algunas veees podeinos utilizer auestro conocimiento del area para 
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calcular integrals. Como ejemplo calculamos el valor de la integral J|j Jr 1 '**/*, 
siqndu a > 0, (La integral exists: ya que el integramdo cs crecieme y acotado qn 
[0, a].) 

La figura 2.5 represents la grades de la funeidri / dada por f(x) = x vs en 
et interval© [0, cr] . Su eunjunto de ©rdqnadas 5 dene un area dada par 

°( s ) = f * 1E dx . 

Calculemos ahora el area por otro procedimienlo. Observamos simple me nte en 
la figura 2.5 la region S y la region somb reads T, que juntas comp let an el rec- 
langulo de base a y altura a ul . For tan to, o(S) + ^{7") = de mode que 

a(S) — ^ - a(T) . 

Pero r es el eon junto de ordenadas de una funeidn g defrnida sobre el intervale 
[0,d l/2 ] del eje y media nte la ecuacion g(y) = y a . A si pues, le nemos 

d(T> = (J g( r v> tiy ^ j" r dy = $ a*'* , 

de mod© que d(S) = a 3 ' 2 — Jo 3 ' 1 - = Esto demuestra que 

Vx' a dx= ia™. 

y 
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Mas general, si a > 0 y b > 0, podemos ys&r ta propiedad aditiva de k integral 
para obitner la formula 

#a 

El razonamiento anterior puede tambien usarse para cakufcr la integral 
jt Im dje, si n es un entero positive. Establecemos el resullado en forma de 
teorema, 


teohema 22 , Para a > 0, b >0 y n entero positive, se time 


( 2 - 2 ) 



[jH , " _ ^1’ I n 

1 + 1 in 


La demostracidn es tan parekek a k del ejemplo 5 que dejamos los detail k§ 
&l lector. 


2.4 Ejerefcj®& 

Eft lo$ Ejercidos del 1 at 14, wfcular el area de la region S entre ks grdfieas de f y g 
para el iaimalo [a, 6] que en cads case* se wpecifica, Haeer an dibuj© de k dos (rjilicas 
y sombrear S. 


1 /fJt) -4 -** 

Mix) = 0, 

a - -2, 

= 2. 

2, f{x) =4 - * 2 , 

Mix) = 8 - 2x\ 

* - -1 

& - 2. 

3. f ix) = x 3 + Jt a , 

Mix) - + 1, 

a - -1, 

A - L 

4. fix) - * - **,. 

&*) = -x r 

rt — 0, 

b = 2. 

S. fix) = x^\ 

Mix) = x'\ 

a ™ 0. 

£ = I. 

6. fix) = x'* 

JF<*) = 

a - L 

* - 2. 

> 

n 

II 

* 

Mix) - 

n -o F 

6 - 2, 

z* 

H 

II 

S 

V 

90 

Mix} - vl 

a = 0, 

6-2. 

9. fix) = Jt* 

= x 4- 1, 

a - -1, 

6 = (1 + v 5>/2. 

10. f ix) = xix* - 1), 

Mix) = x, 

" = -1, 

6 = v2. 


Mix) = jr a - U 

« - — 1. 

6 = 1. 

11 fix) - u - !U 

gix) = x s - 2* t 

a - 0, 

6 = 2. 

n.f(x) -2ku 

&(x) - 1 - 3x1 

a - -V3/3, 

i> - l 

14- f{x) - \x\ + |x - 1 |, 

Mix) = 0 P 

a = “1, 

6 = 2. 


15. Las iraficas de Six) = x * y gix) = fjr 3 , jiendo c > 0, se eonan en los puntas (0,0) y 
(1/c, 1/c 2 ). Detcnninar r de mode que ta region limltada entre esas grifieas y aobtt el 
intervalo [0,1 fc] tenjja drea | , 

lb. Sean /<*) — X — *1 gix) = ax. Detercninar a pare que la regidft sifilsdiJ par Clleima 
dt; la grdlica de g y par debajo de f tenga area \ . 
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17. Nemos definido # eorao cl ires dc un disco circular uni dud. En cl ejcmplo 3 de ta Sec* 
ci6n 2.3. se ha demostrado que r ■* 2 V I — x 2 dx, Hacef uso de las pmpiedades de 
la integral para calendar ]« aiguienle en funcidn de wi 

la) ]_ a v '9 — ,t 2 dx ; lb) f fl VT — fx 3 dx ; (c) | 2 Or - 3)v'4 - x i dx. 


IS, Catcutar las areas de Los dodecigtmos regu Lares insert to y clreunserito en tin disco 
circular unidad y deducir del resuliado las dcsigualdadcs J <» < 12(2 — \-'3). 

19. Sea C la ciitimlereDda unidad, euya ecuaribn cartesian* « ** ■+ y* — I ■ Sea £ d con* 
junto de punios obtenido (multiplicands ia coardenada x de cada punta Ix.y) de C 
pot un factor constants a > 0 y la cogrdcnada y por un factor constants b > 0, El con* 
junto £ se denomina dipsa. (Cuando £3 = b, la eliptc ei otra c i tc un f creme La. 1 

a) Demostrar qua eada porno ( a\ yt de E saii&facc la ecuacidn eariesiana (xta)* + 
+ {yfby* = 1 . 

b) Utilizer Las propiedades de La integral para demoslrar qoe la regidn ILmitada por 
ew dips* c$ inedible y que su area es xab. 

20. El Ejerdcio 19 es ursa genera Eizacidn del ejemplo 3 da la Seccidn 2.3, Establecer y de- 
mastrar gna gcmrralizaciun correspondiente al ejemplo 4 de la Seecidn 2.3. 

21. Con un razonamientg parecLdo al del ejemplo 5 de la Seccidn 2.3 demostrar el teo- 
rema 2.2. 


2.5 Lii funciones trigonometrical 

Antes de introducir mis aplicaeiones de la integracibn, hfiremos una breve 
digrestoti para comentar las funciones trigonometriens. Suponvmos que el lector 
tiene algun conocimiento de las. propiedades de las seis funciones trigonometric as 
seno. coseno, tangents P cotangenle, secants y cosecants; y sus inversas arco seno, 
arco coseno,. arco tanpnte t etc Estas funciones %s discuten era los cufsos de Tri- 
gonometria en relation con problemas di versos que relacionan los lados y los 
amgulos de los triingulos. 

Las funciones trigonometricas son importantes en Cakulo, no sdlo por su 
relacion con los lados y los ingulos de un triangulo, si no mas bien por las propkv 
dades que poseen oomo funciones. Las seis funciones trigonometricas tienen en 
comdn una pro pied ad importante Hamad a periodicidad. 

Una funcidn / es periidiett con periodo p '/■ 0 si su dominio contiene x + p 
siempre que eontenga x y si }(x + p) = /(*} para todo x del dominio de /. Las 
funciones seno y coseno son period less de periodo 2^ t siendo ?r el irea de un disco 
circular unidad. M echos problemas en Ffsica e lrigeniorfa tratan fendmenos perid- 
dices (tales como vibraciones, mo vim lento planctario y de cmdis) y las funciones 
seno y coseno constituyen la base para el analisis matematico de tales problemas. 

Las funciones seno y coseno pueden introducirse de varias manera$. For 
ejemplo* hay deiinieiones geometricas que relacionan las funciones seno y coscno 
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a los angulos, y hay olras de ear deter atialhico que introducen esas fundones sin 
referenda alguna a la Geomeina, Unas y olras son equivalenies, en el sentido de 
que lodas ellas conducen a las mismas fundones. 

De ordinario, cuando trabajamos eon senos y cosenos no nos importan Unto 
sus definiciones como las propiedades que pueden deduct rse a partir de sus ddi 
nidones. Algunas de esas propiedades, importan tes en Ollculo, se citan segtiida- 
merne. Corrientemenfe, destgnamos los va lores de las fundones seno v coseno 
de x poniendo sen x, cos x, respectivamente. 


PROPIEDADES FUN DAM ENT ALES DEL SENO Y DEL COSENO. 

1. Dominio de definition. Las fundones seno y coseno ezt&n defmidas en 
ioda la recta real. 

2. Vahres es petioles. T memos cos 0 = sen |tr = I. cos?r = —1. 

3. Coseno de una diferencia. Para x e y cuaiesquiera, (memos 

(2J) cos iy — .v) = cos y cos x + sen l sen x . 

4 „ Destgualdades fundamentals*. Para 0 < x < | fe nemos 

„ sen x ^ 1 

(2, 4> 0 < cos -T < < . 

x cos x 

A partir de esas cuatro propiedades podemos deducir todas las propiedades 
del seno y del coseno que tienen imporiancia ertCalculo, Esto sugiere que pode- 
mos tntrodudr las funeiones trigonomdricas axiotnatkamente, Esio cs* podrfamos 
tomar las propiedades I a 4 como axiomas del seno y del coseno y deducir todas 
las demas propiedades como icoremas., Para trabajar correct amen ce no debe disco- 
urse sob re utia leoria vaefa, ea necesario probar que existen fundones que satis- 
factn fas propiedades ameriores. For el momento pasaremos de largo este proble- 
ms. Primero suponemos que exislen fundones que saiisfacen estas propiedades 
fund amen talcs y mostraremos como pueden deduct rse las demas propiedades. 
Luego, en la Section 2.7, incltcamos un nnctodo geometrico para definir el seno y 
el coseno como fundones eon las propiedades deseadas. En el capitulo II lam- 
bien esbozamos un metodo para definir cl seno y cl coseno. 

teokema 2,3. Si dos fundones sen y cos satisfacen las propiedades 1 a 4, 
satis facen tambien las siguientes: 

(a) La idmiidad pitagorka, sen*# + cos s # = 1, para todo x. 

(b) Valores espetiale s, sen 0 = cos i - = sen ?r = 0, 
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(c) E! cose no es funaon par y el seno es fundon impar. Esto es, para 
todo x ie nemos 


cos ( — A - ) = co* sen, { — v > = — $cn.v. 

(d) Co-relaciones. Para todo x, se liene 

sen (It + jr) = cos .v, cos \\v 4- ,v) = — sen.v* 


(e) Perlodicidad Pam todo x, se time sen (a + 2tt) =sen a, cos (,v + 2*-) = 
= cos x. 

(f) Formulas de udiddn. Para x e y cutilestfuiera, se tiene 

cos (a + v) = cos .v cos. v —sen x sen y , 
sen (a + v) = sen a cos y + cos a sen r < 

(g) Formulas de diferettcias. Para tod us km valores a v h, se tiene 


sen lj —sen h 


_ ^ a 4- b 

2 sen — — cos 


, ( i — h a + h 

cos a — cos b — —2 sen — ■ — sen 


(h) Monotonia. En el intermio [€, l ~] , d semt es estrictamente credente y 
el coseno esirictamente decrecienie. 

Demos! radon. La parte (a) se deduce i timed iata me nte si tomamos x. = y 
en (2,3) y usamos. la relacitfn cos 0 = !. La p copied ad (b) results de la (a) toma ti- 
dy x — 0, x = Jsr, x — tt y utilizando la re lac ion sen 1 - = 1. Que el coseno es 
par result a tambicn dc(2.3)hadendo y = 0. A contmuaddn dedudmos la formula 

(2.5) cos { \ -it — a ) = sen ,v t 

haciendo y = I - en (2.3), Part ten do de cslo y de {2.3), encontfamos que el seno 
es impar, puc^to que 


sen 


(—A) = £05 + A | = COS IT — (f - x ) 53 


= cos 7 r COS 


s j 4 — .v ) 4- sen v sen — x'j = —sen.it 


Dot 

^ ■ r 
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Esto demuestra (c). Para probat (d), uttlizamos oira \c z (2.5), retmpkzando pri- 
me ro x por I*- 4- x y luego jc pot —x. El uso rciterado de (d) nos da entonccs las 
rekdones de periodicidad (e). 

Para demostrar las formulas do adtti&n para el coseno F basta reempkzar 
x por —x en (2.31 y terser en enema la paridad o imparidad, Utilizando la parte 
(d) y la formula de adicidn para el coseno se obtiene 


sen(.t + > 


) = -cos ( x + y + ® — 

= cos x sen y + sen x cos y . 


COS A" cos 


’ ( y + | ) + sen x sen | >■ + ^ ) = 


Esto demwestra (f). Para deducir las (drraulas de diferencias (g), reempkzamos 
primero y por — y en la formula de adiddn para sente + y) obteniendo 


sen (a — y) = sen a cos y — cos .vscny . 


Restando data de k formula para sente + y) y hacienda lo mismo para la f Line ion 
easeno, llegamos a 


sen (jc 4 p) — sen (x — y) — 2 sen / cos t , 
cos ( y + y) — cos (a — _p) ss ~2 sen r sen x , 


Haclendo x = (a + M/2, y = (a — M/2, encontramos que esas se convterten en 
las formulas de diferencias (g). 

Las propletkdes de k (a) a la (g! se ban deducldo $dlo con las 1, 2 y 3. 
La propiedad 4 se usa para demostrar (h). Las deslgualdades (2.4) prueban que 
cosje y sen x son posit ivas si 0< x Despuds de esto, si 0 < b < a < i ^ 3 . 

los numeros {a 4 b)f 2 y (a — b)/2 estin en el iniervalo (0,|ir) p y las f6rmulas 
de diferendas (g) prueban que sene > sent y cose < cos b. Esto completa la 
demostracidn del teorema 2.3, 

En el prdxiino conjunto de Ejerddos (prigina 129) se considcran mis propie- 
dad.es de las func tones seno y coseno, Mencionamos, en particular, dus formulas 
que ton frecutneia se usan enCiitulo. Son Ins llamadag del Angulo doble o for- 
mulas de dupUcticidn. Tcrtemgs 

sen 2.v ™ 2 sen a- cos x , cos 2 v « cos* .v — sen 4 a = 1 — 2 sen* x . 

Estos son, nature Imenie, simples cases particulates de las formulas de adiddn 
obtenidos baeiendo y = x. La segunda formula para cos 2* results de la primera 
con la idemidad pitagorka. Esta tambicn demuestra que cos jr| < 1 y sen x < 1 
para tgdg x- 
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2 & Formulas de integration para el seno y el cose no 

Las propkdadcs de monotonia de ta parte (h) del teoncma 2,5, junto con las 
correlaciones _v la periodic] dad, demuestran que las fundones seno y coscno son 
monotonas a troios en cualquier intervalo. For consiguknte, median te el uso re- 
petido del teorema 1,12, vemos que d seno y el coseno son intqgrabks en cual- 
quier intervalo finite. Cakularemos sus integrates aplieando d teorema 1,14, Esie 
calculo utiliza dos desigualdades que nosotros ertunciamos eemo un teorema; 


teorema 2,4. Si 0 < a <, | y n ^ 1 , t enemas 


(2.6) 


a <T ka ^ a V ka 

n h n 


n 


Dernost ration. Las desigualdades (2.6) seran deducidas de la identidad 


(2.7) 


2 sen ' .v y cos kx = sen (n + 1 ).v — sen lx , 


k ■ 1 


vdlida para n > 1 y todo real x, Para deinostrar (2.7), utilizamos las formulas de 
diferenclas (g) del teorema 2,5 para poner 

2 sen|.v cos kx = sen(fc q- i).y — sen (k — . 


Hacienda k — 1. 2, , n y sumando e$a$ igualdades, encontramos que en la 

sums del segundo imembro se reductn unos krminos con otros obtenidndose (2,7). 

Si |r no es un miiltiplo enteno de ir podemos dividir ambos mtembros de (2.7) 
por 2 sen resullando 



cos kx 


jt -i 


sen (« + Ljx — sen Lv 
2 sen lx 


Reemplazando n por n — 1 y sumando 1 a ambos mtembros iambi en obtenemos 


n - 1 

I 


M 


cos kx 


sen f jt — k)x + sen +.\ 
2 sen+.T 


rightet 
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Esas dus formulas son validas si x 2m- , stem do m entero. Tomando x = afn, 
donde 0 < a < ! it enconiramos quc cl par de des-igualdades (2.6) es equivalents al 
siguientc 


sen (u + 1) ~ — sen ( — ) 
a it ' 2n * 


n 


2 sen f — I 
’ In f 


< sen a < — ■■ 
n 


sen Cm — h - + sen | — ) 

I N l 2/f' 


n 

2 sen ( — ) 

s 2ir 


Esie par, a su vez, es equivalents al par 


■ . sen f ”) r< 

l2.H) sen {it + |) - —sen | — I < —sen a < sen Of — l) - + sen f — ) 

n ' 2ii/ j n ■ 2nf 


Par consign icnlie* demostrar (2,6) cquiv&le a demoslrar (2,8). Pemostrarcmos que 
se done 


(2.9) 


sen ( 2 m + I )0 — sen ft < sen 2nO < sen i 2 n — I )& + sen 0 


para 0 < 2 n& < Cuando 9 = a/(2n) (2,9) se reduce a (2,8). 

Para demos (rar la design aldad de la parte izquierda de (2,9), usamos la for- 
mula de adicidn para el sent) poniendo 


1 2. 1 Oj sen (2n + I )0 sen 2 nft cos 0 + cos 2nd sen & < sen 2nd — + sen 6 , 


habiendo usado tambidn las design tildades 


eus fi < 


sen # 



0 < cos 2nd < I , sen 0 > 0 , 


siendo tod as validas ya que 0 < 2ritt <, l t s. La design aid ad (2.10) equivale a la 
parte izquierda dc (2,9). 

Para demostrar la desigualdad de la parte derecha de (2.9), utilizamos nue- 
vatnentc la formula de a did on para d seno poniendo 

sen {2n — I )fl =. sen hsO cos 0 — cos 2nd sen 0 , 
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Sumando sen 0 a ambos miembros, obtenemos 


(2.1 1) sen {2n — 1 )0 + sen ft = sen 2«ft|c«s. ft + sen ft 1 — ttJS 

' sen 2n0 

Pero ya que tenemos 

I — co s 2nf. ) _ 2$e n a if ft _ sen id 

sen2wft 2 sen r?ft COS ft ft COS td 


el segundo micmbro de (2.11) es igual a 


sen 2 n ft (cos. ft + sen 0 ^ sen 2 nO 

i ii ii ' 


COS PI ft 


= scn 2 nU 


cos ft cos nO + sen ft sen nft — 
cos ft ft 

cos (ft — I )fl 

cos nO 


Por con sign iente, para cum pic tar la detnostracidn de (2.§)., necesi tamos tan solo 
demoslrar que 


(2 12 ) 


cos {ft — 1)0 
cos pjft 


sen i ft 
~¥~ 


Pc re ienemos 


cos ft ft = cos (« — 1)0 cos (i — sen (ft — 1)0 sen 0 < 


< cos (ft — 1)0 cos ft < cos (pi — 1)0 s 

sen 0 


en donde o£ra vez hetnos utllizdo la desigtialdad fundamental cos S < Gy (sen 0). 
Esta dltima re lari dn im plica (2.12), con lo que se complela la demos tracion del 
teorema 2,4. 

teorrma 2-5- Sr dv$ fanciones sen y cos sat is fawn las propiedades fimda- 
men tales de la i a la 4, para todo a real se time 

ru 

(2.13) 1 cos x dx — sen a , 

-c 

,*'T 

sen v dx = t — cos a . 

Jg 


Pn 



( 2 . 14 ) 
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Dentost ration. Primero se demuestra (2,13), y Iuego usatnos (2,13) para 
deduct r (2.14), Supungamos que 0 < ^ \ w, Ya que el coseno es decretiente 

en [0,d], podemos aplicar el teorema 1.14 y las desigualdades del teorema 2,4 
obteniendo (2.13), La formula es vsSltda tambiin para a = 0, ya que umbos 
miembros son cero. Pueden ahora utilizarse las propiedades de la integral para 
ampliar su validez a todos Ids valorem reales d. 

For ejemplo, si — |tt < a ^ 0, entonces 0 — a | tt, y la pnopiedad de 

relkxi6n nos da 

\ o cos x dx — — |^ cos ( — x I dx = — Jf 9 cos x dx *= — sen(— a) — sen a - 

Asi, pues, (2,13) es valida en el inter valo [— Supongamos ahora que 
|tt <; a <; |tt, Entonces — Jtt < a — t < 1-ir , de modo que 


i - il 

u 


COS. X 



dx + I ' cos x dx = sen \n + \ * cos (x 4- tt) J_\ — 

♦ r r . s J-W/t 

cos x dx = 1 —sen (a — tt) + sen(— §ir) = sen a , 


Con ello results que (2,! 3) es valida para todo a en el intervalo [— K, fwj. Peno 
este intervalo tiene longitud 2 tt, con. to que la fdnoula (2.13) es villda para todo 
a puesto que ambos miembros son periddicos respects a con periods 2 t?. 

Seguidamente usamos (2,13) para deducir (2,14), Ante todo demostraraos 
que £2,14) es valida cuando a — ^/2, Aplfeando sucesivamente. la proptedad de 
traslacidn, la eo-relacidn sen (x + |tt) = cos x, y Ja propiedad de reflexidn. en* 
cemiramos 


J ' 

sen x dx 
u 


= j * sen f x + -) Jjs = T t 

J-rlt \ 2 / J-*.' a 


COS .X dx 



ft 

COS { — X ) dx , 


Haciendo uso de la reladdn cos(— x) — cos x y la igualekd (2,13), se obtiene 



sen x dx — 1 . 


Por consiguiente, para cudqiuer a real, pudemos escribir 


t 


sen x dx — 


dx — | sen x dx +J sen x dx — I -§- 1 sen ^je + jj dx 
= 1 + j cos x dx — 1 + sen = 1 - cos a . 


Esto dcmuestra que la igualdad (2.13) implies (2,14). 
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EjEMPLO 1, Usando (2, 13) y (2.14) junto con la propiedad aditiva 




f(x)dx = | - [V(xj dx, 


llegamos a las formulas de integracidti raids generates 


| cos -i dx = sen b — sen a 


sen jc dx = ( I — cos fr} — ( I — cos a) = —(cos b — cos a) - 


Si nuevamenic utilizamos el simbolo especial fix) |* para ira dicar la diferencia 
fib) — }{&), podemus escribir esas formulas de integration en la forma 


cos x dx = sen t 


sent x dx = —cos x 


ejemplo 2, Con ]os result ados del cjcraplo 1 y la propiedad de dilataddn 


f. 


n i p ■■ fr 

f( x )d xss - /(x/c)</x, 

£ %-1,‘lF 


obtenemos las formulas si guie rates, validas para c 0: 


n> 


cos ex dx 


i 


= 1 n 

t d(V 1 


cos x dx = - E sen eb — sen cc r) , 
c 


j sen fjr dx = - | 


1 


Ch 

sen x dx =s — - (cos cb — cos ca) 

a f 


ejem plo 3. La id cm id ad cos 2x— 1 —2 sen* x implies sen 3 x= 4(1 — cos 2x) 
con lo que, a parfir del ejemplo 2 S obtenemos 


Mr***--] <’- 


cos 2x) dx = - — - sen 2a - 

2 4 


ivrioh 


LT 
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Algunas apiicaaones de h integration 


Pueslo que sen a x + cos' 1 at — | f encontramos tambien 



2,7 Description geometrica de las funciones seno y coseno 

En esc a Seecidn indi cantos un mtflodo geometrico para definir las funciones 
seno y cose no, y damos una interpretation geometries de las proptedades funda- 
ment ales cicadas en la Seccidn 2.5. 

Consideremos tins eircunfereneia de radio r y centre en el origen. Designe- 
mos el punto (r.O) per A „ y sea P cualquier otto panto de la circunferencia, 
Los dos segmentos recti Efneos OA y OP determinan una ligura geometric a Ham ad a 
angulo que represen tamos con el simboioZ AOP . Un ejemplo se represents en la 
figura 2 A, Queremos asignar a este angulo un ntlmero teal no negative x que 
puede usarse como medida de su magnitude El metodo mas eorriente para hacerlo 
es tomar una circunferenda de radio I v llamar Jta ialongitud del arco /l/Ldescrito 


dos voces cl area del sector 



FlGURA 27. Deseripeidn geOmitrieu de 
sen x y cos x- 


Figuha I.t On angulv /. AOP de 
x radianes* 


en el sentido contrario al de las agujas del reloj de A a P, y decir que la medida 
de Z AOP es x radianes. Desde un punto de vista Idgico, esto no es $atisfactorio 
por el momento piles no se ha precis ado el conecpto de longitud de arco. Este 
sera discutido en el caprtulo 14. Fuesto que la nocidn de drea ba sido ya discutida, 
preferimos utilizar el area del sector circular AOP en lugar de la longitud del 
arco AP como medida de la magnitud de Z AOP. Se scbrentiende que el sector 
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AGP es. hi pore ion mas pequena dd disco circular cuando P esta por encima del 
eje real y Ea mayor cuando P esta por debit jo dd eje red, 

Mas adelante. cuando se hay a discuiido la longitud del arco» veremos que 
d area AP tiene una longitud exactamente doble dd area dd sector AGP. Por con- 
sign iente, para conseguir la in ism a esc ala de medida de angulos por los dos mdio- 
dos, us ar e«ios el dobte dd area dd sector AGP como medida dd angulo AOP. 
Mo obstante, para obtener una medida in depend if rite dc la uni dad dc d islands 
en lUiestm si sterna cwrdenado, definiremos la medida dc / AO/ 1 eomo d doble 
dd urea del sector AGP dividtda pur d cuadrado did radio. Esla razon no vam 
si dila tamos o con tr acinus d circuit), y por tan to no sc pietdc genera I id ad al res- 
tring ir nuestras consideradtmes a I eirculo unidad, La uni dad de medida a si obte- 
nida se llama radian, Asi que, deeimos que la medida de un angulo £. AOP es 
x radianes si x/2 cs el area del sector AOP dcierminado en el disco circular 
uni dad, 

Ya hemos introducido el simbolo w para tie sign ar el area de un disco circular 
unidad. Cuando P — ( — l , 0), d sector AGP cs, un semi ctrculo de area | w, de 
tnodo que subliende un angulo dc n radianes. El disco complete es un sector de 
2ir radianes. Si inicialmente P esta en (l, 0) y se desplaza una vez airededor de Li 
circunferencia en senlido contrario ai tic las agujas del reloj, cl area del sector 
AOP Crete dc 0 a tt, tom and o lottos los va lores del intervalo [0, tt] exactamente 
ana vez. Esta pmpiedad,, que geomctricamente es aceptobk, puede demo*trarse 
expresando cl area no mtj una integral, pero no expondremos 3a dcmo&tracioti. 

El sigutenlc paso cs delmir el seno y el coseno de un angulo. En real id ad, 
prefer! mos hablar del semi y dd coseno de un niimero mejor que de un angulo, 
de mode que e] sent? v el coseno serin } undone s tic fin id as sobHC la recta real, 
Proccdcmos tome sigue : Con side ram os un niimero x tal que 0 < x < 2 d y sea P 
el pun to de U tire unit re net a unidad tal que el area del sector AOP sea iguul a 
x/2, Sean (a, b) las courdenadas de P r En la figura 2.7 se rep resen ta un cjemplo. 
Los numcros a y b estan comp let amen te determinados por x. Deiinamos cl seno 
y el coseno de .v como sigue: 

Co* x =■ a * sen x = b . 

Dicho de otro tnodo, cos ,v es la absdsa de P y sen _v es su ordenada. 

Por cjemplo. cuando x = », iertetnos P — ( — 1, 0) dc modo que cos tt — — 1 
y SSD.7T — 0, Anilogamenle, cuando x — It? te nemos P ^ (0, 1) y por tanto 
cog = 0 y sen in- = 1, Estc procedi miento da el seno y el coseno como- fun- 
ctones defmidas en el Intervalo abierto (0, 2ir). Se extienden las definieicnes a 
lodo el eje real por medio de las igualdades siguientes: 


sen 0 = 0 . cos 0 = i , sen ( v + 2-jt) = sen x , cos ( v A- 2*r) = cos ,v . 
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Atgunas aplicac tones de la integration 


Las otras cuatro fundones trigonometrical se definen ahora en funddn de! sc no 
y del coseno mediante las eonocidas formulas* 


tan x = 


sen x 
cos x ' 


cot -it — 


COS X 

sen* ' 


sec x = 


1 

COS X ' 


1 

cse x = 

sen x 


Estas fun denes esta definidas para todo real x salvo en dertos puntos aislados en 
los que los denominadores pueden ser cero. Satisfacen la propiedad de periodic]* 
dad f{x 4- 2”) — fix).. La tangente y la eoiangente tienen el periodo menor 

A continuacidn damos los razonamientos trigonometricos para indicar como 
esag definiciciTics nos 1 lev an a lag propiedades fundamentalts cltadas en la See- 
ddn 2 . 5 . Las propiedades 1 y 2 han sido ya tenidas en cuenta al definir el seno 
y el coseno. La Identidad pi'agdriea results evidente ante la figura 2,7. El segmen- 
ts recti linco OP cs la hipotenu&a de un trifngulo cuyos cateios lienen longitude# 
cos jc| y sen Jtj. For tan to, el teorema de Piiagoras para iriangulos rectangulos 
implies la identidad cos £ x 4- scn a x = 1. 

Otra vez utilizamos d teorertia de Pitagoras para dar una demostracldn geo- 
metries de la formula (2.51 para cos (y — jt), Fijemonos en los triangulos reetdn- 
gulos FAQ y PBQ dibujados en la ligura 2.8. En el triiingulo PA Q „ la longitud del 
lado AQ es (sen y — sen 4 el valor absolute de la diferencia de las ordenadas 
de Q y P. Del tnismo mode, AP ticne longitud cos x — cos y . Si d represents la 
longitud de la hipotenusa PQ r tenemos, segun el teorema de Pitagoras, 


(I 1 = (sen v — sen x) 2 + (cos x — cosy) 3 . 


Por otra parte, en el triingulo recUngulo PBQ el cate to BP tiene longitud 
1 _ cos (y — x)\ y la del eateto BQ es sen iy - jf)|. For consiguknte, el teorema 
de Pitagoras nos da 

tP = [ I — cos (y - x}] 1 +sen 1 0 1 “ ■ 

lgualando las dos expresiones de d* y despejando cos(y — x), se obtaene La for- 
mula (2.3) para cos(y — x). 

Final monte* las demostraciones geometries de las desigualdades fundamen- 
tales de la propiedad 4 pueden darse sobre la Figura 2.9. Comparamos tan sdlo 
el area del sector OAP con la de los tri&ngulos OQP y OAB. Segun la definicidn 
dada de medida angular, el area del sector GAP cs | x. El triangulo OAB liene 
base 1 y altura k t por ejemplo. Por la semejanza de triangulos, se encuenira 
h/\ — (sen Jt)/{cos x). con lo que el area del triingufo OAB es \h= H§eu.x)/ 
(cos jr). Por cousiguiente p la comparaddn de las areas nos da las desigualdades 


1 

- sen* cos x 
2 


1 1 sen x 

< - x < - ■ 

2 2 cos x 


TlClhl 


eri 
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Q = (€0S y, sen (,-> 



B 



sen t 
COS JE 


Ficl-ra 2.B Demosiracidn gt&miirica de FiiouRa 2.9 Demoslracidn geomStrica de 
la fdrmula cos <>■ — x). las desiguatdades 

senjr 1 

0 < cos x < ’ — ■ < . 

X COS X 

Dividiendo por i sen x y tomando Ids reepprocos, obtenemos las desigualdades fun 
dame males (2.4). 

Record araos al lector tin a v« mas, que con lo que en esta Seccitin se comenta 
nos proponemosi dar una interpretation geometries del seno y del coseno y de 
sms propiedades fundamentales. En la Seccidn 11.11, sc ofrece un estudio analitico 
de esas funciones tn el que no sc utilize la Geometm. 

En muchos manual es de Maternal teas aparecen tablas de va lores de seno, 
coseno, langenie y cotangents En la figura 2.10 (pag. 132) se ban dfbujado las 
graficas de las sets razones trigonometricas como aparecen en un intervalo de un 
periodo de amplitud, Recurriendo a la periodic] dad se obtiene en cada ca&o el 
res to tic la gralica, 

2.8 Ejarcicios 


En cste conjunto deJEjercicios. se pueden emplear las propiedades del seno y del coseno 
eitadas en las Seccciones de la 23 a la 2.7. 

1. {a) bcQiosiw que sen nv = 0 pant iodo enlero n y que es<us son las unices valores de x 
para las que sen .v = l!. 

(8a) Haliar tpdos las vatores reales x tales que cos x = 0. 

2. Haliar itxlos fos reales x tales que (a) sen x = 1 ; (bl cos x = I; (c) sen * ^ — 1; 
*141 cm x =* - 1. 

3. Dcmostrar que sen ix + ir> = — sen t y cos (x + w) = — cos x para iodo x. 

4.. Demustrar que sen >x = 3 sen x — 4 sen* x y cos 3 jc = cosjt — 4 scnijc epsjf para iodo 
real x. Demoscrar lambi&i que cos 1 a- = 4cos s x — 3 cos x, 

5. ul Deinostrar que sen ^ir = I , cos «it * J \ J.flfljsficdeidrtr Ha«r USD del Fjcruicio 4.J 
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Algunas aplicaciones tie la ituegracidtt 


tbS DemOstrar que ]- = \\ 3, cos > - \, 

{cj DcmostrEir que sen j- » cm Jir = \\ 2 , 

6. Demoslrar que Un lx — y) = Stars a 1 — tun y>/< 1 -I- tan # inn y) para lotto par de vatores 
x,y tales que tan Jr tan y — 1, Ohtener las correspond senjes fpifflul&s para (an (jr + y) 
y oshC* + y)- 

7. Hallar dos niiiucrgs A y B laics que 3 sent* 4- * -r) = .4 sen x + B cos x para lodo x 

8. Demostrai* que si C y & son mSmenos reales dados, existen dos ntlmeros reales A y & 
tales que C sen (jr + nj ™ A sen x + B cos x para todo .a. 

9*, Demostrar que si A y B son numcros reales dados, existed dos niimeros C y a, siendo 
C ^ U, tales que la formula delEjercicio 8 es valfcta. 

SO. Determiner C y u, sicndo C > U. talcs que C sen (# + w) — — 2 sen jr — 2 cos# para 
tudo gr. 

11- Demost rar que si A y B son nt'imeros reales dados, exisier dos numeros C y er, skndo 
C > 0> tales que C cm (a + o} - A senr-t B cos x. Detenu inar C y a u A = B ■= I. 

12, Hallar lottos los inimcros reales x tales que sen x = cos x. 

13. Hall nr todos los mimeros reales tales que sen * — cos # — 1. 

14 r Dcmostrar que las. jJetuidades siguitnies son viltdas pura todos los pares x e y: 

(a) 2 Cos x cos y «= Cos (# — v> + cos (x + y}. 

(b) 2 sen x sen >• = cos (x — y) — cos (# 4 _yj, 

(C|i 2 sen.t COS >< = sen(.f — y) + sen (# + > ). 

15, Si h 0, demosirar que las idcruLdudes sememes son validas pure todo x: 


cos 


.sen (jt + h) — &cn x sen (h{2) 

T ” hj2 

sen { hj 2 ) 
" hil 




cos ( x 4 h\ - cos x 


sen 


M) 


Esias rdmuilas SC ultliian rn Caloulo difercncial. 

1&, Demostror si son t> no cicrtas las siguienlH afirmsetoncs. 


(a) Para todo x ?*s 0 . sc ticnc sen 2 c ^ 2 sen x. 

(bl Para cualquter x. exisle un y lal que cos (jf f >•) = wsjt + cosy, 

(e) Ixtsle un jt «a 1 que sen {x + y) - sen x + sen >• para todo v. 

(d) Esislc on y 0 ml que jf| sen x dx ■— sen y. 

17 . Cakwlar la integral ^ sen x dk par# cada tmo de. los siguienlea valorcs de a y b, En cade 
casts interpnelar fil resullado gcometricamenle Ctt ftmeion del aren. 


(a) a ™ 0 , b « #/ 6 . 
l b) ii = 0 , b = w/ 4 . 

(cl a = 0j /: = tt/ 3. 
(d) a = 0 , b = w/ 2 . 


(e) a = Q, b = n, 

(f } a = t) k b = 

(g) n “ - L b = 1 . 

(h) a = b = it/4. 


Cakular lax imegralcs de los Ejerc ictus dd 1 8 al 27. 


18 . r U + sen .T) rfor. 

(f 

19 , J J,t (# 2 + cos ,r) dx. 

;4 


f 

2 ©, (sen -v — cos -V) dx, 
Jo 

(wt% 

21 . | ;>en x — cos x\ dx. 
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22. I (| + cm /) dt. 25, (j* + sen t) dt. 

21. |'|i+cosf:A, 24 l* f ’sen 2xdx. 

24. | '{ 4- con l\ tit , E i 0 < x £ w. 27. I cm ~ dx. 

* r 2 

2®. Demostmr las siguientes Formulas de in te [{ration, vfilidas para b s* Dt 

3 

cos (a + bt) dr »* - [sen (a + bx) — sera crj , 
b 



r* t 

| sen (a + hi) dt *- — - [COS- {c + hx) — COS fl]j . 

29. (u> Hater uso de la idcntidad sen 5f - 3. sent — 4 sen 3 1 para dedueir hi formula de in 
tcgracidn 


| (i sen 5 1 dt * i - |(2 + scn a x ) Cos x . 

(b) Deducir la idcntidad cos 3/ = 4 eos :> t - 7 cos i y utilfeatidola para demoslrar que 

| cos 3 / di hi J{2 + cos 1 x) sen x . 

30. Si una fun cior» f cs pcri&lica de petiodo p > 0 c iniegrable en |0, pj, demostrar que 
f ■"/(.¥ 3 dx = J’^+ p /(j) j x pa tii iodo a. 

31- (a) Dcmostrar que J I st sen hx dx — In' cos m dx — 0 para redos los enleros n ^ 0= 

lb) Usando Ea parte <a) y las formulas de adicidn para seno y coieno t establecer las si- 
guientes formulas, validas para los enteros m v n, tales que m a x it ff ; 


‘Ir 


rir ’2* 

sen nx cos mx dx « I sen ttx sen mx dx = I cos nx cos mx dx “ 0 , 
Ji! Jo 

\ air scn 3 nx dx — I cos 1 nx dx = it , si rr # € . 

Jt> .1' 


Estas furmules son las relacLones de ortogon alidad para el seno y cl coscno, 
32. A partir de la idenlidad 


2 sen - cos kx —sen (2£ + 1) ^ (2* — 1,3 ^ 


y de las ptopiedades telescdpfcas de las sumaa linitas demostr&r que si Jr ?< 2m 
ertero), se riene 



cos. kx 


sen IflJ.- cos lin -+ l)ur 
sen A v 


{"i 





Coordenadas pofarcs 


15- 


35, Si jf 2mir tm entero). tlemosirar que 


sen kx 


sen Iffjrscn ^(a + l)jt 
sen 


34, Sc hacc referenda a la figura 2.7. For camparacldn del Area del tri&ngulo OAP eon 
la del sector circular OAP t demoslrar que sen jr<Jt si 0 < x < | u\ Usukdo emotices t-l 
hecho de qtie sen ( — *) = — sen *, demoatrir que isente< jrjii 0<l*j< |ir. 


2,9 Coorde nodes polares 

Hasta ahora hemos situado puntos en el piano con coorctenadas reetangmlares, 
Tambien podemos siruarlos con coordenadas polares. Sc hace del modo sEguiente. 
Sea P un pumo distinto del origen. Supongamos que el segmento de recta que une 
P al origen liens longitud r > 0 y forma un angulo 0 con el eje x positive, Yease 
la figura 2,1 1. Los dos numeros r y 0 se Hainan coordenadas polares de P. Eslan 
rtladonadas con las recta ngu lares (x,y) por las igualdades 

(2.1 5) x — r cos 0 , y — r sen 0 . 



FiguRa 2, It Caordenadas polares. Fictia* 2.12 Curva eti forma de echo cuy a 

i'CULiapn polar es r = V^crr 0 \ , 
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Algunas apticai'ionpx de la integration 


E! numero positive r sc- llama distancia radial o radio vector de P, y U es un dngu- 
lo polar o argumento. Detimos wn angulo polar y no el angulo polar porque si Q 
sal is I ace (2.15b lambidn lo hacc I? + cwalquiera que sea el cntero n. Conve* 
nimos en [la mar coordenadas polares de P a todos los pares de nu intros teaks 
(*% o) si satisfaeen (2.15) siendo r > 0. LX” este mode, un pun lo dado posee mas 
de un par de coor dena das polares, La distancia radial r esil de terrain ad a con 
unicidad, r= Vd + v 2 > pern d angulo polar 0 queda deter mi nado salvo multi- 
ples en teres de 2u. 

Cuando P es el origen, las ecu ado ties (2.15) se satisfaeen eon r = 0 y cual* 
quier 0. Por esta rastdn asignamos a| origen la distancia radial r = 0 h y convenimos 
en que cmlquier numero real 0 pt>edc usarse como angulo polar. 

Sea / una funcidn no negative definido en un btervalo [«?, b]. E! conjunto 
de (odos los puntos de coordenadas polares (r, (?) que satisfagan r = f(ff} es la 
grafica de / en coordenadas polares, La eeyadon r ~ }{&) sc llama ecu&cidn polar 
de esa grifica, Para ciertas ctirvas, las ecuaciones po lares pueden ser mas send- 
lias y de uso mas favorable que las ccuadoncs cartcsianas. Por cjemplo, la cir- 
cunfcnncm de ecuacion cartesians .r 4- y 1 = 4 tiene la sencilla ecuacitin polar 
r — 2. Las ecuaciones (2.15) indioan edmo puede pasarse dc coordenadas cartesia- 
nas a polar es. 

epemflg. La Figura 2,12 nos muestra una curva con el aspecto de on ocho 
cuya ecuacion cartesian a es (x a + y*f = yL Utilizando (2.15), encontramos 
x* + = r'* f de mode que las coordenadas polares de los pun los de esa curva 

satisfaeen la ecuadon t = f sen 2 0, o r = jsenOL r — ^ jien £|. No es dificil 
dibujar esta curva a partir de b ccuaddn polar, Por ejemplo, en el intcrvalo 
0 <; Q < ir/2, sen o ertee de 0 a 1, con lo que r tambien crece de 0 a L Situando 
unos pocos pun los cuyas coordenadas scan faciles de calcular, por ejemplo, los 
que corresponded a 0 = w/6. zr/4 y tt/ 3, casi dibujamos la porcidn de la curva 
situada en el primer cuad rants. El resto se la curva sc obtiene teniendo en cuenta 
la stmetria de la ecuadon cartesians, o la simetna y la periodic idad de sen fj | h Stria 
un trabajo mas difidl dibujar csta curva a partir dc su ccuaddn cartesians sola^ 

mente, 


2 10 La Integra] para el area en coordenadas polares 

Sea / una fund tin no negative delink] a en un intervale [a, fr], siendo 
0 <b — a <, 2 ir. El eon junto de todos los pun los de coordenadas polar es (r, 0) 
que satisfaeen las design aldades 

0£r£/{(is, 

se denomina conjunto radial de f sobre [sr, b]- La regidn sombreadi de la figu- 
ra 2.13 es un ejemplo. Si / es constants en [a,bL *u conjunto radial es un sector 



La integral para el area en coordemdm polares 


155 



FicliRA 2.13 El cun junto radial de / 
correspond icnte a un intervalo [a, 61. 


l-i cura 2.H hi can junto radial de una 
jur\Cl6n escaicirwda S es Una reunion de 
Hectares circulars S« Area es jif^ sHQjdQ. 


circular que subfiende un angulo de b — a r&diantes* La figura 2.14 muestra ef 
con junto radial S de una funcion esealonada a. En cada unO de lus n subiuterva- 
los; abiertos (£^_, y Q k ) de [ a , fc ] en el que $ es eonstante, llamemos par ejemplo 
s(0) = St, 3 a grafka tie s en coordenadas polares es un arco de circunferencia de 
radio s*, y su con junto radial es un sector circular que subtiende un angub de 
6 k — radiance Debido a la forma como hemos deifnido la medida angular* 
el area de esie sector es . Pueslp que 6 — a <[! 2 it, como esos see- 

tores no tienen parte cumuli unos eon otros, por la aditivtdad, el area del con jun- 
to radial de $ correspondiente al Intervale compteto [a, &] viene dado por 


«<S) = v i si - (& t - 0^) = ’ do , 

a- i 

donde rep resent a el cuadrado de s{6). As! pues, para las funciones escatona- 

das, el ires del conjunio radial ha si do expresada como una integral. Vamos 
ahora a -demostrar que esla formula Integral admire mayor genera I idad. 


teohema 2.6. Designemos por R el con junto radial de una funcidn no ne- 
gative f en un interval® [a, 5] , siendo 0 <, b —a ^ 2jt, y supongamos que R es 
inedible. Si f~ es integrable en [a, 6] el area de R viene dada par la integral 

a(R ) - J M . 

Jfl 

Demostracitfn. Elijamos dos funciones escalonadas s y i que satisfagan 

o < m <,m z no 
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Algunas aplicacivnes de la integration 


para todo 0 en [a. fr], y designings por 6’ y T gus con juntos radiates. re speed va* 
menie, Ya que s ^ i en [c, 6], lo§ conjuntos radiates satisfaceti las relacio- 
nes de inclusion S £ R e 7. Luego, per la propiedad de monotonia del area, se 
dene cr{S) <,a(R) < a(T). Pero S y T son conjumos radiates de func tones escalo- 
nadas, pur lo que <*(S) = |j;; s*{Q) c/& y tiiT) = Ij '[ rHfJ) df) , Por cemsiguiente se 
cicnen 3 as desigualdades 


' b s i {(i)d(f < MR) < f n/i) dO . 

ir vfi 


para todas las funciones $ y t que satisfagan s <./<, t en [a, 6]. Perm s 2 y t* 
son funciones escalonadas arbitrari&s que satisfacen s 1 < f*< t* en [a,£>3. luego, 
ya que f es integrabte, debt ser 2a(R) = §lfHQ)dB. Esto demucsira el teorema. 

Note: I’uede demos* rarse que La mcnsurabilidad dc R cs una cynswuemcte de la 
hipdtesis de que f 2 sea inlegriible, peto no desarroliammos La demostracidn. 

EIEMPIjO. Para calcular cl area del gort junto radial R interior a la curva 
en forma de echo dibujada en la figure 2.12, calculamos el area de la pardon 
situada en d primer euadrante y multiplicamos luego por euatro, Para esta curva. 
se tienc /*(0) = sen0| y, ya que sen 0 £ 0 para 0 < $ < ir/2* eneontramos 

it (R) = 4 I J ' 4 i f\0) Mi = 2 | senO titt = 2 1 cos 0 - cos £ ) - 2 . 

Jo 2(1 


2.11 Ejercicios 

En CBda uno de las Ejercicios del 1 *1 4, decnostrar que cl conjunto dc punias cuyas 
coordenadas rectangulares f,.*» y) satisfacen la ecuarion cartesians dadu, es igual al de los 
jpuntos cuyas coordcnadas polares {r. #) satisfacen la oorrespondientc ecuaddn polar. 

1 . (a - l f + v 1 “ I ; r = 2 co* fl, cos 0 > 0 . 

2 . ** + r - x - vV + : * - 1 + c os^ 

3 . (.*" - 1 - ■* x* — y\jp <, X s : r * vcb 20 t cos 20 > 0 . 

4. {x* -¥ ff = |x* -/!■ r - \ km 20\ f 

En cada imo dc los Ejercteios del $ al 15 , trastar la grafica dc / en cuordenadas polares 
y calcular cl area del conjunto radial die / en el inlervulo que se ciia. Se iu^ondri que cada 
cpnjunto es medililc. 

5. Espiral de Arqiiimedes: J 0) = O <, 0 <. 2&. 

b. Circunferenniu tmgettte al eje >■: f{$) ™ 2 cos ^ —wj2 ^ W £ w - — 

7. Dos dreunfertmam iwgentes id tjc >'- r f{6\ = 2 |cos.fl|, 0 < 0 ^ 2-, 

*1. Circurtf premia twgeiUe ut eje x m - /(&) m 4 sen 0, 0 5 9 <, ir. 

9- UtH ciramfertncitts tangentes al eje x: f(G) m 4|scn0| n 0 <, 0 < 2w. 


'riahtec 
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10 Potato de row: jWi «=seri20, U < & < ti2, 

)]. lima de euatra hvjas; f(&) = |scn 2&\ 0 <, ^ - T7 - 

12, LU4iO £ip^cT 3 J l udo “* V Icos 0[, 0 ^ fl <* 2 tt. 

13, Treb{>t dc cuatrv hojas: /(0) = Vicos 20, „ 0 ^ S' < 2#, 

14, ftH-tfotde; /{G) = 1 + cos 0, 0 ^ 0 <; 2*. 

15, Ctfrfftof; /&) - 2 + cos 0, Q £ 0 £ 2*. 


2.12 Aplfcatiott de la integration al calculo de volumenes 


En la Section 1.6 se introdujo d concepts de &rea como funcibn de conjunto 
que satisface tiertas propiedades que tomamos como axiom as para d area. Luego. 
en las Secc tones I, IS y 2,2, demostramos que las areas de rauchas regiones po- 
d£an cakularse por integration, El mismo camino puede utiltzarse al txatar del 
coneepio de volumen. 

Supoiigamos que existcn tiertos eon juntos S de puntos en el espacio de ties 
dimensioned » que llamamos conjuntos medibies, y una funcidn de conjunto r* 11a- 
mada juncidn volumen, que asigna a cada con junto inedible 5 un numeno d($), 
Ilamado volumen de S, Utilizamos el simbolo y# para designar la class de todos 
los con juntos medibies en el e spado de tres di mens tones, y a cada conjunto S de 
sj lo llamamos solido. 

Como en el caso del area, enunciamos unas propiedadcs que descanamos 
que tu viera d volumen y las tomames qomo axtotn&s para el mismo. La election 
de los axiomas nos permits demostrar que los volume nes de muchos sdlidos 
pueden cakularse por integration. Los tres primer os axsomas, pa reddest a los 
cones pond ientes para el area, se relieren a las propiedades de no negalividad, adi- 
tividad, y de la diferencia, En lugar de un ax soma de in variant ia f rente a la 
congruentia, utilizamos oiro de tipo distinto, Ilamado ptittdpio de Cavalieri. £ste 
asigna volumenes iguales a sdlidos congruenies y tambien a ciertos sdlidos que, 
no siendo congruenies „ lienen secc tones de areas iguales al ser cortados por pianos 
perpendiculars a una recta dada. Con mayor precision, supongamos que S y L 
scan un sdlido y una recta dados. Si F es una piano perpendicular a L f la inter- 
section F n S sc llama section perpendicular a L. Si toda section perpendicular 
a L es un conjunto inedible en su prop in piano, S se Hama un solid o de Cavaiteri. 
HI principle de Cavalieri asigna volumenes iguales a dos sdlidos de Cavalieri, S y 
7, si s(S 0 F)—a(T fl Hparatodo piano F perpendicular a una recta dada I. 

El principle de Cavalieri puede interpnetarsc intuit ivamente como sigue. 
Imagine monos un sdlidu dc Cavalier! como una pi la o moiudn de Idminas mate- 
rial us delgadag, por ejemplo de naipc$, siendo cada lamina perpendicular a una 
tea a dada L. Si deslizamos cada Lamina en su propio piano potlcmos cambiar la 
forma del sdlido pero no su volumen. 
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El ax soma siguierie establece quc el voluraen de un paralelepipedo rectaii' 
gular c& el prod tic to de las longitudes de sm aristas, Un paralcleptpedo rectangular 
es cualquier conjunto congruente a un con junto de la forma, 

{2, IP) i£.v, v, ;)\0£x£ a , 0 <. v £ 0 £ z <, c] . 

Ulilizaremos la palabra mas. corta «eaja * en lugar de wparalelepipcdo rectangular)*. 
Los mi menus no negatives a, b t c de (2.16) son las longitudes de las aristas de la 
cap. 

Incluimos, por ultimo, un axioms que establece que todo conjunto convexo 
es inedible. Un conjunto se llama convexo si. para todo par de punlos P y Q del 
conjunto, el segments de reel a que los tme perteneee tambien a I conjunto. Este 
axioms, junto eon las propiedades de adit iv id ad y de la diferencia. aseguran quc 
todos los so lidos dcmcniab quc se presentan en las aplieaciones del Calc (do son 
med idles, 

Los axiomas para el vu Lumen pueden a bora eslablecerse del siguiente modo. 

DEFlMClON AXIOMATIC A DE VOLUMES. SupOngamOS QUC CXtStC das# 

de sdiidos y una fimddn de eon junto i\ cuyo dommso es s £ . con las propiedades 
siguienies: 

l + Propiedad de no negatividad. Pam cade conjunto S de se iiene 
tiS) > 0. 

2, Aditividad. Si S y T pertenecen ax/ r 5 U T y $ n T tambien pertene- 
ten a s/. y se iiene r(S \J T] = r(S) + t'(T) — v(S n T) . 

3 , Propiedad de la diferenaa. Si S y T pertenecen a rJ s iendo S £ T t 
T — S perteneee a -«/ y se time vi T — S) — v{T) — c{5), 

4, Principio de Cavalieri, Si S y T son dos s&tidos de Cavatieri pertene* 
denies a .r/ ides que a(S n F) <; a{T n F) para todo piano F perpen- 
dicular a una recta dad a, entonce s r(S) < r(T'). 

5, Flection de escalti. Toda cajja B pertenece a x/ . Si tos lados o aristas de 
B tienen longitudes a t b y c, se tiene que v{&} — abc . 

6, Todo conjunto convexo pertenece a .r/ . 

El axioms 3 asegura que el eon junto vaeio 0 perteneee a ,c/ y tiene volumcn 
cero. Puesto que r(X — S'.) ^ 0, el axioma 1 tambien implica la sigu rente propie- 
dad de monotonia: 

HSl < ®(T) t para con juntos S y 7' de ,vt tales que S £ T. 

La propiedad de monotonia, a su vei, nos muestra que todo conjunto piano aco» 
tado S de x/ iiene volume ft cero. Un conjunto piano se Hama t icotado si es un 
subcon junto de un ciertp cuadrado en el piano. Si const detamos una caja 8 dc 
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altura c que lenga c$e cuadrado coino base, emonecs S ^ B de mode que tenemos 
r(S) < till) = (fc, sienda a la longitud de tad a lado del quadrado de la base. 
Si fuese r{S) > 0, podrfa lomarsc c de modo que C < i\S)/a s , en con trad ice ion 
eon 3 a desi gn aided r(S) < a*t\ Esto demuestra que r(S) no puede ser positiva, 
eon La que p(S) = 0„ eomo &e afirmo. 

Obsdrvesc que el principio de Cava fieri ha sidy es tab lee (do en forma de 
design al dades. Si uiS nF)=aiT ^ F) para todo piano F perpendicular a una 
recta dad a, podemos aplicar el axioms 4 dos voces para deducir e(S) < vtfl y 
i(T) <; (:■($), y se tiene por tan to t"{T) = v(S). 

A continuation demos tramos que el volumes de un solido cilfndrico es 
iguat at area de su base multiplicada pur su altura. For solido cilmdrico enten- 
demos un eon junto congruente a un conjunto S de la forma 

S = (U f y, r)| t v, v) g & t a <, z <, b ] , 

siendo B un conjunto inedible piano v acoiado Las areas, de las seccioncs de S 
perpend icul ares a I eie z determinan una funcidn e 6 , que es el 4rca de la seccidn, 
y que lama el valor constantc a{B) en el iniervalo a ^ z b, y el valor 0 fuera 
dc el. Se denominara t unci or. area seeeicmal a la funcidn tf s . 

Sea ahora T una caja euya fund on urea seccional fir sea igual a a Hr El 
axtoma 5 nos dice que v(T) = — fit. siendo a(B) el 4rea de la base de T f 

y- h — a es su altura, El principio de Cavalieri establece que r(S) = de 
modo que el volumes de S es igual al area de su base. a{B) f multiplicada por su 
altura. b — a. Observese que a(B)(b — fi) es la integral de la funeidti en d 
intervalo [a, b]. Die ho de otrp modo, d volumen de un s61ido cilfndrico recto 
es pal a la integral dc su funcidn area de ia seed on. 

= | Jj tiz . 


Podemos extender esta formula a soli dos de Cavalier ii mas gene rales. Sea R. 
un solidu dc Cavalieri tern see chines medibles perpend it ulares a una recta dadu 

L. Con side nemos un eje tie coordenadas eoincidente eon L (llamado eje «), y 
sea aniu) cl area de la section produeida por un piano perpendicular a L en el 
pun to u. El volumen de Ft puede cal eul arse con el teorema siguiente, 

teokema 2.7. Sea R un solido de Cavalieri de .«/ euya funcidn arm sec- 
cional or, sea mtegrabie en un iniervalo [a P &■] y nuta fuera del mismo. En tales 
condicianes el volumen de R es igual a la integral del area seccional: 

iiR) = | ' a Jujdn . 

J n 
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Algunas, aplicaciones de hi integration 


Demostracidn. Elijamcs funciones cscakmadas $ y f tales que s <Z a ti < / 
en [a, b] y de fin a mo* $ y t como nulas fucra de [ 0 , f>]„ Para cada subintervalo 
de [a, b] en el que s sea eons tame, podemos imaginar uti sdlido cilindrico (pot 
ejemplo, un ciljndro circular recto) consiruido de modo que su area seccional 
en esic subintcmlo tenga el mismo valor const an re que s, La reunion de esos 
cilindros sob re Ios intervulos en Ios que s es constants es un s5lido S cuyo vo- 
luraen r(S) es, por 3a aditividad. igual a 3a integral Del mismo modo, 

exists un sdlido 7\ una reunion de ctlindros, cuyo volumen HT) — j*i(u)du. 
Pero Os(u) ~ s(u) ^ djt(u) ^ ^w.) = dr(u) para iodo u de [a, £], de modo que 
el principle de Cavalieri implies que l [S) <, i(R) £ v[T). En otras pakbras, 
Ktf) satisface las de&igualdades 


I b s(u) du <j HR \ < I dd) dn 

■•a ■'■a; 

para lodas las funciones eseatonadas s y t que sat is keen s <i as £ t en [a, h]. 
Puesto que % es in leg table en [tf, &] t results que i{R) = |* a^u) du. 

EJEMPLO. Volumen de un solido de revolution. Sea / una funcidn no 
negative e Intel ruble en un intervolo [a, 6], Si el con junto de ordenadas de esa 
funcidn gira alrededor del eje X, engendra un soli do de revolution. Cada seceidn 
determinada por un piano perpendicular a 3 eje * es un disco circular. El area 
del disco circular correspond] ente al punto x es Tr/ J (jr) h siendo f-(x) el cuadrado 
de /(*•), Por eonsiguiente, gegun el tcqrema 2.7, cl volumen del soli do (si el 50 - 
lido pertcnece a oaO es igual a la integral J * Trf-(x) dx, si 3a integral exists. En 
particular, si fix) = \ r’ J — jr para — r < x ^ r, el cunjunlo de ordenadas de / 
es un disco semicircular de radio r y el sdiido engendrado es una egfera de ra- 
dio r. La esfera es con vex a. Su volumen es Igual a 

I nf\x) dx — w : (r* — .v 2 ) dx = 2tt I r (r 2 - x 1 ) tlx = ti 

’ r . r J{| ' 


Con mayor general! dad, supongamos qtte disponemos dc dos fund ones no 
negatives / y g que son Integra bles en un interval 0 [a, tb] y que satisfaeen f <, g 
en [a* 6]. Cuando 3a region enire sus gralicas gira alrededor del eje x, engendra 
un sdiido de revolution tal que cada seeeidn producida por un piano perpendicu- 
lar al eje x en el punto x es una corona circular (una region 1 intifada por dqs 
cireunfcrcnctas coneeniricas) con area — irf-lx). Por consiguiente, %i | J -/* 

cs intCgrable, cl volumen de die ho sdiido {si la I sdiido pertertCce a„c/) vie no dado 
por la in ice ml 

I -/”(*)] w*. 

2, S 1 E je rc i ci os 

L Aplieir In iriieeraci^n pard t picul bt cl volumen de un tuiio circular rccio engendrado 
hiiLicildo j^irir alrededor del eje .v |a grafica de la futlfion f duilu por /tv t - av en -J 
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illlcrvalo 0 < x S h. De most rur quc vl rLsoltado cs el prodliclo (lii Ult terem ilo-l jr&i 
de Ij base pur la a! turn dd conu. 

Lsi cud a imo de loss Ejerdeios del 2 <il 7, ealcylar el vulumen del soli do en^emlradu til 
girar el eonjurtO de urdenadas de la flHk on / J >0 bit lI inlcrvub indiesdu. Dibllpr cudti UTU> 
de I os ton juntos de ordenadus. 

2. f{x) - \ I, 0 < * <, \- 5, fix) - Sen .r, 0 < .v < it. 

y. fix ) - .x i: f 0 i -v £ 1, 6. f\ X) - ttK A\ D < V < «;2, 

4. fix) = X-. —I ^ X < - 7. fix) * sen ,r + cos c, 0 < .v ^ r. 

En «ada uno de los tjcreicios $ al li. dibujar to region emre Ian gmlkat de / > g y 
tabular el vo lumen del sdlido obLCilido al giriiT die ha region olretiedur del uje x. 

5. f(x] w Vr, “ I, Q<x£l, 

9. fix} - \ x i =xf O^x Sl- 

id. fix} = sen x. gixi ■ cos a, 0 £ x S^jA. 

I L. fix) - \ 4 - k, jf(.v| = 1 , 0 < t < \ 3. 

12, Dibujar las grulie&s dc / (.r> ■ \ i > «fr) = .v;'2 ui el interval® (0. 2 1. Ha I lor un nil- 
nicru l, I < t < 2, de mod® quc cuuuiJo la region fill re Ills grille ut dc / y g sub re e] 
interval® [O.ll giro alrededor del oje x, engendra on stolid® <lc revolution cuy® volumcn 
cs igual a *<'/$. 

15. iQuc VQliimen de material sc quim de una eslera de radio 2r cuando a atraviesa con 
an taladru, f o rman do un agujero eentradei de radio , r ? 

)4. Un servillclero sc obiiene grain icund® un Sgujcro dli nd r ico <5® una eifora de niodo que 

cl eje dc nquel pasc por el centra dc estu. Si la longitud del aguiew es 2h. demoHiiar 

quc cl volume® del servilSctero cs mriy*, siendo a un mimero rational, 

15. Un 5 *i 31 i (Ju ticnc una busy circular de fudio 2, Coda see e ion pivducidtl pur oil jilulin 

perpendicular a yn diameiTO lijes os mi triuiigulo t-quiliiero. Caleutar el volumen del 

sqltdo. 

lb. I .as Kcudoncs trsmsv eriiaLs dc un soli do por pianos perpe nd ipu I u re s . ■ I eje x son l-bii- 
drados con eenlTOH cm dicbo tic. Si al eor-tar p&V cl piano perpendicular en el pimlo dc 
alj.Kgis,a x, sc obliene un guadrado cuvo lades us 2 a*-, sc Lrula de ball hi - cl vOililllCn del 
sdlido etttre ,v “ (1 v x — a. Dibujar un esquemu. 

17. Ha liar cl vnJumcn dc un sdi<lo cuya setci6n iransvei-sal por un piano perpendicular 
at eje x iicne Je area m.v* + bx + c pure cad a x del inter valo 0 < x < h. bx press r cl 
volumcn cji limeibr de las ureas H. . AJ y W r de tus sweione » transvestite eonvspuai- 
dientes a x — 0, ,v = h/2 y x = h, respire LivaracTne. Lti formula que results se tonoec 
por formula dt'l ptbmutoide. 

18. Dibujar un esquema d« la region del pDrio xy fwrttMuU pot lodos las puntos (jr, y> que 
^atisfacen hs dcsigualdades simutlancas 0 S x i 2, J.v j < y < I. 

Caleulnr fl volumcn del $5lido oblcnido haciendo pirwr esta region; al ulrcdedor del 
eje XL bl ulrcdcdor del eje y; c) alrcdedor de la vertical que pasa por (2,0), d) de U bu- 
rizontul que pasa por (0, II. 


2.14 ApiiCMcion dc la integration al conoepto de trabajo 

Hail a aqui nucstras aplieacionts do la integration ban sido a los concept OS 
gcondlricos de area y volumen. V Elmos ahora a comentar una li plica cion al con- 
ccptfl fisico dc trabajo. 
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Algunus uplicariones de la integraci&n 


Trabajo es una medida de la energia consumida por una fuerza al move? 
una particula de on punto a otro. En esta section con side ramos el case mas sen- 
rillo, el movimicrtto rcctih'neo. Esto es, suponemos que el movimiento se efeetda 
a lo largo de una recta (que se toma como eje x) desde un pgnto x = a, hasta otto 
x — b t y tambkn que la Fuerza actua a lo largo de es?a reeta, Admitirtios que 
a < b o b < a. Siiponemos ademas que la fuerza que actua sobre la partfcula 
es una funcidn de la poskidn. Si la particula est4 en x, designates por Jf(jt) la 
fuerza que actua en ella, siendo fix) > 0 si actua en la direccitin posiiiva del 
eje x, y f(x) < 0 si lo bace en sentido contrario. Cuando la fuerza es constant®* 
por ejemplo fix) = c para todo x entre a y b t definimos el trabajo efectuado por 
/ eomo el numero e m {h — a): la fuerza multiplicada por el desplazamiento. 
El trabajo pucde ser positive o negative. 

Si la fuerza esta medida en dinas y la Lancia en. centimetres (sistema og$),. 
el trabajo se mide en dinas por centimetre. Una dma*ceniimetra de trabajo se 
llama erg, Si la fuerza se mide en newtons y La distancia en metros (si sterna mks),. 
el trabajo se expresa ert newton por metro. Un newton-metro de trabajo se- llama 
joule. Un newton equivak a 10‘ dinas + y un joule a 10 T erg. Si la fuerza se mide 
en libras y la distancia en pies-, medimos el trabajo en tihrm-pie. 

eiemplg. Una piedra de 3 libras de peso se lanza hack arnba a lo largo 
de una recta, hasta una altura de II pies y vuelve al suelo* Tomamos el eje x 
a lo largo de la tra vector ia y orientado posit ivamcntc hack arriba . La fuerza 
constants de la grave dad actua hack abajo, de mo do que fix) = — 3 libras para, 
cadcr x, Q x ^15, El trabajo efectuado por la gravedad al mover La piedra 
desde, por ejemplo, x — 6 pies hasta x — 15 pies es — 3 - ( 1 5 — 6) = — 27 li- 
bras-pie. Cuando la misma piedra cae desde x = 15 pies hasta x = 6 pies, el tra- 
bajo efectuado por la gravedad es — 5(6 — 15) = 27 libras- pie, 

Supongamos ahora que la fuerza no sea constants si no quo sea una funcidn 
de la posicidn definida en el intervale que one a y b. iCdmo definimos el trabajo 
realizado por / al mover una particula desde a hasta b? Lo harem os eomo para 
el ^rea y el volume n, Eslablecemos ciertas propiedades que vienen impuestas 
por exigenciag fisicas. Se demuestra luego que para cualquier definicidn de trabajo 
con. esas proptedad.es, el trabajo realizado por una function fuerza integrabk / 
es igual a la integral J* f(x) dx. 

pbopiedades f unp a m emtales del trabaio. Designemos con WJit), el 
trabajo realizado por una funcidn fuerza f al mover una particula desde a hasta b, 
Tal trabajo tiene las propiedades siguientes; 

1- Propiedad adihva. Si a <o< bJV^f) = iV'tf) + W'Jf). 

2, Propiedad mondtona. St f £ g en [a, 6 ], W h n { f) <, W*(g). Em es, una 
fuerza mayor realiza un trabajo mayor . 
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3, Formula elemental Si / es constants, por ejemplv fix) = c para todo x 
en el intervale abierfo (a, b), = c - {h — a). 

La propiedad adiliva puede extenderse por induccibn a cualquLer nfimero 
finite de intervales. 

Esto e$ t si a = x 0 <*!<...< x H = b t se tiene 


K(f ) = 2 w t . 

e 1 

siendo Wk el trabajo realizado por / de$de , a xtt- En particular h si la fuerza 
m una funcidn escalonada s que tenia un valor constants s* en el interval a abiet- 
to Cx£- Vr **}, la propiedad 3 establece que W j, = "(ja — * 4 _ L } S con lo que 

Wfc) = Js* ■ f-r, - “ | *s(x) dx , 

i* i '* 

Asi pues, para funciones escalonadas, el trabajo sc esc press come urns integral. 
Es facil demostrar que esto es cierto en t&sm mis generalts, 

teoreha 2.8. Supongamos que el trabajo se ha dejmido para una dase 
de funciones fuerza / de mod o que satis faga las propiedade s l t 2, y 3. El trabajo 
eject undo entonrpg por Jim funcion fuerza mtegrable / at mover una parilcula 
di'sde a hast a b es igual a la integral de f, 

W-t (/) ■ f'/M dx . 

■4 

Demostracidn. Sean s y t dot funciones e sea Ion ad as que sat isf seen 
•t <tf < 1 £n IX b]. La propiedad mondtona del trabajo establece que 
w:p) £ WXf \ £ W*{t). Peit> W$s) - £ six) y »» * Si «*) d.v, de modo 
que el numero saiisfaee las desigua1dad.es 


P sfx) dx <, <(/ l < f>*)<»X 

'If 


para todas las funciones escalonadas s y t que satisfacen s <j f <. t m [a, 6]. 
Puesto que / es integrable en [a, b], results que — £/{vl dx. 


tu’&ta? Machos auiorts dtfiiuu rirnplemittle el trabajo tomo k ifttegral de k fun- 
«6n fuerza. La anterior di&cusidn puede eotui-denne canto una jeslifieicidn de tal de- 
finicibn. 
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ttptk’iic'ionea de hi iniegmcidrt 


LfJ ME'io, Trubitjo Jtecesarw ptira estirur im muette, Supongpmos que la 
fuerja j(x) neccsaria para cslirar uei muellc dc acero una bngitud x mas alld de 
su biigiluil natural cs proportional a a (Ley de Hooke). Coloqucmos i! cje x 
a Jo largo dd uju dd mudlc. Si la fuerza de trace bn aclua an la tlirecdon posi- 
tive dd eje, ten emus /(..¥> = ex, en donde la cons tame de iraccidn c es positiva. 
(HI valor de c puede determ inarse si. conouemos la fuerza fix) para wn valor 
particular de x -t- 0.) El irabajo precise para estirar el jtiuelle una longitu-d a es 
fix) dx = /,! cxdx ~ ca*/2, quo es sin numerti proportional al cuadrado del 
desplazamjento. 

En el Vu lumen II y mediant© las integrates de linea se cstudia el trabajo para 
movimicTtfos a lo largo de curvas. 


243 Ejercicfofi 


tin las Ljcj'L'icios i y 2 se supone que Li fuerza que acido sohi-c cl tesni-ie eihcdccc la 

ley de Hooke. 

1. Si una fuerza dc 10 libras alarga un muelte elastic*) I pulgada, ( ',qu<S trabajg se realiza al 
alar-gar d muelte I pie 7 

2 . Un mudle lierw rornialmenlc la longitud de 1 metro. Una fuerza de 100 newtons 
lo comprint: hastu 0,4 j.CuantOs joillesde LtabafO se precis an para cOrtlprimirlo hasla 
la mitud dc $|i IciTiailud normal? ^Cuul es la lurigilud del in nulls cuandu ya. se ban rca- 
li/. J.- 20 joules dp trubajo? 

Una parLiculu sc mueve a Id largo del eje x medial] LC una fuerza impulsdrU 
fix) — lx* + Ax newtons- L'alcuter cuailtus, joules de trabajg se milixim con esa fuerza para 
trasladur la panicula a) desde x = 0 Kasl a x = 7 m; ti> desde .v — 2 m hast a ,v = 7 m. 

4. L'na partieula se tnueve a Ig largo del eje x mediants ttna fuerm impulsOra dada por 

/(.v) = dX" + bx dfniis. CajeuLar u y h dc medu que >e preeisen l HX) ergs dc Irahsjt) para 
desplazitr la piirtfuula 10 cm a purlir del o-ngen, si la fuerza es dc b5 dirtas cuundu 
x — 5 em. 

5, Ln cable de 50 pics dc longiud V 4 libras* de peso pur pic pende dc un Lurnu. Caleutar 
el Lrabaju mikado ul cnrolLar 25 pies de cable. No fim side ru r mas fueizus que la 
grave dad, 

6. Resolver et Ejercieio 5 si se Liidga un peso de 50 libras en el extrema dd table. 

7, Ln peso de 150 libras se fija en un extreme) de uria cudera tuyo peso cs dc 2 libras, 
pur pie, InjciaJmentc el peso se suspende loti 10 pics dc Cade rta satire cl horde dc un 
cdilkiti dc 100 pics de ultura. Con^idt-ramlo solo la fuerza de la pravedad, calcular cl 
t rahti jo Katiwido cuando el peso sc baja htislci una posicion dc 10 pit-s sob re el suelo. 

S. Hn el ejcrcicio 1 , siiponcr qttc In cadcua solo tionc 60 pies de fongitiid >• que cl peso 
v In caikiui se dojEin tacr if suelo, part tend o de la mi sum posidon ini rial que i riles. 
Calculi r el Irabu jo reulizadi? por lit fuerzu de fti gravedad cUundu el peso LiteaiUu el suelo. 

4 Seu V'iy) el voltaje riucesario para sitUiir una car pa q en las piaeas de tin COndensador, 
I I (rabajo OeeesLiriu para curgur urt condensador desde y — tf basta q — b se define me- 
iliante la integral ^ Viqjtlq. Si cl voltaje cs proportional a la e-aiga, JeniosLrar qtie el 
nabajo realizadt) pirni siiuar una eurga Q els un cundensadur de>eargadu es IdllHLO. 
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2.16 Valor medio de una I uric ion 

En d try ha jo eicntifieo cs noeesarto coti freeuencia rcalizar variss mcdicio- 
tie$ tn tondiciones semejantea y catoular lucgo el promedio o media eon to idea 
■de rcsumir los datos. E listers muehos tipos utiles de promedios, el mas corriente 
cs la media uritnwtiea. Si a u a.,, , . , , a r . son n niimeros re ales, su media aritme- 
tica J e$ta definlda por la i guy Id ad 


( 2 , 17 ) 


, 1 V 

n — ■ ^ 


a, 


n 


£ ] 


Si los niimeros Qk son los va lores de una funeidn / en n punt os distlntos, por 
ejemplo at = }(xt), el mime to 



es la media ariimiHtoa dc los vnlores , }{x„). Podemos extender este con- 

cept© al calculo dc un valor medio no solo para un niimuio linito de va lores de 
f(x) sino para tod os las v stores dc fix) at reporter x un intervals La dermic ion 
que signs nos sirve para olio, 

DF.E : IMC10N DEI. VALOR MEDIO DE UN- a F'UM ICJN f.n UK ISTERVALO, Si f es 
integrate en un inter vafa [ a , ft], definimos Atf), valor medio de / en [a, i?J, 
mediant e fa formula 

i r 

( 2 . IK) AiJ ) = I J‘(x)dx . 

ft — a , j 

Cuando / cs no negativa, e$ta IdrmuJa tienc una interpretation geometries 
scncilla, Pucsta en la forma {b — a)A (/']=/,,'/(. vj d.x, csiableee que el ree tan- 
go lo dc uliura A{f) y base [a, ticne b jritorria area que cl con 'junto dc or de- 
lta das de / sub re [a, ft?]* 

Podenios ahora demos trar que to formula (2.]&) cs en realidad una extension 
dd concept© de media antmetica, Sea / una funcidn escalonada que es cons- 
tants en cada uno de los subin ter vales de [a, ft], ©bum id os al dividirlo en n 
partes igualcs. En particular, sea xi — u + k\h — tr)/n para Jt = 0» 1, 2, ., M n, 
y supongamos que fix) = f{xn), si ,\m. _ , < x < xy. Emonces sera xy — xy = 
= (ft — a)fn, con to que se l tone 



Copyrighted material 



146 


Aiguna s apiicucipnes de lo integration 


A si pues, para fumdones escalonadas, el promedio A{f) coindde eon la media 
aritmdiea tie )o$ valores /(«,)„ . . . , /{ x„) tornados en los intervales en Los que la 
funcidn es constants. 

Con, freeuencia se griilizaii medias aritmetkes ponderadas en lugar de las 
mediae. ar it me Liras ordinarias (2,17), Si ns, w a , . . . f w„ son n nnmenos no nega- 
tives (llamados pesos), no todos ccros, la media arilmetica ponder ada a de 
a it a tt .. . , a... sc define mod [ante la fdrmtila 

n 

2 

- j- ■ i 

a — — . 

n 

2*. 

Cuando los pesos son todos iguales, este valor coincide con la media aritmitica 
or d inaria. La extension de este concepto a las fpneiones integrsbles vicne dada 
por la formula 

f Mx)/Lv)dx 

(2.19) 4(/.l = ^ 

| Mx) ax 
Ja 

siendo w una fane ion peso no negative Lai que ,R "U) dx ^ 0. 

Las madias ponderadas son muy utilizadas en Fisica e Ingenieria. Por ejem- 
plo„ consideremos una varilla recta de longitud a y hecha con un material de 
densidad variable. Coigqucmos fa varilla a la largo del eje x positive con un 
extreme en el origen 0, y designemos con m(^) !a masa de la porcidn de varilla 
dc longitud x, medida desde 0. Si m(*) — ft p(t) dl para una cierta ftincidn inte- 
grablc p que se llama densidad de ma&a de k varilla, Una varilla uniforms ticne 
un@ densidad de masa cons La tilt, La integral j'u xp(x)dx se denornina. cl primer 
momenta dc la varilla en torno de 0, y el emfro de gravedad e$ el punto cuya 
coordenada x es 

if® 

J a xp{x)dx 
I "pUI dx 

Este es un ejemplo de media ponds rada, Hemos promediado la funqidn distanda 
fix) — jc con la densidad dc masa p como funcidn peso. 

La Integra! Ja ar> dx se llama segundo momenta, o momenta de inertia, 
dc h varilla en torno dc 0, v el numero positive r dado por la formula 
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el radio de giro de h varilla, Ho este ca§o P la funcidn promediada es el cua- 
drado de la funcidu disrancia> fix) = x \ con la mass de densidad pcomo funridsn 
peso, 

Medeas pooderadas pared das a dstas tambien se present an en el Caleulo de 
probabilidades en el cual los conceptos de espemtiza y variama juegan el misino 
papel que el cemro de gravedad y cl momento de inercia. 

2.17 Ejjcrricios 


Eh Bas Ejertieios del 1 a I 10. calc-alar el 
imervalo eoriespondienie. 

1 fix) = x 2 t a <, x <> b- 
1, f{x\ = x 1 4- ,v\ 0 < .v < 1- 

3. fix) = x'"K $£x<,4. 

4. f{x) = xU\ 1 ^ -v < 8. 

5. fix) « sen x, 0 £ x <" ir/2. 


promcdio 4(/> para la fcmcidh dadii / en el 

6. f(x } = cos jc, — wj2 <L x £ n(2. 

7 . fix) = sen 2x, 0 <; x <, ™(2. 

ft. fix) = sen x cos x, 0 <, jr £ it/4. 

9. f{x) =5Ch 2 X, 0 <, X £ ir/2. 

10. fix) = cos* x* 0 <, x 5 jt. 


It. (a) SI fix') = jf ! para 05 ^ £ a, hallar an numera e que saUEfajja 0 < c < a y ifl] 
que /(c) Lgual lsI pramediu de / en [U, uj. 

(bj Resolver la parte (a) si fid) — r" slender r un cnlero posilivu LuulqoiLTs. 

1?. Sea 7l*> — jc* para 0 :£ x :£ l. El valor medio de / en [0.1 ] es Hall&r uns fimeidn 
peso no ncjiativu ll 1 IliI que la media poodcruda de / en [0, lj, delmida per 12,19) sea 
(a) | , lb) :. (c) 1 . 

IS, Sea A)/) el promedio de / en el intervale [w, b], Dcmosirar que tiene las propiedades 
sigmentes; 

(a) PrepkefatJ adit ivti: A(/ + g) =. A{f) + ^(j), 

t b) PropcL’dad hotnag&neu: A{cf) — cA{f) si c es un mimero real cualquiera, 

(c) PrOpiedad monbtOmi: A{f) < A)j) si / i' g en [i, 6 J. 

14. i Guiles de la; propiedades eitada; en el Ejerzicio H son validai para las media; ponde- 
radas definidas por (2.19)? 

15, Designemos por A^U) el promedio de / en el intervata [«, b]. 

(a) Si a < c < b, demoslrar qwe essste un numero t que sasislace 0< f < 1 tal que 

A^(f) — iA'(f) + tl — As i pues. A^(J) es una media aritmeiica ponderada de 

fp i Kip. 

(b) Demoslrar que el rcsultado de la parte (a) rambidn ei vilido para median ponder* 
das 6 qjtto las, deftnidas por S2J9), 

En eada uno de los Ejercicios del 16 al 21 se hace referenda a una varilla de lonjjitud L 
situada en el eje x con, un extreme en el origen. €on la densidad dc masa p que se cita en 
cad a easo. calcular (a) el centro de gravedad de la varilla, (b) cl momento de inercia 
en tomo al origen, y ic) el radio de giro. 


16. fix) = t 

17. pix) - 1 

18, p{x) m X 

19, |o( r r) t=± x 


para 0 <, x 
para 0 <, x 
para 0 <, x 
para 0 <j x 


£L, 


L 

£ 2' 

K a "} 

<L, 


L 

*v 

plv) 


L 

2 para - < jc ^ L. 


L L 

- parsi - ^ v < L, 
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parji 0 <1 ,r < L • 

L L* L 

para 0 £ x < - , pU) = J P B *» j £ x ^ £ " 

22. l.>cl«iniinsir uru den m dad di.* masa p dc riiodo que cl centra <fe Rravedad de uru van] la 

dc laiiRitud 1. qiiudc siluado a mla d inane ia Li 4 de un cxUvmo (K* la Varilla. 

23. En on (iiciliro clcdri'co, cl vufuijc e(f) cn cl liettipo I vifilO dado par la formula 
rtr> = 3 sen. 2t. Calcwlfr: U) cl volaije medio en el interval u de ciempo [0 ,tt/ 2]: tb) la 
media coadr(tica del vollujc; <$Ui es, la rai£ cu&dirtidii del prutnedio dtt la fimeicin a- 
en cl ini c rv alo 10, rr/2], 

24. F.n un d relate clcctrico. cl vuliaju r(t> y la irumaidad dc La coriicrtc j'(f> vienew dados 

pot' las formulas e<f> = 1611 sen i, i(/l 2 sen (J - t/ 6>. L? poiend* media sc define 

pur lu form Lila 


21; pix) = x® 


3 

T 


'T 

U 




vigil do T cl period® del voltaic v dc lu inicnsidad. Dclcrminar T y calcut&r fa polencia 
tncdifi. 


2,18 La integral eomo funcidn del limile superior. Integrates indefinidas 

Suponemos cn Cbla section que / <?s una funcion tal que la integral .1?. /(f) dt 
existe para cad a x del inlcrvato [a.t]. Mantundrumos a y f ftjos y es India re mas 
esia integral coma ana fundon de x. DesEgnamos el valor de la integral con A(x), 
u)n lo que 

i2.:Q) = j /If) dt si a <. X < b , 

■fl 

Una eeutiddn como csla nos permite construir una nuev* funcidn A a partir dc 
una funcidn dad a /; el valor de A cn cada punto de [n, b ] cs el determinado por 
{2,20). Algunas veces esta funcidn A se dice que es una integral mdejinida de / y 
sc cbliene a partir de / por integration. Decimos una integral indefinkia y no la 
integral indefinida porque A tambien depends del 1 unite inferior a, Valorts dis- 
t infos de a nos conduciran a fund ones A di stint as. Si uiilizamos un nuevo If mile 
inferior, por ejcmplo c, y definimos otra integral indefinida F mediante La ecuacidn 

F{x\ - |" 

■ i 


la pro pied ad adhiva nos dice entonccs que 


Aix) - F{x) 


i ' /( i ) dr - T f'l. it 

-J a J c 


: /( 0(1 ‘ . 


uric 
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y per lanio la diferencia A(x) — Fix) es independents de x, Pot tanto dos inte- 
grates indefinidas cualesquiera He la misma funcion difieren tan sdlo en una cons- 
tant!: (la consLaiue depends: de la cteceidn do a y c). 

Cnatido sc conoec yna integral indclirtida do /, el valor de yn.a integral como 
.1.': /(f) dt puede calcularse por simple subtraction. For cjcmplo, si n es un entero no 
negativo, lenemes la formula del teorema 1.15, 



.n-1 


n + 3 


y la propiedad aditiva implies que 

If * p f ° ■ 

V' dt - i" ill - f n di - — — 

JhJ ^|J JO f| + I 

En general, si Fix) = J* f{t)dt r so tien? 


( 2 . 21 ) 


1/(0 dt = l ‘ /(')./( - t 7(0 dt = F(b) - FM 


Una election distinia de c altera sola men te F{x) en una constants; esto no cambia 
la difcnlneia F{b} — F{a) t debido a quo la eonstantc dcsaparfice en la substraoetdti. 
Si utilizamos el simbolo especial 

f(*h: 

para designer fa diferentia Fib) — F(a), ia igualdad (2.2 1 > puede ponerse en la 
forma 


i'fixUtx - = F(b) - FUt). 

Lx iste, natural monte, una relation geomtirica pnuy simple entre una fun- 
cion / y sus integrates indulimdaa. En la figura 2.15(a) se represents un ejcmplo 
en el que / es una funtion no negativa y el numero es igual at area de la 
region sombreada situada por debajo de la grafica de / desde a hasta x. Si / tom a 
va lores positives y negativos, como en la figura 2.15(b), la integral A(x) da la 
suma de las areas de las reg tones siluadus por encima del eje x disminuida eti 
ia sum a de las areas situadas por debajo del mis mo eje, 

Muchas de las fund ones que aparecen en di versa s ram as de la c tend a sc 
presen tan exact amente en csta forma, como integrates indefinidas de otras fun- 
ctonev. Esta es tina de las ra zones por las que una gran parte del Calculo esta 
dcdicada a] cstudio de las integrates indefinidas. 
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Algunas isplicaciortes de in integration 


A veces una propiedad particular de / im plica una correspond] cnte propiedad 
de la integral {ndpfinida, Por ejerap]o + si / es no negativa on [a, b~\, la integral 
indefmida A es erecicnte* puesto que sc tienc 

A(y) - ^(.v) = I Vco df - f*/(0 dr or I W f(t) dt> 0 , 

•fa * U * i 




Fiw#a 2,15 Interpretation geometrical tie la integral indefinida. 



2 2 


(a) Funci^n convtsa (b) Funcitfn cbncava 

Figuba 2.16 Interpretation geometries de !tt concavidod y convexidad. 


siempre que a ^ x <j b r Imerpretado gcomcirLcamCdte, esto signifies que el area 
limitada por ]a gralica de una funeion no negative de a a x no puede ser dec re - 
ciente euando x aumenta. 
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La integral com# fimcidu del limit? superior. Integrates indefinidas 15! 

Vamos ahora a con side rar otra propiedad que gcomctricamente no es tan. 
cvidente. Supongamos j crectenle en [e, &]. Podemos demostrar que la integral 
indefinida A tiene una propiedad que se llama convtixidad. Su grafica se curva 
hack arriba, coma se ve en la figura 2.16(a): esto cs r la cufifda que une dos 
puntos cualesqtiiera dc la curva qucda sitrapit por ertcima del arco. Una defini- 
tion analilica de convexidad puede dar.se eomo &igue. 

DEFIMCldN DE FLIMCIQN CON VEX A. UtM flMCiott g Stf llama COttMXa Ctl Utt 

intervale [a.b] si, emiesquiera que sean x e y de [a, if?] v para todo a ml que 
G < a < I, se tiene 

(2,22) x(s) < *£(.!-> + (.1 - siendc z = av + (I - *).v . 

Se dice que g es concave en [<?, b] si es vdlida la desiguaidad invertida, 
giz) ^ *g(v) + (1 - «)g(.v), siendo z = -ay + (I - . 

Estas design aid ades tienen una interpretacidn geometries sene ilia, El punto 
z — 3 tj? + (1 — i)r satisfaec z — x — at. v — _vl. Si x < v„ esc pun to divide al 
intervale [a, v] en dos subin lervalos, [r, z] y [,z, y ] , siendo la longitud dc 
[*» 2 ] el producio de la de [ x „ y ] por 3 . Cuando « varia de 0 a 1 , cl punto 
ag(y) •+• (I — describe el segmento de recta que une los puntos {x,g(x)) 

c (>', g(jc» de la grafka de g. La desiguaidad (2,22) establece que la grafica de g 
no esui nuncu por encima de aquella recta, l.a figwra 2.16(a) muestra urn ejemplo 
eon a = ^ Para una funcidn edneava* la grafiea nunca esti por debajo del seg- 
ments de recta, eomo se ve en el ejemplo de k figura 2.16(b). 

teorema 2 9. Sea A(jt) = Jf &t) di. Esta juncion A es convexu en todo 
intervalo en el qu? / es credent e f y concava si f es decreciente. 

Bemmtmcion, Supongamos } erecscnte en [er, foj, elijamos x < y, y sea 
z = ay + (1 — er)jc. Vamos a demostrar que A(i)^ a^fv>+ (l — Puesto 

que A(z) = (MU) +- U — nh4{z). es fo mismo que demostrar que aA(z) + 
H- (1 — ^ ^(y) + U - o que 

(i - *)im - A(X) 1 ^ *\My) - A(z )] . 

Ya que A(z) — ^t(jc) = f’ f(t)dt y j4(y) — A{z) = tenernos que demos- 

Lrar que 


( 2.23) 


(1 - a) /(r)dr£* 


lim 


di 


'riohi 


>rial 
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Atgimas aplkariones de la integration 


Pern si / es cneciente, se tienen las desigualdades 

AO si x£t<,z, y si 

Integrando esas desigualdades encontramos 

I’* /( r) dt £ f(z){t - x) t y f(z){y - z) < ( ’fit) dt . 

*x 

Pero (1 — &){z — x) = s t(y — z), de mantra que esas desigualdades nos dan 

( I - »)f7(0 di ^ (1 - a)/(z)(; - X) = */(=)(>■ - .-) S «J 7(0 * , 

L z 

lo que demuesira (2.251. Eslo prucba que A es convejta cuando / es cncciente, 
Cuando / es decreciente, podemus aplicar cl result ado que se acaba de demos- 
irar a — /. 

f-lEMi’LO. La funcidn cose no decreee en el intervalo [0, 77 ], Puesto que 
sen jf = |Jeos t dt, la grafica de la funcidn seno es cdncava en cl interval© 10, irj. 
En d intcrvaio [*, 2n], el eoseno erece y la funcidn seno es con vex a. 

La figura 2.17 represents otras prapicdades de las integrates indefiridas. 
La grafica de la izquicrda es I a del a funcidn parte eiltcra ,/(.*) = [x]; la dc la ijcre- 
cha es la de la integral indefinida Ai,x) = /' [t] dt. En aquellos intervalos en I os 
que / es constante, la funcidn A es lineal, Esto se express didciido que la integral 
de una fuitcidrt escalonada es ana funcidn lineal a trams. 



Figura 2.17 La integral indefinida de una funcidn tncalmtada ex una funcidn lineal a trozui. 
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Observes^ que la grafted de / esta f armada por segmcntos deacon ectados. HI av 
puntas en la g ratio de f en los que un pequeno :ambio en la * produce un 
Salto subito en el valor de la fund on. Observes^, no obstante, que la correspond 
diente integral indefintda no present a ial eomportamiento, Un cambio pequeno 
en x produce sdlo un cam bio pequeno en Por esto la grafica de A no es 
dlscontimia. Esto express una propiedad genera] de las integrates indefiridas que 
es la amlinuidad , En d proximo capitulo discutiremos con dctallo cl ctmceptO de 
conti nuidad y dcmostrarctnos que la integral indcfimda es siempre una funciSn 
continue* 


2.19 Ejerdelos 


Calcjldi Its integrates de loa Ejjetdeios 1. al 16, 


1. f (l + f 4 id dt. 

J o 

2. (‘"{I +1 + 

Jfi 

3. J*{1 +i 4 i 5 ) dt. 

4. - It 4 W)dl. 

5 . I 4 l)di. 

6. r*((* 4 l> z rfl. 

J r 

7. + \}di t x > 0. 

3. (r 1,,fl 4 r lrt ) dt t x > 0. 


9, j* cos / dt. 

J 

10- | " (4 4 tos 0 dt. 

%' 9 

*1T* 

11. (A -i.cn 1) dt. 

12. ) * (a 1 + sen 3«) du. 

Jil 

13. f V +*en 3v)dv. 

14. I " f sen a x 4 x) dx. 

|5. | | sen 2k 1 + COS-^ ji/w, 

16. |" (I 4 cos l) ! dt. 


17 . Hallar tod® J® v atones resiles de x tales que 

i J ((* - /) dr - if* - i 3 )^ 

J D O ! 

Dibujar una figure adeeuada c jnterpretar geontet riea men tc la igualdad, 

18- Sea f(x) s jr — [x] — | si x no « enter© . y fix) = 0 si x cs enter©. (Como de costom- 
fere, [x] nrpresenta cl mayor cntcro 5? x,J Dcfi Ramos una nueva tunc ion P dd mod© 
siguiente; 

P(.v) = | ^ f(i) dt para rod© teas x. 


eri 


(a) Trazar la grilfiea dc / correspond ieme al interval© [ — 3, 3 y dcm-nstrsT que / es 
periodica de period© I: /(x 4 1) = fix) para tod© x. 
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,i4Jgufia$ apti&iciones de /-a integracidn 


(h) Demostrar que P{x) = | (x 2 — x) r si 0 < x < 1 y c|u« P c% periodic* dc periodo L 

(Cl Expre^ar f(xS m futicififi de fj]- 

(dl Determinar una constanEe c taS que JiJ {Pi.t\ +■ tf) dt = 0- 

(e) Con la constants c de la parte (d) t sea Qlx) □* Jj(PtO + c)dt. Deinoslrar quo Q 
es periddica con periodo 1 y que 

«*>-?-? + fi si os * sl - 

19, D*d» wmi funcidn impar /, deftnida para todo valor de jk, con penodo 2, e integrable en 
cuffllquicr intervalo. Sea gix) = dl, 

(a] Demtsstrar que g(2rt ) ■= 0 para todo enlero n. 

(bj DenMsLrar que g es par y periddica. con perlodo 2. 

20, Dada u.na funcLuji par /, delinida para (ado x„ periddicu dc periodo 2,, e inlegrable en 
lodo inlerv&Ea, Sea fi(jf) = Jj dt, y portgarno* A =*(11 

(a) Demosirar que g es itnpar y que g(x + 1) - St-*) “ gi'2}- 

(b) Caleular g(2.J y g($) m funrion de A. 

(c) iPara qu£ valor de A scrl g periodica de period® 2? 

21, Dads® do® funcioncs f y g> integrates en cualquicr intemtlo y ©on las propiedades si- 

guientes: f « impar, g es par, }{5) - 7, /(0J = 0, gU) = A* + 5>, fix) g(()dt para 

lodo x, Demosirar que <£a> fix - 5}- - g(*) para todo x: (b| fUt dr = 7; 

(Cl Jj mdt =fi(0> - gix). 



material 



FUNCIONES CONTfNUAS 


3.1 Idea inluhiva de conlinuidad 

Este capitub trata d concepts die cent i run idad, una de las ideas mis impor- 
tames y mis fascinantes de toda la Matemitica. Antes de dar una definiddn rigu- 
rosa de contmuidad, comentaremos este eoneepto brevemente en forma intuit iva 
para oriental al lector sob re su significado. 

Prescind! endo del rigor podemos presenter d asunto ad: Supongamos una 
funcidn / que tietie cl valor /( v) cn un cicrto punto p. Sc dice que / cs continua 
en p si en todo punto proximo x el valor de la funddn fix) es proximo a f(p). 



a) Discon tinuldad de s-aito en cada entero b) Diicontinu id-ad infinite cn 0. 

FiCufU 3.1 Dos lipos da dht;ontmuidad. 

Oiro modo de expresar esse hedho, es el siguiente: Si x se mueve hacta p, el 
correspondiente valor de la funddn fix} debe llegar a ser tan proximo a f(p) coma 
se desee, cualquiera que sea la forma eon que x tienda a p. En lo$ valorem de una 
funeidn continua no se presen tan saltos bruseos como en el ejemplo de la figura 3,1. 
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La figura 3.1(a) muestra la grafka de una funcidn / defmida pcnr la ecuacidn 
fix) = x — [x], cn la que [*] representa la parte enters de x, En cads entero te- 
nemos lo que se llama una discorUinuidiid de mlto. Por ejempto, f(2) — 0,, pcro 
cuando x tiendc a 2 por la izquierda, j(x) tiende al valor 1. que no coincide eon 
f{ 2). Te nemos, por tanio,una diseontinuidad en 2. Observes^ que j{x) tiende a fil) 
si se aproxima a 2 por Is derecha, pcro csto no cs suficiente para establecer la 
continuidad en 2, En un caso como liatc, 3a funcidn &e llama continua por la de- 
reeha en 2 y discontinue por in izquierda en 2 . La continuidad en tin pun to exige 
la continuidad por la izquierda y por la derecha. 

Cuando empezd a desarrollarse el Calculo, la mayor parte de las fundones 
con las que se trabajaba eran continuas, y por tan to no se sent ] a la nccesidad 
dc penetrar en el signifieado exacto de continuidad, Fue ya entrado el siglo xvm 
que se presentaron algunas fgneiones discern tinuas en cones ion con di still tas clases 
de problem as ffsigos. En particular, los trabajos de |. B, 1- Fourier (1758-1830) 
sabre la Teona del caior, obligaron a los tnatematicos de principals del siglo xix 
a examinar cuidado&amente cl signifieado de los ounce ptos de fttncidn y continui- 
dad. A pesar de que el signifieado de la palabra « continue* parece intuitivamente 
clara a todo el mundo, no es lacil imaginarse cual seria una buena definiddn de 
esta idea. Un diccionario popular da la siguietue definiddn dc continuidad: 

Continuidad: Cu alidad o condition de ser conlinuo. 

Continue: Que ticnc continuidad entre las partes. 

Intent ar ap render el signifieado de continuidad taicamcnte a partir de estas dos 
delink iones, cs lo mismo que intentar apnender chtno eon solo un diccionario 
cbino. Una defitikidn matematica satisfactoria de continuidad, expresada entera- 
iticnte por medio de las propiedades del sistema de los numeros reale?, fue formu- 
lad a por primera vez en 1S2I por el matemMco francos Agustin- Louis Cauchy 
(17&9-I857). Su delink ion , que aun se da hoy dia, puede exponerse Ficil- 
mente por medio del concepto dc If mite que se introducira a coiuinuacion. 


3,2 Definicidn de limitc de urta fund bn 

Sea / una funcidn defmida en un intervale abierto que contenga un punto p $ 
si bien no debemos in si stir en que / este defmida en p. Sea A un numcro real. 
La igualdad 

lim fix) — A 

* -j 

sc Ice: «El Unite de fix), cuando x tiende a p, es ig.ua! a A » , o «f{x) tiende a A 
cuando ,v tiende a p » . Tambien se escribe sin el simbolo de I unite, conic sigue: 

fix) • * A cuando .v * p . 
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Este simbolismo implies la idea dc qtic fix} puede hacerse tan proximo a A eomo 
queramos, con ml que x sc elija suficiemeraente proximo a p. 

Nuestro objetivu famed iato cs desar rolls r el signs Ilea do de esios simbolos en 
f unc ion tan s61o de I os numeros reales. Lo haremos en dos. etapas. Inlroducimos 
prime to el cancepto dc entorno de un pun to, de spues delinimos los I unites por 
medio de los entomos, 

defikici6n de entorno de un' puntq. Cudquicr miervalo abierto que 
conienga un punio p coma su panto medio se denomina entorno de p, 

Notation. Designtuios los entomos con N{p), JV,(p) h etc. Pucslo 

que an entorno Nip) es un inter vale abierto simtHricti rcspccio a p t const a de 
todos los numeros reales x que salisfagan p — r < x < p + r para un cierto 
r > 0. El numero posit Evo r se llama radio del entorno. En Iugar de Nip) ponemos 
Nip; r) si deseamos especifkar su radio. Las desigualdadcs p — r < x < p -\- r 
son equivalctUCs a — r < x — p < r, y a x — p < r r A si pays, Nip; r) consla 
de todos los puntos jt, cuya distancia a p es menor que r, 

En la definicidn quo siguC, supOnemos que A un numero real y que / es 
una fane ton definida en un cierto entorno de un punio p (exception hecha acaso 
del rnisrno p). La funddn puede estar definida en p pero esto no interviene en la 
definieion. 


DemniciAn de lCmite de una ruNOON. El s imbolismo 

llm f(x) — A [o fix) A euando X -*■ p] 

X "*JJ 

signifies que para tod® entorno AM 4) exist? un cierto entorno N t (p) id que 
(3.1) f(x) e siempre que x r NAp) y x # p . 

Lo primero que se observa en esta definicidn cs que en ella intervienen dos 
entornos, NAA) y NAp), El entorno NAA) se cita en primer Iugar, e indtea cuan 
prdximo queremos que sea fix) a su limitc A. El segundo eniorno, NAp), nos 
indica lo proximo que debe estar x de p para que fix) sea interior a I primer 
entorno NAA). Lo eseneial de la definicidn es que, para cada NX 4), por pequenl) 
que mi, ex isle un cierto entorno NAp) que satisface (3-1). En general, el entorno 
NAp) depen deri del iV.tA) elegido, L r n entorno NAp) que sirva para an NAA) 
deierminado servira tambien* natural men to, para cualquier N,(A) mayor, pero 
puede no ser util para todo NAA) mas pcqueno. 

La definicidn dc limitc puede rep re sen (arse geomelricsmente como cn la 
ligura 3.2, En el eje _v esta dibujado un eniorno AM 4), El entorno correspond iente 
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Furtciones continues 




Figura 2.3 Exist* litti fix) = A, pcro 

X -p 

no dice ttada de / err p. 


Fici/Ra 3.5 / estd dejinida en p y 
Jim f(x) — f{p\ 7 de mattera que / es 
continua en p. 


N ± {p) se ha representado en el eje x. El rectangulo sombre ado consta de todos 
los pun los ( x,y ) para los cuales x € N 7 (p) eye JVi( A). La ddinicion de limite 
asegura que tod a la gratica de / correspond ienie al interval) N t (p) esta situ ad a en 
ese recta ngulo h salvo para el mismo punlo p. 

La defmicidrt de limite Lambien se puede forcnular tried iame los radios de 
los entornos Nj(A) y j V s (p). Es coslumbre designar el radio de Ni(A) por e (letra 
griega epsilon) y el de N r (p) por & (letra griega della), Decir que fix) e N,(A) 
es equivalents a la desigualdad j/(r) — A\ < t* y poner que x g N t {p), x ¥= p, 
es lo mismo que escribir 0 < [jc — p| < d . Por lo tan to, la defmicidn de limits 
puede tanibien ex pres arse a si: 

El simboh lira fix) — A significa que para lodo f > G k exi&te im & > 0 
tal que 

( 3 , 2 ) |/(jc) — A | < e siempre que 0 < \x — p] < A , 

Qbservemos que las tres igualdades. 


lim/(x) = A , lim (f(x) - A) = 0 , lim )/(*) - A\ - 0 t 

*-*'V x-p 
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sort equivalences. Esta equi Valencia se hace in an i fiesta tan pronto -conic eserL 
bamo« eada una de esas igualdades en la (crminologia de *. y ACM). 

A1 considerar limites cuando x -* p , convicnc a veces designs r la diferencia 
x — p con d micvo simbolo h t y hacer luego quo h -* 0. JEsto imp! tea tan solo 
u;n cambio de nmacidn, porque, como se comprise ba fScilmenre, las dos igualda- 
des siguientes son equivalences: 

lim fix) = A , Jim f{p + h) = A . 

EfEMPLO 1- Limise de una fimeion constants . Sea j ( x ) = c para todo x . 
Es facil demostrar que para todo p , te nemos Jim fix ) = c . En efecto, dado un 

x— p 

entorno Af,(c), la relation (3d) se satisface para cualquier N s (p) porque fix ) = e 
para todo x, cualquiera que sea JV ,(£?}, Con la notation de los limites, escribimos 

lim c = c , 

r-*# 

ejemplo 2, Limile de la funcion identidad . Ahora es fix ) = x para todo 
x , Podemos probar muy simplemente que lim /{*) = p . Para cualqiiiet entorno 

*— p 

NrXp) se loma NAp) = JV,(p)'- Enlonces fa re lad on (3d) se rcaliza irivialmente. 
Con la notation de limite, escribimos 

lint x — p . 

Los Mm ties « laterals » pueden deOnirse en forma pareeida, For ejemplo, si 
fix ) -* A cuando x -* p con valores may ores que p , decimos que A es el limite 
por la derecka de / en p, c indicamos esto poniendo 

lim/(jc) = A . 

JS-P + 

En ia terminologia de los entomos esto sign i Ilea que para todo entorno NAA) t 
existe algun entorno N 3 (p) tal que 

(3,3) fix) e Nj(A) siempre que x e N s (p) y x > p. 

Los limites a la izquierda. que se indican poniendo x -* p— , se definen del mismo 
modo restring iendo x a valores rnenores que p. 

Si f tiene limite A en p r tambien tiene limite a la derecha y limite a la izquier- 
da de p t siendo ambos iguales a A , Pero una Line ion puede letter eS limite a la 
derecha de p distinto del limite a la izquierda, como se ve en el ejemplo siguientc. 
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eiem kIpO 3, Sea /(*) = [x] para iodo x, y sea p tin eniero cualquiera, 
Para va lores de x proximos a p, x < p, tenetnos fix) = p — 1 , y para va lores de 
x pnoximos a p f x > p, es fix) — p. Vemos, por ccmsiguientp, que 

lim fix) = p — 1 y lim f(x) = p, 

x~>F+ 

En ust ejempEo csmo £ite N en el: que los Itmites a la izquierda y a la d&jreeba 
son; distintos, el I finite de / en p no exisie, 

EIEMPLO 4. Sea f[x) = ifx* si x A 0, y fiQ) = 0, La gr^fiea de / en las 
proximidades del origcn esta representada en la figura 3.1(b), En este cjctnplo* / 
toma valores tan gr a tides como queramm en las proximidades de 0 de modo que 
no tiene limite a la izqulerda ni limite a la derecha del origen, Para demos trar 
rlgurosamente que no existe ndmero real A tal qoe lim fix) = A, podenuos ra- 

^ -¥ It- 

zonar ast: Supongamos quc existicra un tal ,4, supungiimoslc A ^ G, Elijamos 
tin cntorno N,(A) de longitud I. En el intervale 0 < x < 1/{A + 2), tenemos 
fix) = 1 /*■ > (A q-2j- > A 2, de modo que fix) no puede estar en el entor*- 
no (V : (A), As i pues. Iodo entorno MO) contiene puntos x > 0 para los que fix } 
es exterior a MME con lo que (3.3) no « cumpJe para este M(A) elegido. Luego 
/ no tiene limite a la derecha en 0. 

eiemplo 3, Sea fix) = 1 si x ¥* 0, y /( 0) = 0. Esia tunc ion toma el valor 
cons tame 1 para todo x salvo en 0, donde tiene el valor 0. Los If mires a la derecha 
y a la izquierda son 1 en iodo pun to p r con lo que el limits de jf(x), cuando x tien- 
de a p, cxiste y es igual a L Obsdrvese que el limite de f es 1 en el punto 0, en 
tan to que f{0) — 0, 


3.3 Dcfiricidn dc continuidad de tin a funciQfl 

En h de imi cion de limite no sc hace mencion del comport# m lento de / en 
el punto p. La formulation (3-1) sc re here a aquellos puntos x A- p pertenecientes 
al entorno NAp), con lo quc no es necesario que jf este defmida en p, Adenids, ini' 
cluso si f csta dc fin id a en p, su valor alii no es nece sari amen te igual, al limite A , 
No obstante, $1 gcurre que / esia defimda en p y que }(p) = A h se dice ententes 
quc la fund on / es conlinua en p. Dieho de otro modo, tenemos la siguiepte de- 
fist id on. 

IJEFIMtctoN DE CON T I NU I DAD DE UNA FUNCldN EN UN PUNTO- Se dice que UtW 

funcivn f es evntinua m un punto p si 

a) / estd definida en p, y 

b) lim fix ) = fip). 
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Esla defmicion lamhicn puede forimilarse con cn tomes, Una fupcidn / es 
continua en p si para todo entorno N, [fip}] existc un entomo N t ip) tal que 

(3.4,3 f ix) 6 Vi [/(/>)] siempre quo .r € N t (p) , 

Pui-sio que fip) perteneec sicinpre a jV, 1 no se precisa la condition 
xT p en (3.4). Especifieando lot radios de los en torn os, ia delink ion dc con- 
ti.mi.idad puede darse conio sigue: 

Una funcion / es continua en p si para todo « > 0 existc un h > 0 tal que 

|/(j) — fip) < H siempre que \x — p\ < 6. 

En la figure 3.3 sc represents geometric amen Ee la ddinicion de QOntimiidad. 
Esa figura es pared da a la 3.2 salvo que el valor If mite A, es igual at valor fip) 
con lo que toda la graliea de / cor respond iente a «V,(p) esid en el reetanguio som- 
brendo. 


ei em FLO 1 . Las f undone $ const antes son sicmpre contimias. Si fix) = c 
para todo x. cm once-, 


lim fix) = lim c = c = fip) 

3? “I 1 J1 

para lodo p, eon lo clujI / es conlitma para tudo x. 


iqi’MPLO 2 . La funcion uknudad cs continua para todo x. Si fix) = x 
para todo x, ( enemy 5 


lim f{x) = Inn .v = p — fip) 

para todo p, In ego es continua para lodo valor de x. 

ei em ni. 0 3 . Sea fix) = [a-] para todo x. Esia funcion es continua en lodo 
pur to p que no sea eiliero. Para v a lores enieros de .v es discontinue, ya que el 
limete de / no existc, ya que son dislintos los Li mites a la dereeba y a la izquiei da. 
L'na discontinuidad de este tipo, en la que existen los limites a la d creche y a la 
izquterda peio son d is n Jit os. sc llama discominuidad de sal to. Sin embargo, ya 
que el Untile a la dereeha es Igual 9 fip ) en eada entero p , decimos que / es eon- 
situta pur in derecha en p. 
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i] cm pl® 4, La fwncidn / para la que fix) — l/jt 1 para x ¥■ CL f(0) = 0. es 
discontinue en 0, [Ver figura 3.1(b).] Decimos que exists una discontinuidad 
infinita en 0 porque la funrion loma valores tan grandos eomo queramos en las 
proximidaeks dc 0, 

EfEMPLO 5- Sea /(jf) = 1 para x¥=Q, f{0)= 0. Ests funcidn es continua m todo 
pun to x excepto en 0, E$ discontinue en 0 porque f{Q) no es igual a l Hmite de 
fix) euando x -* 0. En este ejemplo la discontinuidad podria evitarse Hmitando 
la funcidn en 0 para tener el valor 1 en vex de 0, For esta razon, una discontinue 
dad de este tipo se llama evitable. Observese que las discontixiuidades de sal to, 
no pueden evitarse cambiando tan sdlo el valor de la funcidn / en un pun to. 

5.4 Teoremas fundamentales sobre limites* Ottos ejemplus de fundones continues 

El calculo con limites puede simplificarae eon freeuenda con el teorema si* 
guiente que propore ion a unas reglag. bisicas para operat con limites. 


TiOREfWA 1 . 1 . Sean / y g dos f undone s tales que 

9iim J\x) = .4 . lira g(x) — B t 


Se tiene entonces 
(■) b m [fix) + s<jc)] = A + B , 

X y 

(ii) lim [fix) - d»l = A - B , 

(iii> Mmf(x) g(x) = A - B, 

(iv) lim fix)jg(x) = AfB si B ^ 0 

i-j* 

Not-ii t Un case particular import&nte de fill > se presents euando / es cmtanlr, es 
decir /<*) - A para todo *, En este caso, (iii) se escribe lira A ‘ gU) = A ■ H, 

f-*JB 

La demostracidn del teorema 3,1 no es dificil, pero es algo larga, pot lo que 
la homos colocado en otra secdon (Seoddn 3.5). Aqui comen tamos algunas 
conge cuenci as seneillas del teorema. 

Obsorvcmos primoru que las alirmadonos del teorema pueden oseribirse en 
forma un poeo distinta. Por ejempio, (i) puede ponerse como sigue: 

lim [/(*) + g(*)l = lim fix) + lim gix ) . 

* i> JJ- LT-. p 
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Esto not dice que el Urn its de una suma es la suma de los limites. 

Es costumbre indicar por f + g, \ — g, f "g y ffg las fund ones cuyos valores 
para cada x son: 

f{x) + g(x), f(x) — g(jr). /(*)*((*), y f(x)fg{x) t 

respcctivamente- Cstas funciones sc denominan suma, diferettcia, producto y 
cociente d e/y Se entlende que el cociente ffg sdb esti definido en los pun los 
en los que g(jf) =# 0- El $iguiente corelario al teorema 3-1 , esip formulado eon 
esla tetminologia y notacidn y se re Here a funriones continuas. 

teorima 3-2- Sean / y g dos /uncio/ws con/imtas en «w punta p, /-a suma 
f + g« to di/fire/iritf / — g, y el producto / ■ g sow tambien continues en p. Si 
gip 5 ¥= 0, tambien el cociente ffg es continue. 

Demmtracidn. Puesto que f y g son continuas en p. se tiene lim /(at) = fip) 

x-* t 

y lim gfx) = g(p). Aplicando las formulas para los limites, dad as eit el teore- 

*-*p 

ma 3-1 cuando A = f(p) y B — gjip) t se deduce el teorema 3.2, 

Se ha visto que la funcion identica y la constanie son continues para cuab 
quter valor de x. Por medio de estos ejemplos y el teorema 3.2, se pueden construir 
otros tnuchos de funciones continual. 

ei em flo 1, Continuidad de polinomios . Si se toma fix) = g[x)=x, de 
la continuidad del producto se deduce la continuidad en cada punto de la ftmdon 
cuyo valor en cada x es x 1 Por indueddn se prueba. que para cada numero real c 
y cada enters u la funcidn / para la cual fix) = cx n es continue para todo X- Como 
la suma de dos funciones continuas es a su vez conti rtua, por induction se prueba 
que tambien es continua la suma de un numero finito de lunclones continuas. 
Por tanto. todo polinomio p(x) — c t J(t es futicidn continua en todos los pun* 

tos. 


EfEMPLO 2. Continuidad de func tones rationales , El cociente de dos poli- 
nomios se llama funcidti rational, Si r es una funcion racional, se tiene: 


k ,) = tsp , 

q(x) 


donde p y q son polinomios. La funcitin r esta defimida para todo numero real x 
tal que <}[x) # 0. Como el cociente de funciones continuas es continuo. la funcidn 
racional es continua en tod os los pun tos en que esM detmida. Un ejemplo senctllo 
es K*) “ l/jf si Esta funcion es continua para todo valor dc x salvo en 

x — 0 en que no esti definida-. 
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El leuretna que sigue demuesira que si ana fund on g esia intercabtfa entre 
oiras do* funciones que ticuen el mis mo i unite cuando x -* p, g tiene tambien este 
timite cuancJo x - - p. 

TEORK M A 3.3. PR INCtPI 0 DE I N TE R C A L A V l6s . SupOngWnQS £ fUe /{ x) < gU)<| /l( x) 
pa™ rtwfd a" # p tfw «/t twr/o an tor no i \[p)< Supvngam&s tambien qua 

I i m fix) — I in h(x) a a , 

j- ■ i» 

Se tic ne e/^oin'cs [img(x) = <3. 

3f-* y 

Demostraekm. Sean G ( .v ) = g(x) — fix), y ll(x) = h(x) — fix). Las dest- 
gualdadts f < z <, h impliean 0 < y — f <h — /, o 

0 £ G{x) < Nix) 

para lodo x # /> en I*ara demustrar el tcurcma, basia probar que G(x) -> 0 

cuando jc *-> p, dado que tfU) -> 0 cuando x -* p. 

Sea N,(0) on entomo audqufera de 0. Fueslq que H{x) *+ 0 euando x -* p. 
ex isle un entomo jVq.jd tal que 

i A'jCO) siempre que x € N s (p) y x ^ p , 

Fodemos suponer que N-Ap I £ jV(p), Entonces la desigualdad 0 ^ (7 < // esta- 
bleee que Gtx) no esta mas lejos tie Q que Nix) si x esta cn N : ,(p), x -A- p. For 
eonsiguiente C(x) 6 /V^O) para tal valor x t y por lanto £J(x) 0 ctiando x -* p. 

Esto demuesira d teorema r La misma demos traeiun es valida si todos los 1 unites 
son 1 1 miles a un lado, 

El pri ncipio de iniercalacidn es util en la practiea porque a mcnudo es po- 
sible enoontrar funckmes de inlcreslpctun / y h mas matt&jabics que g. Vamos a 
utili/ar cate pri ncipio para demos Lrar que loda integral mdclinida es una funcidit 
cominua. 

TEORHMA 3.4* LOVriM N5U) DE LAS I NT MORALES 3NDEFENIDA5. SltpOligartlOS 

que f es integrabk en [a**] pum tv do x en [a, b], y sea 

A(x)= * f{ t) til . 

* a 


tutviKes la integral indefimda A es eontiriua en cad a panto de [cr, b]. (En los 
extremes del in termite tenemos emuinuidad a un tcido.) 
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DemostmciarL Elijamos p en (XbJ. Hay que demostrar quc ,4(x) ■+ A(p) 
cuando x -* p. Tencmcs 

(5 5) Mx)-A{p) = /'/(>)*. 

Piiesto que / esta acotada eti fa, b],, ex isle una constants M > 0 Lai que 
— M £ /(0 £ M para lodo f en Si x > p, integrants esas desigualdades 

cm d intervale [p.jt] obteniendo 

-\Hx - p) £ A{x) - A(p) <, M(.x - p) . 

Si x < p f obienemos las mismas desiguald&des con x — p sustiiuida por p — x. 
For eonsiguiente, en uno u giro case podemos hacer que x p y aplicar ell prin- 
ciple) de interop] acidn eneontrando que ,4(x) -» A(p). Esto prueba el teorenia. Si 
p es on extremo de [«„&], te nemos que hacer que x -* p el interior del 
intern lo, con b que las li miles son a on laden. 


E| EM flo 5. Contmuidad de t smo y del ammo. Puesto que la funcibn 
seno es una integral indcfmidu, sen* = \ J cos fdt, el tconema anterior nos dice 

que la funcion seno es contiin.ua para lodo *, Del mi smo modo, el coseno es funcibn 

eontinua para todo x ya que cos x = 1 — | ' sen t dt. La conttnuidad de esas 

fuuciones tambien se puedc deducir sin utilizar ci hecho de que scan integrates 
indefinidas. En el Ejercicio 26 de 3a Seccibn 3,6 se esboza otra demos I radon* 

elekplo 4. En estc ejemplo desno&ir&nios una important*; formula sqbrc 
Jlmites: 


O-d) 


Hm 

> -i> 


sen x 
x 




i 


que luego necesitaremos en Calcu] o diferenciaL Puesto que el denominador del 
cocicntc {sen x)/x tiendc hacia 0 cuando x -»0, no podemos emplcar el Leo re mu del 
code nte de Emiles para deducir (3.6). En cambio, podemos utifizar cl prinqipio 
de intercalation, En fa Section 2,5 vlmos que 


0 < 


sen v 
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x 
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F undone s coni in uas 


valida para 0 < x < Air. Tambi^n es valida para — At < x < O ya qtie 
cos I — x) — cos* y sen (-*)=— sen x, con loque la anterior doble desigualdad es 
valida para lodo * # O en el entorno N( 0; Arr). Cuando Jt -*■ 0, encontramos 
cos x -» 1 pues el coseno es continue en O, y por tan to I /(cos x) 1. For consi- 
guiente, segun el principio de imlercalacidn, deducimos (1.6). Si definimos 
fix) = {sznx)fx para f(0) = I, entonces / es continue para lodo x. So 

graflca sc rep resent a en ]a figura 3.4. 


y 



PlCuftA IA fix) = (stnx)fx si x s* 0, HP) = t. Esta fun coin es continua parti todo x. 


E 1 EHPL 0 5, Conunuidtid de fix) = x r para .v > 0* skndo r un mhmra ra- 
tional po&itivo, El icorema 2.2 nos da 9a formula de integration 



1 . 1 » 

1 + l/fl 


valida para todo x > O y todo entero n 2? 1. Con los leoremas 3.4 y 3.!, ertcort- 
t ramus que la futition A dada por A{x\ = X '+V" es continua en todos los puntos 
p > 0, Ah ora, sea £(.*) = x iM = A{x)fx para jr >0. Como g es un code rite de dos 
Funeiunes conti nuas, tambidn to ser£ para todos Iqs puntos p > 0* Mas gene- 
ral, si fix) = donde m es un eniero positive, enionces / es m producto de 
funtiones continuas y es, por tanto, continua en todos los puntos p > 0. Esto esta- 
blece la conti niiid ad de la functon potencia r-esima, fix) = x\ cuando r es coal* 
quier numero rational posit ivo, en todos los puntos p > 0. Etip = 0 tenemos con- 
limi i dad a la derecha. 

La continuidad de la funcion potencia r-esima para r rational puede tambien 
dcducirse sin util tzar integrates. En la Section 3.13 se da otra demostracidn. 


Demosiracbnes de lo$ teoremas jtmdmtenttdes sabre limit es 
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3,5 Dcmostracionqs de los leorcmas f iwdamentstes sobre 1 

En esta seecion demo&tramos el teoretna 3,1 que da las regtas fundament ales 
para calcular ] mutes de sumas, productos. y cocientes. Los recursos algebra! cos 
principals que se utilizan en la demostraclon son las dos propiedades de los 
valores absolutes que se mencionarcn en las Secc tones 1 4,8 y 14.9, (1) la desi- 
gns Idad triangular, que a (Irma que a + b\ <i a + b para cualesquiera a y b 
rtales + y (2) la iguuldad \a b\ = a b] que establecfi que il valor absolute de un 
produeto t-5 el produeto de valorem ahsotutos. 

Demosiraciones de (!) e (ii). Puesto que las dos igualdadesr 

Jim f(x) — 4 y lira [/(a) — A) = 0 

i- ■ p ® - 1, p 

son completameiue equivalentes. y comp se liene 

fix) + g(v) - (A + B) = [fix) - A] + fel-v) - B] , 

basts demostrar las igualdades (i) e (3!) del teorema cuando los limites de A 
y B son am bos cero, 

Supdngase pues, que fix) -* 0 y g(x) -*• 0 cuando x -+ p. Se demostrara en 
primer lugar que f{x) + g{x) ■=> 0 cuando x -* p. Para ello se tiene que probar 
que para t;ada t > 0 existu un 6 > 0 ta! que 

(3.7) | fix) + £(.v)| < f stempre que 0 < U — pi < <5 ■ 

Sea € dado, Puesto que /(,v) -> 0 cuando x -* p, exisia un ^ >0 tal que 

(3.8) I /i | siempre que < [v — p| < \ . 

Anilogatncnlc, pucslo que gix) -* 0 cuando x -+ p e juste un A z > 0 tal que: 


(3-9) laW| < - 2 siempre que 0 < Jx — pf < <§ 2 , 

§i se indica por 6 el memor de I Os dos numerOs A, y entonces, ambas igual- 
dudos (3.8) y (3.9) son v^Eidas si 0 < |.v — p| < A, y por tamo, en virtud de la 
dessgualdad triangular, se dene: 

l/<«) + *WI A I/Ml + isMI < - + * - « . 
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Esto de times tra (3.7) que, a m vez. demuestra (i). La demos tracidn de ( ii) cs eom- 
pletamente analogs* salvo que en el ultimo paso se emplea la desigualdad 
fix) - g(4 < fix) + g{x) r 

Demost radon de (iii). Suptingasc que se ha demostrado (tit) en el caso par- 
ticular en que uno de los li'mites es 0. Enionccs d ease genera] result a facilmente 
de este caso particular, como se deduce de la siguicnte igualdad: 

/(4j>(4 -AB = /(4[g(4 - B\ + B[fix) - A] . 

El easy particular implies que cada tdrmino del segundo miembro tienda a 0 
cuando x ■+ p y cn virtud de la propkdad (i) la soma de los dos terminos deride 
tambien a 0, Pot tamo, basts solo probar (in) en el caso en que uno de los 
] unites, por ejcmplo B t sea 0. 

Supdngase que fix) -» A y g{x) -* 0 cuando x p, Se trata de probar que 
fix) • g{x) -* 0 cuando x -+ p. Para ello se ha de ver quo dado un nunnery posi- 
tive existe un t) >0 tat que 

O-ld) | /t ,v v > | < c siempre que 0 < |.v — p] < & . 

Puesto que f{x) -* *4 cuando x -* p, exists un tal que 

[3.1 1) |/(.r) — A\ < 1 siempre que 0 < |x — p\ < . 

Para tal x, te nemos j/(4 — fix) — A + A <, |/(4 — A\ + \A\ < 1 4- \A\, y por 
tan to 

(3.1 1) !/(-v)p(-v)| = 1/(41 |f(4| < £ I + \ A\) 1,441- 

Ya que g( \ ) 0 cuando x -*■ p> para lodo < > 0 exists un <3* lal que 


(3.13) |g(4l < siempre que 0 < |.r - p\ < 3* - 

1 +41 

Por consiguiente, si llamamus h al mcnor de los dos nuinerog / y 6 t en fences Ins 
dos desigualdades (5-12) y (3.13) son validas siempre que 0 < x — p\ < 6, y 
para tal valor de x dcducimos (3.10). to que completa la demostracidn de (iii). 

Dttmostrdcidn de (iv). PuestO que el codetlte f{x)/g(x) es el producto de 
por B/gix) basts demostrar que B/gix) t cuando x-* p y luego apli- 
c;ir (iii). Sea /i(jr) = gix)/lf pgr to que ft(jr) -» 1 cuando x -* p, y se quaere de- 
mos trar que 1 -» 1 cuando x -+ p. 
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Dado « > 0, so trata de ver si exisle un 6 > 0 tal que 


(3.14) 


h(x) 


- I 


< e siempre que 0 < \x — p\ < b h 


La diferenoia se puede escribir como sigue: 


(3.15) 


1 

Hx) 


IhU) - 11 


Puesto que h(x) -► 1 cuando * -* p se puede elegir un d > 0 tal que ambas desi- 
gualdades* 

(3.16) |*(jr) — l| c | y |/«(*) _ 1| <1 

se satisfag&n siempre que 0 < x — p La segunda de estas desigualdades 
im plica h(x} > J y per tamo 1/ Mor) = l/hix) <2 para talcs valorcs de jc, 
Empleando este resultado on (3.15) junto con la primera destgualdad (3.16), obte- 
nemos (3.14). Esto com pie ta la demosl radon de (iv). 


3.6 Ejerck-ios 


Bn las Ejcrcicios del ( «l IP. c skill bt !« 1 unites y explicar c waits ban side los teorcmas 
ulilizadas era cads caso. 


i 

3. Jim ‘-s , 

25jr J + 2 

2 ' tSTT? ■ 

, x 2 - 4 

3. Inn _ . 

t—rl X ~ 2 

2x* - l..v + 1 

4. Iim 

.-1 V - I 

, (I + Ilf 1 - 1 2 

5. Iim ; . 


Hl-ll 


r* - ** 


6. tint 


7. Iim 


x* + 2 ax + u s ’ 


- «* 


„ v a + 2a* + a 1 ’ 


£3 ? 0. 

x 0. 


- tr 


9. lim lan /, 

£—0 

10. Iim (sera 2 1 4- t' 1 cos 5/). 

i -H) 

\x\ 

11. iim — . 
x 


a / 0. 


i ■Q-l- 


12 , lim 




it " 0 — 


I 3 t Iim 
#—»<• 

14. tint 

a-r0-- 


VJf> 


V Jt a 
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Funciones coniimms 


UtiLizar la relation lim (sen x)fx para cstabUrtr Its igualdades de Ira Ejereicios del 
15 al 20. x ^> 


SCR. 2x 

15. lim — — - 2. 


lan 2x 

16 . lim — -- = 2 , 

E w> * 

sen 5* 

1 7 r lim = 5, 

* -c sciur 


sen 5x — sen 3x 

IS, Inn * 2. 

*-* * 

sen x — sen a 

19. lim — cos a. 


£ -fl 


X — ft 


I - COS Jf 

20. lim -j = §, 

#-*fc x 


21 . Dcroosinr que Irm ^ ^ * ;i [tndicacidn: 1 1 — v «X 1 + V>> = I — «.l 

JT-+0 „2 I’ ‘ 


22, Una fundbn / esta deftnida cwno sig.ua: 


m 


[sen x 
I ax + i? 


si x <, -r t 

si x > f , 


siendn a, b, c constantes. Si i? y c estdn dados, ha Liar todos tos va lores de a (si esciste 
alguno) para los que / es contimia en el pun so x = c, 

23. Resolver el Ejercicio 22 si / sc define de estc modo: 

j 2 cos x si x <, c „ 

lax 1 4- b si * >f. 

24. £En que punio son (undone* coni in lias la tangeme >■ La ooiangente? 

25. Sea /<.*■} — sig x)Jx si x *e 0. Esbozar La ,g:ra/ica de j eorrespondienie a los intervales 

semiabiertos. [ n\0) y (0 H ] tJ. iOuc le ocurrc a fix ) cuando x -* 07 iPuede defs- 

nirae /( 0 ) de modo 4 Lie / se haga continue en 0 ? 

26. Esie Ejereteio Direct o:ra demusirucidn de la cominuidad de las funoioties seno y cosetio. 

a) Lu desigualdad (sen x| < vdlida para 0 < jr, < | it, hie demostrada en el Ejer» 
Lido 34 de la Seed tin 2.U. UfDizarla para dcmu^Erar que in Funcidn sent) es eoniin.ua en 0. 

b) Hawr nw de la pane a) y de la idem i dad cos 2x = 1 — J sui'jf para demostrar la 
conliruldad del coseno en 0, 

c> Lftilizar las formulas de adicidn para sen [x + h) y 00s (x f fi ) para demostrar que las 
fund ones seno y coseno son continues en cualquier valor .t real. 

2?- La figura 3.3 muesEra una purcidn de la prafku de la funddfl f dtlinida cOraO sigue: 

l 

/{*> — sen - si x *Q. 
x 

Para x — 1/FrMTj, slendo n enteKJ, Ecncmoi sen 4 1 /.v) — seiKnrr) ^ (). Entrc do* dc CSOS 
pUSHos, la fuudbn asrdedidt" hasEa -s- I y teaja oLtej vez haiila 0 o bien desciende a — 1 
y vuelwe a subir a 0, Ppr consign entc, c ntiv cualquiefs. de esos punlos y el origen, la 
curvfl present* inbniitis oseilaeiunes. Eh to sugierc que los va lores de la funddri no tienden 
a ningnn valor liju ennrido x -+ 0, Demostrar que no cxiste rtingiin valor real A tal 


fU) - 
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.v 



FJGUR* 3-5 fix} = sen (1/*) « x * 0- F-stu fimckm es disconiiMia en 0 antique se 

define /(•£))- 

que /{*) -* A ctiando x —* 0 , Esto dcmuestra que no et powbie delinir |iOJ de manera 
que / sea continua t*n 0 , 


[Indiaicidn; Supontr que exista un tat A y oblener una coni radicc ion.] 

28. Para sea fix) = [i/x], designando per [f] tl mayor tmero s f. Tra^ar la graiica 

de / para los intervales 1=2, -|] y [£, 2]. «‘.Qud le uctirrc a fix} cuando * -M) 
tomando vaLores posiiivos.? iy tomando va lores negatives?' iPuude ddinirse / (0> para 
que / sea coitinw en 0? 

29. Hacer lo misnio que cm cl Ejcrcicio 28, cuando fix) = ( — 1> 11,>] para a* s* 0, 

30. Lo mismo que en cl Ejercicio 28 , cuando fix) = -v( — i jS^vj para x & 0. 

31. Dar un Ejemplo tie una funcidn cotuimia en un pun to de un inlervalo y discern tic™ en 
Ids denies pumas del imervalo, o probar que no extste una tal funcidn- 

31. Dar un ejemplo de una funcidn conlinua en un punio de un intervalo y discon I inua cn 
Ids demis puntos del intervalo, a probar que no existe una. ml funeidn. 

32. Sea fix) — x sen ( I fx) il x & CL Deiinir /(t>) de mantra que / &ea continua en 0, 

33. Sea / uns tuncidn ul que |flu) — flir)|^|w — v] para tod«K lot valores u y v de un inier- 
valo [fl.M- 

&i Probar que f es continue en eada punia de t . •> 1- 

b) Suponicndo que / sea integrate en (d, dumc&tr&r que 

fix) dx - (b - a)f(a) 


c) MM general. Demo&trar quo para cualquicr c 



_ (ft - < t ) ! 

S ^ ' 

de [a, b], se iiene 


i; 


fix) dx - (h - a)fic) 


(b - af 


tiq! 


ItMl 


iCN 


2 
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Func io/ws con tinttas 


3.7 Func tones comp ucs Las y continuidad 

A part it dc unas funcioncs dadas podemos construir nuevas funcioncs por 
adicton, subtraccidn, multi plicae ton y division. En esta seed bn exponemos un 
nuevo procedimiento para construir func tones median te una operas ion conocida 
por el nombre de composicton. Vamos a vcrlo en un ejcmplo. 

Sea fix) = sen (f), Para calcuhir fix), prime ro ele vamos x al cuadrado y 
luego tomamos el seno de x Asi puts, fix) se obtiene combi nan do otras cfos fun- 
ciones, la fundbn devacton al cuadrado y la f undent seno. Si ponemos r(x) = x* 
y «{jf) = sen a, podemos expresar fix) en funcion de u y de r escribiendo 

f ix) = tf[l<.T)l . 

Decimos que / results tie la composicton de u y r ten este or den). Si compcnemos 
v y u en el orden in verso, obtenemos un resultado distinto, f[u(x)| = (sen x) 3 , 
Esto es, para calcular t [uU)] P tomamos primero el seno de x y luego el cuadrado 
del sen x. 

Podemos ahora come near e$(e proceso con mayor genera I idad, Sean u y e 
dos func tones dadas cualesquiera. La compueda o la composicton de u y v (en 
este orden) se define como la funcibn f para la cual 

fix) = «[r(x)] (se lee, «u de v de *»). 

Es dedr, para cakular el valor de / en x primero se calcula r(x) y luego se 
calcula u en d punto i?U), Naturalmente que para que este ealcuilo lenga senlido, 
e$ necesarto que los valorem de r(jr) entren en el dominto de la June ion u, y / 
estari $6lo definida en aqudlos puntos x para los coales l{x) esti en el do- 
min to de u. 

Por ejemplo, si u{x) = v^y r(jr) = 1 — x*, la complies La / est£ dada por 
fix) ~ v / l — X s , Observese que o(jt) e$ti definida para todo ntimero real a*. 
mientras que u esta definida sb!o para x 0. For tanto, la compuesta / estd 
definida sdlo para aquellas x tales que 1 — x 1 0, 

Formalmente, fix) se obtiene sustituyendo x por vix) en la expreston u(.r). 
For esta razor? la funciou. / se indica algunas voces por / = u(u) (quo se lee 
de i*). Otra notacidn empleada para indicar composicton es: f = u# v (que 
se lee u dreulo r) y que tiene una analogla con la notacidn de producto u * v* 
En efecto, se vera a continuacidn que la operation de composicton dene algu- 
nas de las propiedades de la tmilliplicacidn. 

La compuesta de ires o mas funciones se puede hallar cotnponiendo dc®,, 
el resultatlo eon la terccra y as? sucesivamente. Asi, la functon / dada porr 

fix} = cos [sen(je fl )] 
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•es la compo&iddn /= u° ( v d k) donde: 

u(x) — cos x , t< v) — sen x , y w(x) — v s , 

Observese que la mlsma f se puede obtener componlendo u y v primero y k 
compuesta u*v con w, es dedr f = (y» p) * w r En este cjemplo se cumple la tey 
asociaiiva de la compos icidn que en forma general es: 

(3.17) fcf e {iJ “■ w) = (u “ u) t H-’ 

cualesquiera que sean las funciones u, i\ w si empire que tenga sentido for mar 
las compuestas que aparecen en la igualdad, El lector vera que la demoslracidn 
de (3.17) es un ejercicio ramediato. 

Se observara que la ley conmutativa u ° v -s»» ( no es siempte vdlida en 
la composicidn, Por ejemplo, si u(x) — sen x y r(jt) = X s , la compuesta / = u * v 
esti dada por f(x) = sen x 2 [qme signiftea sen (x 3 )] miuntras que la composieidn 
g = p« u est£ dada por g(x) — sen 3 x [que signifies (senx) 3 ]. 

Demostfsremos ahora tin teorema que nos dice que la propitdad de k conti- 
nuidad se conserve en la operacidn de composiddn. Con mayor precision, tenemos 
el siguientc 

TEOREMA 3.3. Suponiendo que v es continue en p y que u es continue en q, 
siendo q = Hph k funcidn compuesta f = u*v es continue en p. 

Demostracidn, Pnesto que u es eon ti ny a en q, para todo entomo JVjfwfq)] 
existe un. entomo A/ a (q) tal que 

(3. IS) w(y) e jVjftftfH siempre que y <? NAq ) , 

Peru q = r(p) y r es com in ua en p, de modo que para el entomo NAq) existe 
otro entomo /Vj(p) tal que 

( 3 . 19 ) jl(.v) c Aqqy) sicmpre que x t N*{p ) . 

Si ponemos y ~ u(x) y combjnamos (3, IS) eon (3,19), encontramos que para 
todo entomo N L {n[i’(p)])exSste on entomo NAp) tal que 

(dK*)] e , V 1 {u[i<p)]) sicmpre que x f N s ip) * 

o, dicho de otro modo, puesto que f{x) — 

fix] € .v, [/{ />) ] siempre que x s A‘ a (p) - 

Fsto signifies que / es contitma cn p i como se afirmd. 
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Funciones contin uas 


ej em p lo 1 ,. Sea fix) = sen x*. Es fa composition de dos funciones conti- 
nues para todo valor de la variable por lo que / es continua para todo x, 

EJEMH O 2 , Sea f(x) = v | — x 2 = Siendo u(x}~ \ .v, t'{x) = j — a'L 

La funcidn v es continue siempre.pero u solo lo es para puntos x > 0 , Luego / es 
continue en aquellos valores a* para los eualcs p(jc) ^ 0 , csto es, en todos los puntos 
que satisfacen x~ <> 1 , 


3JB EjerciciOf 


En los IjereiriGS del 1 al 10 * las funciones f'y g estao definidas por las formulas, dadas. 
Si no se dioc lo zonLniriin, los dominies de f y g eonsisten eit lode® los ntimeros reales. Pori’ 
games = /[gUl] sLempre que g (.■*■") cst6 en el doitiitiio de /. En eada ease, precisar el dfr 
fflittio de h y dar una o mas formulas para la dctcrminacibn dc 


! , f(x) =■ a- - 2.v„ 

2. fix) ■.( + !, 

3. fix) = % J si a > 0, 

4 . fix) = \ x si x > 0 , 

5. fix ) = .x 3 -, 

6. f(x) - -,vL 

7. fix] » sen a i 

8. f{ x ) = v'T si x > 0, 

9. fix) «= Vx si x > 0, 

10. f(x) = ' x 4- \ a si x > 0, 


fix) - A + I. 
ft a) = A 2 - 2x. 


fix) = a' 3 - 

^ A) = ~A= 

- \ A 

f[x) = \ X 
£{X) - A 
fix) * sen X. 
fix) = X + \ 
^(a) = A + \ 


si .v > 0. 
si A 5 0, 

£L A £ 0 , 

r“- 

A si A > t>. 

r Si A > 0. 


Cakular los 1 (miles. en Ids Ejcrcictos del 1 1 al 20 y explkar que [eoremas so apliean en 
cadu easo. 


1 1 . I ini 


a 3 4- 8 


vS _ 4 

j: .-‘I X *+ 


12. lim 3 1 + \ a , 

■F ’I 

sen (tan f) 

13 . lim 


t -a 


sen i 


Sen (COS A) 

14. lim — — 

, .,,4 WS A 

sen £9 — ir> 


1 5 , lim 

r ’4 


/ — TT 


16 . lim 

L L l 


sen Sr 3 - 1.1 

A ^ 1 


1 7. i inn x sen - , 

A 


/ r 0 


IS, lim 

J -0 

19. Hm 
m ’ii 


l — t-EKi 


\ I ■+ A - \ 1 - A 


20, I ini 

r ’ll 


l - \ I - 4 a- 
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Teorema de Bolzano para las f undone* cantimuts 


m 


2L Scan f y g dos funciones definidas uoino sigue: 


fU : i - 


x\ 


para todo .V , g{ Jt > = 


f.c piirii .v < 0 

|.v" para X t 0 


HaLIar una formula to formulas) para el takula de Sa funcidn compue&ta ftfx) = /[«(*)]. 
< : .Para que va lores de x cs eominua ti 7 

22. Resolver el Ejercicio 21 cuando f y g so definen del modo tigufeota 

„ _ fl si |.r S 1 . |2 -Jr* si 14 <2, 

' 0 |0 si l.v'i > 1 , **** I: si 14 >2. 

23, Resolver el Ejcrcicio 21 cuando A(x) & al/DO], 


3.9 Teoretna de Bolzano paw las funciones continue 

En el rasto de esie capitulo sc di semi ran a 1 gum as propiedades de las funckmes 
cemtinuas que se usan con frecuencla. Muchas de el las a pardon como triviales 
cuando se inlerp retan geonnel r icaraente , por lo que algunos sc inclinan a acep- 
tarlas corny evi dentes. Sin embargo, cs imporiante power de manilksto que esias 
propicdadcs no lieneu en sf una evidenda superior a 3a misma defimeidn de con* 
linuidad y que por tamo ban de scr demos trad as si se quiere apliearlas con cierta 
genera I id ad. Las demostraciones de esias propiedades sueten hacer gso del axiom a 
del extreme superior del si sterna de los numeros re ales. 

Bernardo Bolzano 11781- 1 848b sacerdote cat dike que hi 70 aportacioncs 
im porta mes a las Matematicas ea h primera mi tad del siglo xix, fue uno de 
log primeros en recon ocer que muchas de las propiedades sobre funcioncs con* 
tinuas que parcel an ohvias requertan una demost ration. Sus demosiraciorcs 
re fe rentes a continuidad fue ran publieadas en 1S50 en 511 import ante obra pdstuma 
Paradojas de! infinito. Uno de sus rest! kudos cutiocido por cl teorema de Bolzano 
sc pone de manifesto en la figura 3,6 donde se m uestra la grafica de una fund on 
continua /. La grafica esti por debajo del eje x en cl punto a y por encima del 
eje X en el punto b. El teorema de Bolzano afirma que la curva ha de cortar al eje 
alguna vcz entre ay h , Esta propiedad sc puede enundar rigurosamente como 
sigue: 

TEOREMA 3 . 6 - TEOREMA DE BOLZANO. Sea / COtttiltUQ eft Clida pUtltO del 
intervale eerrado [a, 6 j v supongamos que fits) y fib) iienen sigttos opuestos, ExtSr 
te emances por h menus un c en el intervale abierto (a, b) ml que lie) = 0 , 

Basaremos miestra demost radon del teorema de Bolzano en la siguiuntc 
prypiedad de las funcioncs continuas que estableeemos aqui como un teoreina. 
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Funeiottes continues 


TECH EM A 3.7. C0rcSERVACI<5N DEL SIGpiO DE LAS FUNGI ONES CONTlNLAS. 
Sea / continua en c y supongamos que }{c) ¥= 0. Exists entonces un intervale 
(c — c -f <)) en el que f iiene el mismo signo que f{c). 

Demostraddn del ieorema 3+7. Sup6ngase /(c) > 0, En virtud de la conti* 
nuidad, para cada * > 0 extste un <5 > 0 tal que: 

(3,20) /(f) — * <f{x) < f(c) + * slempre que c — <5 < x < c + ^ , 

Tomando el 6 eoirespondiente a e = f{c)/2 (esta t es positive) ententes (3.20) 
se Ira ns forma en 

£/{c) </(jf) < 1 /(c) siempre que c — & < x < c -f & ■ 




FtCirRA J.t Teorema de Bolzano. Figure 3,7 Aqui fix) > 0 pam x proximo 

a c pue& /(e) > 0, 


(V£ase fig. 3.7). De aquf se deduce que f(x) > 0 en e&te inlervalo y por tanto 
}(*} y }(c) tienen el mismo signs. Si f(c) < 0 se toma A correspond 3 erne a 
f = — J /(c) y se llega a la misma conclusion. 

JVpta: Si cxistc cuntinuidad a un Laclo de c, entonces esiste el currCspomlieMC 

intervale unilateral [r, f + j\) u (r “ d, r] en d eu&L / lieue el mismo signa qua /(f). 

Demostraddn del teorema de Bolzano. Para fijar ideas* supdngase f(a) < 0 
y f(b) > 0 tal coma se ha heeho en la hgura 3.6. Puede haber muchos valores 
de x entre a y b para los cuales f(x) — 0. Se trata aquf de encontrar uno y esto 
se hara determinando el mayor x para el cual }(x) — 0, Para ello, sea S el 

con junto de todos los puntos del intervale [a, 6] para los cuales f(x) <;0. Hay 

por lo mentis un punto en S puesto que f(a) < 0, Pur tanto* S es un conjunto 
no vac iu. S esta acotado superiormente puesto que lodos los puntos de S estin 
en [a, fr], y puesto que todo conjunto no vadc de numeros reales que esta aco- 
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tadta superiormente tiene up extreme superior, a fete se le llama c. Se trata de 
demostrer que /(c) = 0, 

Hay solo tres posibilidadcs: /(c) > 0, /(c) < 0, y /(c) = 0, Si /(c) > 0 
bay un Interval© (c — d, c + b) o {c — h, c} si c = b, tal que fix) es positive si 
x estd en &ste intervale. For tanto, ningun punto de S puede estar a la dere- 
cha de c — y par tap to c — A es una cota superior del con junto S. Fero 
c — d < c y c es el extreme superior de S. For tan to la desigualdad /(c) > 0 es 
imposible. Si /(c) < 0 hay un intervale (e — \ c + A) o [c, c 4- A) si' c *= a t en 

el cual / es negativa y por tanto fix) < 0 para algun x > c, contra el hecho de 

que c es una cota superior de S. For tanto /(c) < 0 tambien es imposihle y ! que- 
d;t solo la poslbilidad /(c) = 0. Ademas a <c <b puesto que f{a) < 0 y 

fib) > 0, Con lo coal queda demos trade d teorema de Bolzano. 


3.10 Teorema del valor tntermedic para fun dories continues 

Consccuenda inmediata del leorema de Bolzano es el teorema del valor 
intermedia para funciones continues (vease figure 3,8). 

teorema 3.8. Sea / continmt en cad a punto de un intervalo [a.^]. Si x x 
< x, sow dos puntos cualesquiera de [a, b] tales que fix,) ¥* fix,). la funcitin / 
toma tod os los mlores comprendidos entre /(x), y /(x 3 ) per lo menos una vez en 
el intervalo ix,,x,}. 

Demost radon. Supongase fix,) < fix?} y sea k un valor cualquiera com- 
prendido entre fix,) y fixJ. Sea g una funddn definida en [x 1( . x*] como sigue: 

g(_x) = fix) - k t 



Kicura 1.& Teorema del valor intermedia. 



a | i? 

fUr'i — * 

Figura 3J Ejemplo m el que no es 
npfictible at (eorema de Bolzano, 


g es contlnua cn cada punto de [x 1P Xj] y se tiene: 

y(x, } = /I v L ) — k < 0 , £(x s ) =/(-v ; ) — k > 0 . 
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AplicamJu cl tcorema tic Bolzano a g sc tiene g(c) = 0 para algun c entre Xi y x t , 
lo cual signifies f{v) ■= k, quedando asi demostrado cl teorema. 


T anto fin d teiirtma d£ BolzAnQ cuma en el teorema del valor intcrmcdio SB 
svpone que i cs contjnua cn to4oij los puntyg, del mtcrvalo [a. ft] inchiidos los exlremos a y b. 
Para emender por que es nectar i a Is conlimiidad cn los extremes a y b se considers ta 
curva de la figura 3.9. ilsra es coni in na en lodos los pun los de (d, t>] ex.ee plo en a. A pesar 
de ser fia) negative y fib) positive no c\iiie ningtin x en [a, fr] pars el L-ud fix) = 0. 

Finalmcnlc se da cn cstaScceion una a plicae Ion del teorema del valor inter- 
medio en la cual se demuestra quecada nfiniero real positive tiene una raiz H-sima* 
lo cual ya sc ha bi s indie Ptlo en la Seeeibn 13-14. El en unci ado precise de esla 
propiedad cs el siguiente: 

teorema 3.9, Si n es un erttero positive) y si fl > 0, exists un enterti posi- 
tive y soh ut to b ta! que b n = cl 

Oemest ration. Sea un numcro c > I y la I que 0 < a < c y considered la 
funclun / definidu cn cl inicrvalo [0, c] por f(x} = r*. Esla fund on cs continua 
on [0, c] y cn los extremes so tiene /(0)=0 y f{c) — c*. Pueslo quo 0<a<c<e n 
el nil micro a dado esta comprendido entre los va lores de la funcidn fiQ) y /(c), Por 
lanlo, cn virtud del teorema del valor wtermedio„ se tiene fix) = a para algiln x 
en [0, c] t sea x = b. Esto demuestra Da existencia de por lo menos un posit ivo 
b tal que b* = a. No puede haber mas que uno puesto que f es creciente en sen- 
lido esti'icto en [0, c], con lo cual queda demostrado el leorema. 

3, 1 1 Eje reicius 

t, Sea / un polinpmio lie grade n cn x, fix) = lt C k x\ tal que el pri mere) y cl ultimo 
eocficicntes r Q y r r tivnen si gnus opucsius. Demoslrur quo /<x) =0 pur lo menos pa ra 
un valor pusilivu de .v, 

2. Sc dice que un niimero real x ( es unu raiz real de la ecuaeidrs /l. v I s 0 si = 0. 

Dccimus que una rtf 7. real de UQ| ccuudun ha sidu sc pa radii si sc ha filcOiilrudu ml i ftle I*- 

valo [a, ft] que eoniierie esia rati y ninguna ulru. Con ayuda del teorema tic Bolzano, 
separar las raiccs reales de cada una de las siguicnies eiruacioncs (cud a una tiene cuatto 
r;tiees icalcs); 

l> l 3 a 4 - 2.i 4 - 36x 2 + 36.v - 8 - 0. 

(hi -V 4 - 1 4.¥ E + I4x - I =0, 

tc) + 4,r E + x- - 6x: + 2 = 0. 

3, Si pi es un eniero po^itlvo impar y a < 0. demuHtrar que cxktc un niimero nepiiva h 
v #dlo uno ud que 6" = a, 

4- Sea A .VI sb l An x. A pe.-ar dc scr /Crr/4i » I y /( 3 t/ 4) — — I, no hay ningun punso x 

on el imorvalo fnr/4, 1^/4] ta I qut /(x) = (j. txpliear por que no hay eomradiccidn con 

el teorema de Bo I /.uno. 

'>■ Uada uiui fiincii'xs f Je valo res ten I e^ com inns cn l - I interval© eerrado [0. I]. Suponga- 
iroi que U /( -V ) ■' 1 para cada X «n [0, I). Demos I ran que estste por ]u menus un punlis 
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c en [ti. 1 J para el cual /(c) = c. Tal puniu sc Hama an punto fijo de /, £1 rcsvltfl-do <|e 
Cite Ejercicio t*s un caso particular del teoremu d el punto fijo de Brower. [Indii'acidn: 
Apticar el teorema de Bolzano a £(.*•) = f(x) ~ «.] 

6, Dada una funcfon / de valorcs rcales continue en el intervalo cerrado Supontendo 

quc fle) £ a y quc fib) t b, dcmostrar quc / ticnc un punto liju en [a, frj. (Vdase Ejer- 
cieio 5 .) 


3*12 El process* de inversion 

En esta Seccidn se estudia Otro mctodo imporiante que $e usa con frecucnda 
para const ruir nuevas funciones a partir de otra$ funciones dadas. Antes de des- 
cribe el metodo con detalle, damus un send No ejemplo. 

Consideremos la funtidn f dcfinida en cl intervalo [0, 2'\ por la eeuactdn 
fix) — 2x "H 1, El recorrido dc / es el intervalo [ 1 _ 5]. Cad a punto x de [0, 2] es 
llevado por f a un unices punto y de [1, 5], a saber 

(3.2 n _v«2a-+I. 

Rceiprocamente, para todo v de [1, 5]* exists un unico x en [0, 2] para el que 
y = f{x) r Para encontTar este x f resolvemos la ecuacidn (5.2 1 ) obteniendo 

x = £(v - 11. 

Esta ecuacidn define x como funcidn de y, Si representamos esta funeidn por g t 
te nemos 


sty) = My - i) 

para cada y de [ 1 , 5 ]. La funcidn g se llama la inversa de /, Observer qtie 
g[f{x)] = x para cada x de [ 0 , 2 ], y que /[#(>')] = >' para cada y de [ 1 , 5 ]. 

Consideremos ahora una funcidn mag general / tun dominie A y return do B, 
A cada x de A corresponds un y en B tal que y = fix). Para cada y de B, exists 
por !o memos un x de A tal quc fix) — y. Supongamos quc cxfele uno goto de 
esos x, Ententes podemos demur una nueva funcidn g en B dd modo siguicnlC: 

X{v) = .v signified que v =/(.v). 

Dicho de otro modo, el valor de g en cada punto v de B es el unico x de A tal 
que fix) = y. Esta nueva funeidn g se Hama la in versa de /. El proceso media me 
cl cual sc obtiene g a partir de / se Hama inversion. Qbservese que g[/Ul] — x 
*wa todo x de A y que /[g(vl] = y para todo y de B. 
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Hi proceso de inversion puede aplicarse a cualquier funcion / que tenga it, 
propiedad de que para cads y era d reeorrido de /, existe un solo x era el dominio 
de / tal que fix) = y. Era particular, una funcion continua y estrictamente mond- 
tona era un intervalo [a, b] tiene esa propiedad, Era I a figure 3.10 se muestra un 
ejemplo. Sean c = f(a), d = jib ), El teorema del valor intermedio para las fun- 
ciones contirauas nos dice que era el intervalo {a, b], / toma todo valor comprera- 
dido fciure c y d. Ademis, no puede tornar dos veces el mismo valor porquc 
fix L ) ^ /( x 2 ) siempre que x t ¥=■ x z . For consiguieme, toda funcidn continua estric- 
tamente monotonia tiene inversa. 

La relation entre una funcion f v su in versa g puede explicate tambien con 
la formulacidn de pares ordenados del coracepto de funcidra, En la Eeccion 1.3 se 
define una funcion / como un conjunto de pares ordenados Or.y) tales que dos 
cualesqtiicra no tien.cn el mismo primer demento. La fuitddn in versa g se forma 
tomando los pares U, y) de / e iratereamblarado los elements x e >\ Esto es 
(y, jc) 6 g si y s61o si Or, y) e f, Si / es estrictamente mondtona, dos pares cualesr 
quiera de / no tientti el mismo segundo elemento, y por tanto dos pares cua- 
Lesquiera de g no tienen el mismo primer elemento. Asi pues g es una funcion, 

ejemplo, Funcidn rail enesima. Si rt es un entero positivo, pongamos 
f (x) — x* para x > 0, Entonces / es estrictamente creciente era todo intervalo 
[a, b] con 0 <1 a <, b. La funcion inverse g es la funcion raiz. enesima, defmida 
para y ]> 0 por la ecuacidn 

giy) = y l ■ * 


3,13 Fropbdades de las f unciones que se conservan por la inversion 

Muchas de las propiedades que posee una funcidn f se irarasmitera a la inver- 
se g. La figura 3.11 muestra la relacion entre sus grtflicas. Puede obtenerse una 
a partir de la otra mediante una simple simctria rcspecto a la recta y = x, debido 
a que un pun to (u,v) es-la en fa grafica de / li y solo si el purato (v,u) estri sobre 
La grafica de g, 


Las propiedades de monotonia continuidad que pcsec / sc transmits a 
la funcidn in versa g, como se afirma en el teorema siguienie. 

TEORtiMA 3 JO. Sea f estrictamente creciente y continua m un intervalo 
[a, b]\ Sean c = j(a) y d — fib) y sea g ta inverse de f, Esto es, para cada y en 
fc, d']. sect giy} aquel x de [a 6] tal que y = fix). Entonce s 

a) g es esirktamente creciente en [qd]; 

b) g es continue en [c, dj. 
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Figuk* 3. IP Funcidn continua Figura 3-11 fiepresentaddn grtffica 

estric lament* crvckmte, del prOce&Q de inv6r$i6it. 

Demmlracidn. Eli jamas >',<>’* an [c, d] y pungamos jti =s fi(y a >, 
jf„ “ g (y t >. Erttcmoes y, = fM a >■* = fix.). Puesto que f es estrictamente ere- 
eiente, la relacidn y\ < y? implies que < jf Sjl la cuaL a so vez, implies que g 
sea estriclamente crecienle en [c, d], Esto demucstra la parte a), 

Demostremos ahora b), La demostracidn esti Tepresentada m h figura 3,12. 
Elijamos un punto y tl en el Imervalo abierto (c r d). Para demostrar que g es eon- 
tinufl en >>,„ debemos probar que para lodo t > 0 exisle un A > 0 tal que 

(3.22) g(y 0 ) — f < £(_v) < jfUn) + t siempre que ,l> — d < y < r fl 4- A 

Pongamos x,, = g(yj, de modo que/U„) = y„ - Supongamos c dado, (No se pitrde 
generttlidad si consider amos aquellos valores dc € bast ante pequenos para que 
jr s — c y v c + equeden en el interior de [a, fr]>) Sea A el menor de los dos nu- 
meros 

fUo) “/l-v B — 0 y /(.v fl + t) -/(.v 0 ) . 

Es fflcil com probar que con esie A se verifies (3-22). Una ligera modificaribn 
del raionamiento prueba que g es continua a la derecha de c\ y a la izquierda de d. 

Exist e el leorenta ana logo para funciones decreciemes. Esto es, la in versa de 
una funcidn / csirictameme dearecientc es csirktamcntc dccrccicntc y continua. 
Esto result a de up Hear el teorema 3,10 a — f. 

Eji-MPLO. Continuidad de la funcidn rah enhima. La funcidn raiz etiesii- 
ma g, definida por y > 0 por la ecuacidn g(y) = y 1 -”', es estriciarneme credente 
y continua cn todo imervalo [t\d] con 0 < c < d, pueslo que es la in versa de 
una funcidn continua estriciarneme creciente, Esto nos da otra demostracidn de 
la conti nuidad de la funcidn raiz encsima, independents de la teoria de la irtte- 
gracidrt- Puesto que cl producto de funciones conti nuas es continue, deducimos 
otra vtz la conti mi id ad dc la funddn poieneia, = v'\ siendo r s min un 
numeric rational posit ivo c y > 0. 
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Fititciones con tinuus 



Ficura 3,12 Demvstr&cidn d% id continuidad de la funcidn inversa. 


3, 1 4 Inversas de fundones monOtonas a ircrzos 


Supungamas que intenUmos aplicar el proeeso tie in version a una funcidn 
que no es momSionai en [a, 6], Por ejemplo* considdrcse el caso en que 
fix) = X- on hits iniervalo de la Forma [-c.cr], del eje x, A cask punto x de 
este intervals, / le hace corre&ponder exactamente un punto y del intervals) 
f 0 , c 1 ] , preei satnen le : 

{3.23.5 V = A ' J ■ 

Pero b correspond? ncia enure los punto® de esto® do® interval os no es uno a 
uno. Si sc nesuelvc la ecuaeiun (3.23) de x rcspcclo a y, $e encuentra que cxistcn 
dos va lores de x correspond ientes a cad a v en [Q,c ? ], que sort: 

x ™ v' / y x = — Vy 


Ya sc menCiono en p|ro lugar que antes Iqs matemaiieos hubievtui eonsiderado la 
in vers a g en este casp eorao una funcidn hi forme defmida por 

= ±Vv- 


Peru el punto de vista mils modernp no admitc la rnultiformidad coffld una 
prop ted ad de las Jfune tones y en easos como el CQnsiderado se dice que cl pro- 
cess) de inversion da lugar a dos nuevas fundones, g, y g a dondc: 



£s(v) “ — Vy para cad a y en [Q,c a ] 


yric 
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Para tncajar este resultado con la noci^n dc in versa tal como se expuso antcrior- 
mente, se puede considerar que la ecuacion y = x a no define una funcidn f sitio 
dos fimriones h y j. t donde; 

= X 2 si 0<x£e ¥ f % {x) = x* si -^^0. 

Estas func tones puedcn eonsiderarse como rfistintas porque tiencn dominios dis- 
I in los. Cada una de el las es montiiona en su doniinio y cada una ticne una 
inversa, la inverse de j 1 es g t y la in versa de p es % z do tide g, y g z estan dadas 
por (3.24). 

Eslo hace ver come el proecso de inversion puede apl tears? a funciones 
monotonas a troaos Considcramos simplcmentc una iai funcion como una reunion 
de func tones mondlonas e invertimos cada utio de los trozos, 

Haremos un uso mas implio del proceso de inversion en el eapiiulo 6. 


1 15 Ejercieios 

En cada ureo tie los Bjerdciflre I ul 5,. demoslrar que / es cst rk tfimente inOrtdtfluia en 
todo el eje real. Designesc por g la in versa de g Describir el daminio de g eti cada caso. 
Poner v — fix) y despejar jc en funcion de >■; hitllar ana Formula (o Formulas) para caldiilar 
£{>') para cada y en cl dorm mo de g, 


1. /(vl - X + 1. 

4. fix) = jr 3 . 


2. f{x) = lx + 5, 

p 

it x < I, 

3. fix) = 1 - v. 

5. f{x) = -r 

si 1 £ x £ 4, 


S* 1 * 

si jr > 4. 

Vulorea median. 

Sea f corelirma y estriclamenle mondtona en cl eje real positive y sea g 


la in versa de /. Si u | < ti < . . . <«, sore n ndmeros reales positives dados, &e llama vaUyr 
medio (o promedic) con respecto a j al numero M delinido como &«inse; 



En particular, cutindo f{ jf) = -c^para p * 0, se llama media de putvneias p-eximas (V£ase 
tambien la 5ecci6n 14.10,) Los Ejertidos que segue n se refieren a las propiedades de los va* 
lores medios. 

&. Demostrar que Die ho de otro mode, el valor de f en el pro* 

medio .Vf> C5 la media aritm&iga dc los valorem fiuA. 

1. Dcmpstrar que Ci < Af , < <a„. Dc otro modo, el promedio dc a, a, es(4 comprendido 

cnirc el mayor y cl me nor de los it., 

8. Si Jr(.r) = of{x) + &, dande a ^0, demostrar que M>. = M ( . Esto prueba que funcion cs 
distintas pueden conducir al mismo promedia Interprclar fcarnetricamcnlc cslc teorema 
cOmpara ndo las graficas de h J f. 
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3,16 Teorema de lus v alerts extremes para funciones con line as 

Sea / una funcidn de valorem reale$ definida en uit con junto S de numeras 
teales. Se dice que la funcidn / tiene un maxi mo absolute en el conjunto £ si 
existe por lo metios un pun to e en S tal que 

|/(jc) <, f(c) para todo x en S . 

E! ntimero f(c) se Uama mlximo absolute de / en 5, Dec imos que f tiene un mi- 
nima absolute en $ si exfcte un punto d en S tal que 

fix) |> f{d) para todo jt en S , 


>' No exists 



y 



/W^en.v, 0 < x < t fix) - I iiO < x £ 2, ./TO) = 1 

(a) (b) 

Figura 3,13 Valores mdximos y tnlttimos de fas funeianes. 


Esos conceptos se represents!! en la figura 3.13. En la figura 3.13 (a), S es d 
intervals cerrado [0, it] y fix) — sen x. El minimo, que se presenta en los extre- 
mes del intervale, es 0, El maximo es /(!*?) = 1. 

En la figura 3.13 (b)* S es el intervalo cerrado [0, 2] y fix ) = 1 fx si x > 0, 
f(Q) = h En cste ejemplo, / posee un mfmmo absolute en x = 2, pern no tiene 
miximo absolute. No poses maxi mo debido a una discontinuidad en un punto 
de S. 
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Queremra demoatrar que si S es un intervale cerrado y jf es continue en 
todo S f entonces / posee un m£ximo absolute y un mini mo absolute en S. Este 
resutado, conocido como el teorema del miximo (mmimo) para funciones conti- 
nual, se deducird como una scncilla consecuencia del siguiente teorema. 

teorema 3.11. teorema de acotaci6n para fungi ones continual. Sea 
f continue en un intervale cerrsdo [a, b]. Entonces f es acotada en [a, b], Esto 
es, exists un numem C ^ 0 lal que |/U)| S C para todo x en [a, h], 

Demostracidn. Razonamos per redueeidn a] absurdo o contradiction, utili' 
zando una t£cniea llamada mdtodo de biparticidn . Supongamos que / no es aco- 
tada en [a, 6], Sea c el punto medio de |j , b], Ya que / no es acotada en 
[a.b] tampoco lo esta por lo memos en uno de los subintervalos [a,c] o 
[c\b], Sea [jj,b]J aquella mitad de [a, b] en la que / no esta acotada. Si / 
no es acotada en ambas mitades, sea la mitad izqtiierda de Con- 

tin nemos el procc$o de bi parti cion reiteradamente, design ando con [fl Ttll b n *.y\ 
la mitad de [a*, b n ] en la cua! / no es acotada, con el convenic de elegir la mitad 
izquierda si / no es acotada en ambas mi fades. Como la kmgitud de cad a inter- 
vals es la mitad de su precedente, obiervamos que la longitud de [a„,b„] t es 
(b-a)/2*. 

Designemos con A el conjunlo de los extremes izquierdcs a y a : ,aj,., , , asf 
obtenidos, y sea « el extreme superior de A, Tal punto- « esta situado en [a, b], 
Por la continuidad de / en a, existe un intervalo de la forma (a — S, a H- en 
el que 

(3-25) \/( x ) -/(«) | < 1 . 

Si a = a este intervalo tiene 9a forma [m a + d). y si se = b tiene la forma 
(h — d, b], La desigualdad (3,25) im, plica 

j/un < i + \m\ , 

de modo que / es acotada por 1 + !/{«)[ en ese intervalo. Sin embargo, el inter= 
valo [fl M H &«] est£ contenido en (a — <$, a + d) cuando n e$ lo bagtante grande 
para que (6 — a)/2 n < d. For consiguiente f tambMn es acotada en [o^b-], en 
contradiction eon d hecho de que / esta acotada en [a„, b*]. Esta contradict ton 
comp] eta h demostracidn. 

Si / es acotada tn el conjunto de todos los valores fix) esta acotado 

superior e inferiormente, For consjguicnte, este conjunto tiene un extreme superior 
y un extreme inferior que designamos por sup / y por inf /, respects varmente. Esto 
es, eseribimos 

sup/ = sup {/( A > I a < X < b} t inf /= inf {/(*) a <, x <, b} , 

Para cualquier funcion acotada tenemos inf / <, f{x) <, sup / para todo x en 
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[tob],. A continuation demostramos que una fane ion continua alcanza los va- 
lores inf f y sup / en algun punto de [a, fcj. 

TEOREMA 3 . 12 . TEOREMA DEL MAXIMO (M fN IMO) PARA FUNGI ONES CONTI - 
nuas. Si / es continua en un intervale cer ratio [ 0 , &L existen puntos c y d en 
[e, 6] tales que 

/(f) = sup/ y fid) = inf/. 

Demost radon. Basta probar que / alcanza su extreme superior en la, &J. 
Para el extreme inferior basta tenet en cuenta que el extremo inferior de / es 
el extremo superior de — jf 

Sea M — sup /. Supondremos que no existe un x en [to b] para el que 
fix) = M y se llegara a una contradiction. Sea gix) = M — fix). Para todo x en 
[fl, 6] sera entonees gix) > 0 con lo que la funtidn retiprocs 1 fg es continua 
en [«, i>], pongamos lfg(x) < C para todo x en [», 6], siendo C > 0. Esto 
implies que M — f{x) > l/C, con lo que fix) < M — 1/C para todo x de [to 6/ 
Esto esid en contradiction con el hecho de que M es la rnenor ccta superior de 
/ en [o ;l b]. For consign iente, fix) — M para un x por lo monos cm 

Note: Este ttorema deiMteslra qm Si f es continua en [cb], ti sup- / es sy maxi- 
mo absolute, y d ml f cs su nuYiimO absolute, Luegto en virlud del teorema del valor 
intennedio, eS recorrido de / es el inlcmilo cerrado .[inf/, supjf]- 


3.17 Teorema de la condnuidad utti forme 

Sea / una funtidn de valorem realcs y continua on un intervalo cerrado [a., &] 
y scan M(f) y m(f) log. valores maxima y minimc respect ivamente de / en [a, £]. 
A la diferentia 

to(J) - w</> 

la 11am are mos osdtedon de / en el interualo [a, bj. Se podn'a utilizer Is palabra 
extension, en lugar de oscitadon, ya que esta palabra tiene el inconveniente de 
sugcrir funciones ondul antes. En lextos anliguos se emplea salt us, equivalenle la- 
tino dc brinco o sal to; pero nosotros conservaremos el nombre de oseikdon, por 
scr su uso muy general izado, Observemos que la oscilacidn de / en cualquier 
subintervalo de [a, 6] no puede supers r la de / en [toh], 

Uemostraremos seguidamente que el intervalo [a, b] puede subdivides de 
modo que |a osc Nation de / en cada subintervalo sea tan pequena como se so 
q ni era, Esta propiedad, en forma precisa, es la que da el siguiente teorema, que 
equivale a] que ordinariamenie se denomina teorema de la cotuimtidad uniforms. 

Teorema 3.13. Sfcr / do niituia en un intervalo cerrado [ff, ft], Para todo 
* > 0 exisic una pariidon de [it, b ] , en un numero f ini to tie subiutervtilos t tal 
que la oscitadon de f en todo subintervalo es menor que f, 
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Pemostracidn. Razonarcmos por contra diceidn, utilizando cl metodo de bi- 
particiones sucesivas. Stipcmgamos que el teorema « falsa r Halo es, que para un 
cicrlo e, por ejemplo para < = e, : „ el intervalo [a, b] no puede ser subdividido 
m un numero fin i to de subinlervabs en cad a uno de los CUales la oscilacion de 
I sea menor quet,,. Sea c el punio medio de [u, b]. Entonces para esc c ft cl teore- 
ma es false en uno par lo menus de los dos sub intervales (XcJ o [c,£]., (St d 
teorema fuesc cierto en ambus subibtervalcs, lambien lo sen a en d intervalo 
complete [o,b]j Sea aquella mitad de [</, b] cn la que el teorema es 

false para e 0 . Si es falso en ambas miracles, sea [u Ll /?j] la mitad izquierda 
[a, c]. Rest era mos el proceso de bipartidbn, design undo por [a,,, , , b, l+1 ] aquella 
nit tad de [<?», b„J en la que el teorema es false para c 4>1 tenlendo en cuenta que 
degimos la mitad izquierda si cl teorema es falso en ambas mi fades de [d„, b„], 
Noiese que la esc Marion de / en eada smb intervalo de [nx b„] ast con strut do cs 
por lo mends £ sV 

L la memos A at conjunto de extremes izquierdos n, a H a», . , ♦ , const ruidos 
cosmo se in died, y sea * la minima cola superior de A. Esle punio a esta situado 
en [a,b]. Por la eon tinui clad de / en *, exist? un intervale (?- — b, a + d) en 
el que la esc i laden de / es menor que (Si i = a, ese intervab es [a, a + Ah y 
si * = h. es (A — <XA]-) Sin embargo, el intervale [a„» b,,] esta dentro de 
(a — <X « + d cuan do n es lo ba stars te grande para que (h — a)/ 2“ < rf, con lo 
que la oseitacidn de / en [cr^, A*] es tambien menor que t c> lo que esta en contra- 
died on con el hecho de que la osedaddn de / es por lo memos e„ en \a„ , A,,|. Esta 
contradiccidn complete la demostracion del teorema 3.13, 


3. IS Teorema de integrabilidad para funriones continuas 

El teorCma de 3 a continuidad uniforme puedc utilizer sc para de mustier que 
una functon eondnua en |> N 6] es integrate en [o.A]. 

TEOREMA 3,14, JNTEGRaBILIDaP De FU NCI ONES CONTINUES. Si una funcidn 
f es eondnua m fades los pimtos de un intervale c err ado [a, b], es miegrabk en 

Demostmcidn, El teorema 3,1 1 demuestra que / e$ acotada en [er, A], 

con lo que / liene una integral superior, /{/), y una integral inferior /(/), Dcmos- 
raremos que /(/) = 1(f). 

Elijamos un entero N > 1 y sea * = 1 /jV, En ?irtud del teorema de la con- 
tinuidad uniforms, elegido esie f extste una parliddn P = { .v flJ x u , . , p y, t } de 

[a, bj en n subin ter valos tales qwe la osci laden de f en cualquEer subiniervalo es 
menor que «, Designemos por Mpf i y ntj /), respectivamente, el masimo y el 
mini mo absolutos de / en e! fc-esimo subintervalo ^j r Tenemos entonces 


MA f) - mAf) < f 



F undone 5 continum 


m 

para cada k ™ ], 2, . . , „ m Sean s n y k das fmneiones esctrfonadas definidas en 
[a P ft] como sigue: 


sjx) = rti k if) si -Vjt-i < x < -v* , s ti U *) = 

tjx) = M} ; { /} si x t t <; x < x kt ijA) = M n (f) 

Tenemos enlonces <f(x) <[ t^x) para todo x de [a. A], Tenemos tambi£n 

I " K = 1 y 1 '' = i M J.f Kx k - x k _ } ) . 

" r i-i *-i 

La difetencia de esag dos integrates es 


* ^ n m 

f„ - I ** = ZtHd/) - — % J < *21** - x B t ) — f(b — ci) 


*-i 


jt-'i 


Pue&to que * = \/N r esta desigualdad pusde escriblrse en la forma 


( 3 . 26 ) 




For otra parte + las integrales superior e inferior de / aatisfacen las desigualdades 

Multiplicands el primer eonjunto de desiguatdades por ( — 1) y sumando el resul- 
tado al segundo conjunlo ob tenemos 

A/) - l(f) < f ' f„ - f * j, , 

■ * •> a 

Hacienda use de (3.26) y k relation /(/)> < /(/), tenemo» 

0 £ A/) - /(/> < 

Pi 

para todo entero jV 1. Por consiguiente, segdn el ieorema 1 ,31, de'be ser 
/(/) = hf). Esto ctemuestra que / es integrable en [a, 6]. 
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3.19 Teoremas del valor medio para fundones continuas 

En 9a Seccion 2.16 se delink) d valor promedio A(f) de una funcion / sobre 
un intervalo [a.b] como el code rue ft /(jt) dx/{b — a). Cuando f es conti nua, 
podemos demostrar que este valor promedio es tgual al valor de / en un cierto 
pun to de [a, 6], 

TEOREMA 3 . 15 , TEOREMA EEL VALOR MEDIO PARA 1 NTECRALES- St f €$ 
conn nua m [a,h], para un cierto c de [a, 6] ienemos 

I "fix) tlx =fU')[b - a). 

• s IP 


Demostracidn. Represent amos por m y Af, respects vatneme, los valcres 
maxima y min imp de / en [a. 61. Entonces m < f ( a ) ^ \f para todo x de [a, fr]- 
Integrando csas dcsigualdades y dtvidlendb por 6 — a, encontramos qos 
tn ^ Aif'j <, t \f, sicntlo A{jf) — ft/(.v) dxj{b — ■ cr). PerO ahora el teorema del valor 
intermedio nos dice que A(f) = /(c) para un cierto c de [a, 6]. £sto completa la 
demost radon. 

Para va lores medics ponders dos hay un resultado analogo. 

TEOREMA 5.16. TEOREMA PEL VALOR M ED 10 PONDER ADO PARA INTECH ALES. 
Supongamos que f y g son continuas en Si g no cambia mtnca de sigtio 

m [a, 6] entonce s, para un emtio e de [a, b], tenemos 

i’ '• . f* 

f 3 .27 > I / ( x) m .v > * l.x = i { c ) I g( a ) dx . 

T 4 ' v 4 

Demostracion. No cambiando nunc a de signo en [a h 6] h g es siempre no 
negativa o siempre no podtivu en Supongamos que g es no negative en 

[a. fr], Entonces pudemos razonar como en la demostraddn del teorema 3.15, 
exccpto que integrant os las desigualdades mg(x) <i f(x)g(x) <. Afg(x) obteniertdo 

Q.U) m I r eO. ) d.x < I k f(\)g( v) f lx < M | '%{ v I dx. 

J If B 4 J ft 


Si JJgU) dx = 0, esa desigualdad demuestra que ft f{x)g{x)dx = 0, En este taso, 
la ecuacidn (3.27) so satisface para cualquier c ya que ambus mietnbtos son cero. 
De otro modo, Ja integral de g es posiiiva, y podemos dividir por esla integral 
en i3,28) y aplicar como antes el teorema del valor intermedio para completar la 
demustracidn. Si. g es no posiiiva, aplic&mos d mismo razonamienlo —g. 
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Futicionas coni it was 


El legrema del valor medio ponderado nos I leva algunss Yeses a estimaciones 
utiles para la integral de un produeto de dos fundones y especialmente m ia inte- 
gral de uno de lys faeiores es Kcil de calcular. En log prdximos Ejeicicios s® 
dan eiemplos. 


3 JO Ijereicios 

1. Con el teorcnw 3-16 estabfecer las desigualdades siguientesi 


10 \Z 


f- 

Jq \ 


1 


■= dx £ — . 
■■ I + x 10 


2. Tcnicndo en euerna que \ I - x i = (I — • x 2 )}\ 1 — x 2 y pyr medio del teorema 3,1© 
obtener las desiguuldadts 


11 

24 


f 1 • . U /4 

S 1 


j. Utilizar la identidad 1 + -** “ U -f-r a MI — * J + a 4 ) y el teorema 3.16 para demo*- 
tear que para a > 0, lenemoi 


it : 3 a“ \ r ,r <fx 


i t a* 

_ j £f - y + J ) < 


tr tr 


I +x* £ ^ “ 3 + 5 ■ 


Tdinese a = 1/10 y calcular el valor dc la integral con sei$ cifrus decEmales. 

4 . L‘na de las siguientes aflrmaeiones es incorrect®, Expliear per qu^ es falsa , 

a) U integral Jar (sen/)// dt > 0 debido a que fscn'J/r dt > jsend/f dt. 
b> La integral /a* (sen i)jr dt = 0 porque, segdn el teorema 3,16, para un cierto c 
comprendido cnlre 2ir y 4$r tenemos 

'* Ja sen t I f 4j cos (2ir) — cos(4ff) 

dt <s> - | sen f ttl » m. £> . 

' c ‘ Jtr f 


5. SI n cs un entcro positive, utilizar cl teorema 3.16 para demoslrar que 

j’ ■. i . iFt t-h 14 

sen if- id? « — , donde \ IIJT Lf in 4 - | )T7 . 

* V y 3 i 

6. Supdngasc que / cs cortimua cn [n.b]. Si |;j| /(x) dx = 0, demostrar que fie) = 0 por 
lo mcnos para un c de \a,h]. 

7. Supningase que / es imeg table y no negaiiva en [a, 6]. Si j’ fi.t)dx — 0, demoslrar que 
fix) * 0 en cadii pimto tie continuidud de \_Ind\caci6n: Si fie) > 0 en un pun to de 
con [inn id jd c, enisle un untOrno de e en el coal fix) > A /let.) 

H. Supdngasc que / cs conlinua en [a.b] y que f(x)g{x)dx = 0. para toda funci^n g 
que SUa continue en Lu,fr[. DeitiOstrar que /(*> = 0 pura todo x on la, 6), 
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CALCULO diferencial 


4. 1 Introduction histories 

Newton y Leibniz, i ndependien te me n te uno del otro, fueron en gran parte 
los responsabtes del desarrollo dc las ideas b£sicas del Calculo integral hasta 
llegar a eonseguir que problemas, en, su tiempo irrcsolubles, pudicran serlo por 
los nuevos metodos y de forma east rut mark, Su mayor logro fue esencialmente 
el hecho de poder fundir en yno el CdJculo integral y la segunda rama impor- 
tante del Calculo: d Calculo di Ferenc iaL 

La idea central del Calculo diferencial es la nod on de derivada, I goal que 
la integral, la derivada fue originada por un problems de Geometria: cl pro- 
blema de hallar la tangente en un punto a una curva. Sin embargo, a difcrcncia 
de la integral, la derivada aparece muy tarde en la hisloria de la Matcitktica, 
Este coneepto no se formule basts el siglo xyii, cuando el matematico f ranees 
Pierre de Fermat, trato de determinar los maximos y mlnimos de ciertas- funciones. 

La idea de Fermat, basieantente muy simple, puede comprenderse con, auxilio 
dc la figura 4.1. Se supone que en cada uno de sus puntos, ests curva tiene una 
dircccidn definjda que puede venir dada por la tangente, Cada una de eg rag. tan- 
genles sc ha Ifidicado cn la figura por una recta de trazos# Fermat observd que 
en aquellos puntos en que la curva liene un maximo g un minimo cornu los de la 
figura, de absdsas jr,» y la tangente ha de scr horizontal,, For lanto, el problema 
de local izar cstos valurcs extremes se reduce al de la localization de las tangentes 
horizon tales. 

Esto conduce a la cuestion mils general de la determinacidn de k direccidn 
de la tangente en un panto arbi; ratio de la curva* El in cento de resolver esto 
problema fue lo que condujo a Fermat a descubrir algunas de las ideas rudimen- 
larias referenteg a la nocidn de derivada. 

A primera vista pqreoe que no habrd conexidn entre el problema de hallar 
d iirea de una region limited a por una curva y el de hallar la tangente en un 
pun to de una curva, El prime ro que deggubrid que estas dos ideas, en apariencia 
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FiGiiRA 4.1 La curm tiene tmgenies horitoniate en tos punios x, y Xi- 

sin cones ion, estaban inlimamente ligadas, fue el maestro de Newton, Isaac 
Barrow <1630- 1 677). Sin embargo, Newton y Leibniz fucron los primeros cjue 
comprtndieron la verdadera impottancia de esta relation y la explotaron en forma 
tal que inauguraron una etapa sin precedentc en el desarrollo de la Matemitica. 

Aunque la derivada se imrodujo inicialmente para d esiudio del problems 
de la tangente, pronto se vto que propordonaba tambien uti instruments para 
el calcullo de vetocidades y, en general para el estudio do la variation de una 
funcidn. En el apanado siguienic se considerara un problems particular que se 
rcfkre al cilculo de una vdocidad, La solucidn de este problems con tiene todas 
las caracieristieas esenciates del concepto de derivada, y su analisis conduce a la 
definicidn general que se da en el apariado 4,3. 


4,2 Uu problems relative & velocidad 

Sea un proyectil lanzado verticalmente desde el suelo a una veloddad de 
45 m por segundo. P rescind iendo del rozamiento, se supone que solamente act da 
la graved ad, por lo que d proyectil sc mueve en line a recta. Sea fit) la altura en 
metros que alcanna el proyectil l segundos despues del lanzam lento. Si la fuerza 
de la graved ad no actuara en el, el proyectil continuaria gubiendo a velocidad cons- 
tantc, necorriendo una distand a de 45 m cada segundo h y en el t tempo t sc tendda 
/tO = 45/. Pero a causa de la gravedad* el proyectil va retardandose has la que su 
velocidad llega a valer cero, y a part I r de este momenta cae al sue la. Ex per lend as 
fisieas indican que mientras el proyectil esta en movimiento su altura fit) viene 
dada aproximadamente por la formula 

{4.11 fit) = 45/ - 5t". 
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El lerinifio - 5i* es delude a la influencia de la gravedad. Obsdrvese que f[t) — 0 
cuando t = 0 y i = 9; o sea, que el project!! regresa a la t terra despues de 9 se- 
gundos* por lo que la formula 4.1 sdlo es vllida para 0 <i / < 9 + 

El problem a a considerar es el siguiente: Determinar la velocidad del pro - 
yectii en cada instante de su movimiento. Para poder eomprender este problems, 
hay que precisar lo que se entiende por velocidad en cada instants. Para ello, 
se Introduce la nocidn de velocidad media durante un iniermh de tiempo , es 
dec ir, desde el instante t al t -\- h, definiendola como el eoeiente: 


d iferencia de d ktanej as en el intervalo de tiempo f(t + ft) — f{t) 
intervalo de tiempo h 

Este codente, llauiado codente incremental, es un numero que se puede calcular 
sietnpre que t y t + h pertenezean am bos al intervalo [0, 9], El rnimer® ft puede 
ser posirivo o negative, pero no cero, Se dejara fijo t y se estudiar£ lo que le 
ocurre al cociente incremental, cuando se dan a ft valores cada vez menores 
cn valor absolute. 

For ejempb, con$id£re$e el ins t ante t = 2, La distancia recorrida despots 
de 2 segundos es; 


f(2) = 90 — 20 = 70. 

En el tiempo t ~ 2 -f- ft la distancia recorrida es: 

f{2 + ft) = 45(2 -4- ft) - 5(2 + hf = 70 + 25ft - 5ft B . 

For tan to* la vc locidad media en d intervalo entre I = 2 y t = 2 + ft es 


f{2 4- ft) — f{2) 25h^5h* _ ct 

— — — — — — = = 2a — 5ft, 

ft ft 

Tomando valores de ft cada vez mis pequenos en valor absoluto, esta velocidad 
media, se acerca mis y mas a 25. Por ejemplo, si ft = 0,1 la velocidad media 
es 24,5; si ft = 0,001, es 24,995; si ft = 0,00001, se obtlene el valor 24,99995, y 
cuando h — — 0,00001 se obtsene 25,00005. Lo imports nte es que se puede obte- 
ner la velocidad media tan prdxima a 25 como se desee, sin mis que tomar ! ft|| 
sufkien [entente peqneno, Se describe este hceho diciendo que la velocidad me” 
dip tiende al limite 25 cuando ft tiende a cero. Parece natural llama r al valor de 
este limite la velocidad instantdnea en el instante t ~ 2, 
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Los iimmos calm] os sc pucden el carta r para cualquier oiro ins lame. La 
velocidad media en un interval o arbhrario entxc f y t -f k csla dado per cl co- 
den le: 

tit + h) - /(f) _ [ 45(1 + h >- %t + hr] - [45e - 5£l = _J_ 45 _ |0/ _ 5h 
h h 

Cuando h ticnde a ctro, la ex pres ion de la derecha tiende al If mite 45 — lOf 
que define la vehtitiud msfuniattea en el instants f, Design a ndo la velocidad ins- 
tantdnea por e(f) tiene 

(4.2) H/) = 45 - 10/, 

La formula (4,1) del eg pack? /{!), deline una font ion / qua in dies la ajfura 
a qi»e sc encucnlra el proyeetil en cad a instants de so movimienio; / se deno- 
mina funcion position o ley de espacim. Su dominio es el intervals cerrado [0, 91 




FjguKa 4,2 la' tirdfim de fa funcitin de position /(l) “ 45 l- 5^, 
ij h j Grdjica de fa funcittir vekn?((li fa r ( ! } ™45 — lOf. 
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y su grafica es. k de la figura 4, 2(a), [La esc a l a sobre cl eje vertical cm ambas 
figures 4.2(a) y (b) ha si do modifies da], La formula (4.21 de Ja veloctdad r(0 
define una nueva fund on v que indie a la rapidez eon que se mueve cl proyectll 
en cada i ns t ante de su movimienio, se denomina fuiwton veloctdad y su grafica 
es la de la figura 4.2(b). A I crecer t de 0 a 9, r(0 dectece const an temenle de 
r (0 ) = 45 a r(9> = — 45. Para ha liar el i ns t ante i en el cual Ht) — 0 it- 
suelve la eeuaddn 45 = 10 / obteniendose / — 9 / 2 , Por tan to, cn cl punto cen- 
tral del movim lento Sa inlluenda de la graved ad reduce la veloctdad a cere y 
el pmyectil queda i n stantaneame nte fi jo. La altuTa en esiij instante cs /(9/2) = 
= 10! ,25. Si t > 9/2.. ta vdocidad es negative y la altura decrees, 

El proceso por el cual se obtiene c{t) a partir del cociente incremental sc 
denomina « ha liar el I unite cuando h tiende a cero», y se exp rasa simbdMcanicnic 
como sigue: 


( 4 . 3 ) 


v(t) — lian 

h 


fU + h)-f(t) 
h 


Esta ex pres ion usada para definir la veloctdad . en el ejemplo anterior, tiene 
un sentido mas am pi jo y permite definir la veloctdad en movjmienios a lo largo 
de una llnea recta* cuandq se conozca la funcidn de posicion /, y siempre que 
el code nte incremental tienda a un Itmitc cuando h tiende a ceto. 


4.3 Dcrivada dc una jfiuidbn 

El ejemplo expuesto cn la Scccidn anterior senata el cam a no para intro- 
ducir el concerto de derivada. Sea / una func ion de fin id a por lo me nos, cn un 
intervalo abteno (a, b) del eje x. Se edge un punto x to «tc interval® y se forma 
d cociente de diferencias 


fix + ft) -fix) 
h 

donde el n timer® h pgede scr positive o negative (pere no euro), y tal que x 4- ft 
pertenezea tambien a (a r b), El nu me ruder de estc cociente itiide la variad6n 
de la funcidn cuando x van's de x a x -f h, El cociente representa la variation 
media de / cn el intervalo que une .if a x + A* 

Seguid amenta se hace tender h a eero y se cstudia lo que le ocurre a esc: co- 
de nte. Si tiende hacia un clerto valor como It mite (y serti el mismo t tatito si h 
tiende a cero con valor ea positives como. negatives), enlonces ese If mite se dene- 
mina derivadp de / en x y se indica por el sfmbolo f(x) (se lee #/ prima de Jt»). 
Con lo que k dcfmieitin formal de f{x) puede establecerse del siguiente modo: 
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DEFiMCibn de DERI v ADA. La derivada f(x) estd defimda por ta igualdad 
(4.4) /'<*) - lim _ 

a - ft h 

con tal que el limits exi&ta. £1 tuimero fix ) tambiin sc denomina coeficiente de 
variacion de f en x. 

Comparand® {4-4} con (4=3) se ve que el concept® de velocidad insiant&nea 
es simplemente un ejemplo del concept® de derivada, La velocidad vil) es igual 
a la deravada fit) cuando / es la Icy de espacios; la que freeuentemente se 
express diciendo, que la velocidad es la nekcitin entne k variacion del espacio 
y |p del tiempo. En el ejemplo desarrollad® en laSeccidn 4-2 la ley de espacios estd 
dada por la ecuacion 


fit) = 451 - 5f 

y $u derivada f e& una nueva funcidn (velocidad) dad® por 

fit) = 45 - lOf. 

En general, el proceso de paso al Jjmite por el que se obtiene fix) a parti r 
de fix), abre un cam in® para obtener una nueva funcidn f a partir de una 
funcion dada j. Este proceso se den® mins derivation, y f es la primem derivada 
de /. Si f a $u vez esta dcfinida en un Interval® abierto se puede tambien calcular 
stt primera derivada, indicada por f* y que es la segunda derivada de /, Analogs- 
mente. la derivada n-sima de /, que se indica por f m \ se define como la derivada 
primers de f*~ l \ Convendremos en que / c l>:> = /, esto es > la derivada de order*, 
cero es la misma funcion, 

En el case del movimiento rectilmeo, la primera derivada de la velocidad 
(segunda derivada del espacio) se denomina aeeleraeidtt. Por ejemplo, para calcular 
la acderacidn en el ejemplo de la Seccidn 4-2 se puede utilizar la ecuacidn (4.2) 
para forniar cl cociente de diferencias 

i>it 4- h) - vit) _ [45 - 10 (l + A)] - [45 - 10 1] - 10A 

k h ~ ~ - ’’ 

Com® este cociente no vart’a al tender h a 0, se puede considerar que iiende a 
— 10 (puesto que es —10 cuando h esia proximo a 0), Se concluye pues, que 
la aceleracidn en este problems es cons tan te e igual a — 10, lo que indica que 
|*i velocidad decrees a una razdn de 10 metros por segundo cada segundo. F.n 
9 segundos el decrecimiento total de la velocidad es 9*10= 90 m por segm> 
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do, que esta de acuerdo con el hecho que durante los 9 segundos de movimifiiuo la 
velocidad cambia de r(0) = 45 a r(9) = —45, 


4,4 Ejemplos de derivadas 

etemplo 3 , Derivada de urn futteion const ante. Supongamos que / e$ una 
funeidn con&tante, sea por ejemplo fix) = c para todo x, El cocicntc de diferen- 
cias es 


fix 4- ft) - ft*) _ c ~ c ^ () 
h h 

Pucgto quc el codeine cs 0 para todo x^= 0, su tfmite, fix), es tambien 0 para 
lodo a\ Dicho de oi.ro modo, una funcidn constants liene derivada nula para 
todo- x. 


BIEMplo 2, Derivada de una funcidn lineal. Sea / una funcidn lineal s por 
ejemplo fix) — mx + b para lodo real x. Si h r" 0, tenemos 

/ { V 4 h) — f(x) _ mix 4 - h I + b — (mx + h) _ mb = ^ 
h “ h h 

Como quc el code nie de diferertcias no cambia cuando h liendc a 0, results que 

f'(x) = m para cada x. 

Asf que, la derivada de una funcidn lineal es una funcidn constants. 

E| Eh Pi-O 3, Derivada de una funcidn potential de exponent? enter® positive}. 
Consideremos el caso fix ) == x* t siendo n un smero positive, El codente de dtfe- 
renclas es ahora 


fix 4 h) -f(x) _ ( x + h)" - x n 

h h 

Para estudiar este codente al tender h a cero, podemos proccder de dos maneras, 
o por k descomposicidn factorial del numerador considerado como diferencia de 
dos potencies n-simas o aplicando el teorema del binotnio para el desarrollo de 
U -I- h)*. Segui reruns el primer metodo y dejaremos el segundo como Ejercicio 
para d Lector. (Ver Ejercicio 39 de k Seccidn 4.6) 
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En algebra elemental se uene la identidad * 


a" - h M = u t - b)VfW 1 *. 

k~ a 

Si se toma a = x + hyb = xy divid linos ambos mlembros por h, esa idemidad 
se irans forma en 


(x + hr - x’ 


-■ y (.v -f k ) k x 


t~i 


fr.= [* 


En la suma bay n ttfmiinGS. Cuando h tiende a 0, {x + h) k tiende a r*, el A^simo 
tdrmino iiende a jr**"- 1 -* = x n ~\ y pot tanto la stitna de Los n t^rminos tiende a 
nx”-'. De csto result a que 


J '{x\ = fix" 1 para todo x. 

e|em plo 4. Derwada de la fmiclSn seno. Sea six) = sen #, El eotienie de 
diferencias es 


six 4- It) — sen ( v + ft) — sen x 


Para transform&Mo de tnodo que bags posible calculai el limits cuando h 
util Szamos la identidad trigonometriea 


0, 


v — v v + x 
sen y — sen v = 2 sen : — - — cos £ 


ponieracb y = x 4- It, Esto conduce a la formula 


sen (jc + h ) — sen x se it; ( h /2 } 
h ~ hjl 


cm 


f* + a • 


* Esla idemidad cs utia coitsecuenria inmediaia de la propped ad lele&eGpica de las sUmas 
fmitas. Eft efecifl, si se multiplies cada tinnine de -la suma por (ii — ft) se eneuefttra: 


ji-i 

ler — fr) ^ a J: ft n 3 h 
Jt-C 


n-1 

^ (o t+, t n -u+i> — *> ip a™ — b h . 

K -0 
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Cwudq h -* 0* cl factor cos (x 4 Kh) cos* por ta continuidad del eo&eno* Asi- 
mismo, la fSmuda 


.. scnx 
Jim — — 

r >1) V 


= 1 , 


establecida m la Seccidn 5-4, dermiestra quc 

(4.5) * 1 para todo A > [) . 

' ' if/2 

Por lo utnto el cocienie dc diferencias iiene como limits co$ x coaitdo h -> 0, Dicho 
de otro mode, f'(x) = cos* para todo x; la derivada de la ftincidn sent* es la fon- 
cion coseno, 

ejemplo 5. Derivada de la funcion coseno . Sea c(.x) = cos x. Denaos-trare- 
mos que c'(x) = — sen x; esto es, la derivada de la funcidn coseno es metios la 
fyaeidn send.. Paris mos de la identidad 

y _ If n _1_ 

cOi v — cos .v = —2 sen 2 sen ■ - 

2 2 


y pongamos y = v 4 h, Esto nos conduce a la formula 

cos (v 4 ft) — cos .v sen (ft 2) t A i 

ft A !2 V 2/ 

La cominuidad del sc no demuestra q m sen (x 4 1 A) -> sen x cuarado h 0.; a par- 

tir de (4-5) obtenemos c'(x) = — sen v. 


EjEMPLQ 6. Derivada de la funcian rah n sima. Si n e$. un enters posilivo, 
sea fix) as x'*” para x > 0. El cocicnte de diferencias para / es 

fi x 4 hj - fix) = jx 4 ft) 1 '" - x v " 
h h 

Pongamos u = (x + hy>* y r = x lin . Te nemos enionees w" = x 4 h y r* = x, 
con lo que h = u* — r” t y el cociente dc diferencias toma la forma 


fix 4 ft) - fix) = u - v 
h u n — v n 


__\ 

u *~ 1 4 u"' a e 4 ' ' ’ 4 J.r" ’ s + a**" 1 ' 
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La continuidad de Ea funciun rail n-sima prueba que u “+ v cuando h ■+ 0. Pgr 
consiguiente cada litmino del denominador del miembro de la derecha tiene li- 
mite i-" -1 cuando k 0. En total bay n t^Tfliiiios, con 1o que el cociente de dife- 
rencias tiene como I unite p 1_ 7n P Puesto que v = jc L/- p esto demuesfra que 

f(x} = - x lf *~ l * 
n 

OEM FLO 7, Continuidad de las fandoms que admiten derive da. Si una 
funcidn / tiene derivada en un punto x, es tambien cominua en x, Para dcmostrar- 
b, empkamos la identidad 

h, + h)=fU-) + h[ nx + f fM ) 

que es v all da para h =£ O, SI haqemos que h -> 0 P el cociente de difertncias del 
segundo miembro tiende a fix) y, puesto que este cociente esti mult ipl it ado per 
un factor que tiende hack 0, d segundo tdrmino del segundo miembro tkndc » 
0 L f(x) — 0. Esto demuestra que fix + ft) ■*+ fix) cuando k -* 0, y por tan to que / 
es continue en x. 

Esie ejempb prppowna un nuevo procedimiento para probar la continuidad 
de las func tones. Cada vez que establccemos la existencia de una derivada fix), 
esiablecemos tambkn f a I mismo liempo, la continuidad de / en x. Deberia obser- 
varse, no obstante, que e! reciproco no es eierlo. La continuidad en x no im plica 
necesammentt la existencia de la derivada /'UK For ejemplo, cuando /Cjst) = x\, 
el punto x = 0 1 es do continuidad de / [puesto que fix) -* 0- cuando x -* 0] pero 
no exaste derivada en 0, (Vease la figure 4,3.) El cociente de diferencias 
[/t0 + h) — j{Q)]/h es igual a h\/h, Este vak + i st h > 0 y — 1 si h < 0,* 
y per consiguiente no tiene limits cuando h -* 0, 



FlCliiU 4.J La faneidn es cantinua «n 0 pert> f{0} no exists 
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4.5 Algebra de \m detivadas 

Lo mismo que bs leoremas relatives a Ids limites de la Seccidn 3,4 nos en* 
sedan a calcular el Hmiie de la suma, diferencip, producto y cociente de dos fun- 
clones, el teorema siguiente nos proportion a un con junto de reglas para el calculo 
de derived as. 

TfcOREM a 4-1. Sean f y g dos f undone s defimdas en un interval*) comdn. 
En cada punto en que i y g tienen derivadas, iambti'it las tienen la suma f + g. 
la diferenda j — g. el producto / ' g y el cociente f/g. {Pam f/g hay que unadir 
tambien que g ha de ser distinta de cero era el punto consideration Las derivadas 
de estas funciones estdn dadas por las siguientes formulas] 

0) U +gY =/' + g' i 

m < f-gr=r-g\ 

(iii) (f'gy ■/■ + k ‘f , 

(] V 1 (-1 = - — — — — en puntos x dvnde g{ ,v ) t>. 

r £ 

Antes de demos! rar esios teoremas, cs Intercsantc Jar algunas de su$ con- 
sCcuencias. Un caso particular de (iii) sc liene euando una de las dos funciones 
cs const ante, por ejemplo, gix) = e para todo valor de x. tin esic easo, (iii) se 
transforma cm (r ■ /)' - c /'; es decir, la derivada del producto de una fnn- 
cidn por una comtantc es el producto de la derivada de la funeidn por la eons- 
tante. Combi nan do esta prop led ad eon la de la derivada de una suma [propie- 
dad (jij se iicnc, que para cada par de eons (antes c a y c e , es; 


U'ij + f*gY - i\f + 


Esta propiedad se denuminu propiedad lineal de la derivada, y es analogs a la 
prupiedad lineal de la integral. 

Aplicando el metodo de inducridn se puede extender ta propiedad lineal a 
un numero cualquiera finite de snmandos: 

(H V 1,1 

I‘i -f. -2<w:. 

• i . . i 

do n de c lt c*, c. tt , r s ( c„ son constants* y /,, f-., , . . , f« son funciones cuyas den- 
vadas son //, // 3 r r , f„\ 
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Cad a formula refenmte a derivadas se puede cscribir de dos maneras, o 
como una igualdad entre dos functones, o eomo una Igualdad entre numeros. 
Las prOpicdades del Leorema 4.1 Lai como se ban esc rite antes, son igualdades 
que cont tenet) futidoncs. Po? ejemplo, la propiedad (i) iudica que la detivada 
de la f une ion i -\- g cs la suma de dos fund ones f y g*. Cuando se considetan 
los valores de estas funeicmes en un pun to x> se obtienun formulas entre nume= 
ros; asf la formula (j) im plica 

f/+g> f tvj = / r (.v) + S %x). 

Vatnos ahora a demos fra r el (eorema 4.1. 

Ditmostrucion de { i). Sea x un piitnto en d que exlslen ambas derivadas 
f'{x) y g'(x). EJ eOeicnic de diferendas para / + g es 

[fix + h) + gl\ + frjj - f/u) 4- fftx)\ _ J(x -I- h) -f{x) i:fx 4- lr) - gtd 

h ~ h h 

Cuando h -* 0 H el primer eoetenle del segundo miembro tiende a f'(x) y el segundo 
a g'i .v ) y por tan to la suma tiende a fix) + glx), La demostracibn de (ii > es 
a Ei a toga. 

Demast ration de (id). El code me de diferencias para d producto / • g esi 

fix + h)g(x + ii) -/(x)g(x) 

(4.6) — r , ■ 

h 

Para estudiar este coeiente cuando h ^ 0 se suma y resta al numerador un 
temiino convenient^ para que sc pueda eseribir (4.6) cornu la suma de dos tanni- 
ngs en los que a pa raze an tos cocicntes de diferencias de / y g, Sumando y tes- 
ta n do ,g(.v)i fix + fi), (4.b) se qonvierte cn 

fix 4* b)gl x + h ) -ftx)fi.x) = fix + h)-f(x) + + t + h ) - gjx) 

h " It 

Cuando h -> 0 el primer terming del segundo miembro tiende a g{x)f f {k), y 
puesio que fix + ft) fix), cl segundo termino tiende a /(.dg'Cjr). lo que demties- 
tra (iii), 

Demostracidn de (iv). tin caso particular de (iv) se tiene cuando fix) = 1 
para todo x. En este caso f%\) = Oy (iv) se reduce a la formula 
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suponicndo que g(x) # 0, A pariir de estc cflso particular, se puede dedueirla fir- 
mu I a general Civ) escrlbiendo f/g como producto y aplicando (iii), con |o cual s*e 
tiene: 

/- 1 ) - 1 /' +/• W= f - - f -f = U-=±*L . 

r t W % s g 

Por tanio, queda solamente par probar (4.7). El eocicntu de diferencias de \jg es: 
[l/g(Jf + h}] - [l/xrx>] gix 4- h) - g(x) i i 


(4J) 


gkO + h) 


Cuando h -* 0, el primer cociente de la deretha tien.de a g'i x ) y el rcrecr factor 
tiende a 1 /g(x). Se requiere la conti mud ad de g en x ya que se h ace uso del hedto 
que g(x -r h) -> g(x) cuando ft ■=* 0, Por tan to, el cociente en (4.8) tiende a 
■ — e't-*) lo que demuestra (4.7). 


Nuta; Para pndcr c&crihir (4.^1 « necessrk supoiicr que g(x +- h) ^ 0 par® iwk it 
SufScLentcmcntq pcqueno. F.«» cs cansccucngig del teorenia 3.7, 


El empleo del teorema 4,1 teniendo en cuema los ejemplos expuestos en la 
Seccidn 4-4, nos permite deduct r nuevos ejemplos de derivacion. 

ejemplo ], Pvlinomios. En el ejemplo 3 de la Seed tin 4,4 se vio que si 
f(x} — x", donde n es on entero positive, entonces fix) = fix’ 1 "'. Puede ser inte- 
resanic para el lector encontrar de nuevo este nesultado a partlt del caso particular 
= k aplicando el meiodo de induction Juntamente con la formula de derivacion 
de un producto, 

Combinando este resukado con la propiedad lineal, se puede derivar cual- 
quier polmomio sumando las derlvadas de cada uno de los term in-os; es decir, si 

f(x) — , 

t-a 

derivando termino a term i no se tiene 


fW=ikCt.r*-'_ 

k-V 

Observe sc que k derived a de un polinomio de grade n es un polinotnio de grado 
ii — I, Por ejemp lg , si fix) — 2x* 4- 5x v — 7 * + 8 , en tonce s f{ #) = 6* a 4- I Ox — 7 . 

eiemplo 2. F widows rationales. Si r es d cociente de dos polinomios, es 
decir, Hx) = p(A-)-'q( jL ')* la derivada r'(.x) se puede cakular por medio de 3a fdrmu- 
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hi del coden te (iv) del (eorema 4.1 . La derivada exisie para iodo x en el que 
q(x) ¥* 0, Observese que la fund on r'asl delink! a es a m vet una funeidn ratio- 
nal- En particular, si r(jr) = 1/jc™ donde m es un entero positive y x ^ 0 s* tienet 


r'{x) 


x m • 0 - mx m 1 


j.iti 


—m 
1 I 


Escribiendo este tesuLado en la forma; r'(jr) = — fru - """ 1 se obtietie una exten- 
sion a expottente$ negatives de la formula dad a para la derivacion de potencies 
n-simas para n positive. 

ejemplo 3. Potencies de exponents fracciomrio. Sea f{x ) = x r para x > 0 t 
siendo r un niimero racionaL Ya foemos demostrado la formula de derivation 

(4.9) fi -v) - r.v T 1 

para r = 1 jn. siendo n un entero positive?, Vamos ahora a extenderla a tod as las 
potencias de exponents racionaL La formula para la derivacidn de un product® 
demuestra que la igualdad (4.9) tambien es valid a para r = 2/n y, por induction, 
para r = nt/n, giendo m cualquier entero positive* (El r&zonamiento por indite- 
cidn lo hacemos sob re m.) For tanto la igualdad (4.9) es v&lida para todo r racio- 
nal positive*. La fdrmula para derivar un cociente nos prueba que (4,9) tambiin es 
vfilida para r rational negative, Asf pues h si f{x) = tenemos f{x) = |x -1/1 . 
Si f(x) = X- 1 '*, ententes f{ x) = — | *“ 3/a , En each caso* es precise que x > 0. 


4.6 Ejercicios 

t. Si fix) = 2 + x- x* t ealcular fmjW, fVl Ti-m. 

2. Si /(*) =t |jc® + Ij 1 — 2r, encontrar todos Ids valorem de x para Ics que (a )f ‘(x) «■ 
= 0;(b) f\x) - -2,{c)f W = 10. 

En Ids Ejercieioi del 5 al 12, obtener una formula para fix) si fix) « 3a que w Indies, 


3. fix) - jc 2 + }x ■+■ 2. 

4. f \x) = X 4 4- sun x, 

5. f(x) - Jt 4 senx. 

4/w “irTV ** •' 


r M = jr 


+ 1 


+ X 5 DOS X. 


S,/£x) 

9 m 

10. f{x) 


x 


I 

2 + cos x ' 
ar fi + k+ 2 
x 4 ■+ j 2 -r I ' 
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a j\x) 


2 — sen 
2 — cos x ' 


n. f(x) 


x sen v 

FT7 1 ' 


IS. Se supone que la allura /CO do un proyectil, i segundos desputte de haber sido Isniado 
hacia arriba a partir del suelo con una vdocidad ini end d<? nr B metros pot- segundo,. esia 
dada pOr la fdmtula: 


fit) - v c i — I5r fl . 

(a) Aplfquese el mdtodo deserefo en la Seectdn 4,2 para probar quo la vdocidad media 
del proyeelil durante el intervalo de tiempo de I a t + h es tit - 10/ — 5ft metros por 
Sdguodo, y que La veloctdad Lnstan tinea en el instanle / es tx — 10/ metros por scgundo. 

(b) Calculese <en Funcidn de el tiempo nectsario para qtie la velocidad se anuSe- 
(c> tCnil es la vdoddad de regreso a !a Tierra? 

id) iCwal dcbc scr la vclocidad inirial del proyeuill para que regress a la Tierra a] cabo 
dc I scgondo? ly ai cabo de 10 segundos? iy al rabo de T segurtdos? 

<e) Pru^bese que el proyectil se mueve eon acckractfn constants. 

(f) Bdsquese un elemplo de otra formula para la altura que de lugar a uns acclcracidn 
constants de — 10 metros por segundc cada segurado, 

14. ^CulU es d coeficiente de variation del volumcn de un cubo con respccto a la lemgitud 
de eada lado? 

15. a} El Area de un ctrculo de radio r es irr* y su circunfercncia cs Z'et. Demostrar qw el 
cocficicnie de vanaeLdn del arts respeelo a.1 radio es igual a la circunferencdt 

b) El volumen de una esfert de radio r es 4ir# ,s /3 y so irea es 4^rf‘ s . Demos-trar que 
el cocficicnte de variaddn del volume n reipecto al radio es igual al Area. 

En los E jercieios del lb al 25, obtener una formula para fix) si f(x} e$ la que « indies 


16. f(x) ■= \ J 'x, x > 0. 

11. fix) ^ 1 —> x>0 . 

1 + V x 

20. fix) . ,r ] a + x' l + x' \ 

21. f(x) - x-i* 4- sr in + jt- 

j— 

18, fix) - v 3 ' 5 , Jt > 0, 

22, fix) m. — — p X > 0, 

S + x 

19. fix) - x .t > 0. 

„ V X 

23. fix) = ^ , jt > 


1 + X x 


24. Sean f, ,. r( /„ n funcioncs que admitcn dcrivadas f\ f' v . -Dar una regia para la 

derivation del products g - f y demostrarla por anduecidn. Demoatrar que para 
aquallos punto« x. tn los qt» ninguno de los valpres /*(*) f,(x) es cero, teremos 

f'< x > /■'<*) />) 

gW /iW M*> ' 


25. Comprobar la pequena tafela de dcrivadas que sigue. Se sobrenciende que las formulas 
F.on vdlidaF. para aquclks vslores dc x para los que /l.y) es-ttS deft Hid a. 
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fix) 

fix) 

fix) 

/w 

tan x 

sec 1 * 

sec x 

tan x sec x 

cot x 

-esc 1 x 

esc x 

-cot x esc x 


En las Eicrckius del 26 e I 35. cukular La dcrivada /'(x). ,Se sobrenliende que cad a for 
nwla serf vilida para aquellos v alerts de x para less q«e fix) esid definidi. 


24, /(x) - ran x sec x. 

27, f(x) * x tan x, 

1 2 3 

»./<*> -i + ji+p. 


29 . /(*} 


2x 

I - x 4 


30. /(» 


I + X - X s 
I — x"+ X 1 ‘ 


n. f(x) 


sen x 
x 


32, fix) 


1 

x 4* sen x ' 


33, f(x) 


ax 4 h 
ex 4 d ' 


34, /(x) 

35. /(*> 


CM x 
2 x^ 3 ' 

ax 1 4 Ax 4 c 
sen x 4 cos x ' 


36. St /(*) = (ox + h) sen x 4 (cx + ef^eosx, determiner valorcs de las constantes a t h r e f d 
tales qye f ix) — x ms x. 

37, Si gix) ■= («x a 4 A* + e) sen x + [dx* 4- ex 4 f) cm x, determinar vstaru de las cons- 
tan tea a, 6, e„ 4, *, f tales que &‘U) - x* sen x* 

38- Dad a la formula 


X « H _ 1 

1 4 X -f x 3 + ■ ‘ - 4 X™ = — 

x — I 


(valid a si x# 1 >, detormiitlr, pox deriviciAn, formulas para las siguieme& sumu: 

(a) 1 4 2x 4 3x* 4 ■ - ■ + nx*-\ 

Cb> l a x 4 2V 4- 3¥ 4 ■ ■ ■ 4 ^x*. 


39, Sea fix) — x M , siendo n entero positive, Ulclizar el teorema del binamia para desarroltar 
tx + h) m y dedyclr la fdmsyla 


fix + ft) - fix) 
b 


„ - I) 

flx^ - 1 + _ x* 


*A 4 ■ - ■ 4 nxh n ~ x 4 A* 


Expresar el segundo miembro en forma de sumatorio. Higase que A — Ml y dedudr qye 
f ix) — tut"' 1 . indlcar los Eeoremas relatives a limites que &e han empleado, tEste resed- 
tado se obtuvo de otto mode en el ejemplo 3 de la Secddn 4,4) 
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4 J Intetpretacidn geometric* de 1 a derive da como unit pendiente 

El rnitodc usado para definir k derivada ticne una irLtertsante interpret 
tacton geometries que conduce par un camina natural a la Idea de tangents a 
una eurva. En Is igura 4,4 esti dibujada una parte de la grdfica de una fun* 


/ 



F IGURA 44 interpret acton gfiometricd (tel 
cocitmie de diferencia como tangent de 
IW 



m indict la pendiente 
Figura 4,5 JTecfdS de pendiente dijfutfa. 


cidfi f r Las coordenadas de los dos puntos P y Q son* tespectivamerite, ix,f{x)) 
y (x + h,j{ x + ft)), En el triingulo reefangulo euya hipotenu$a es FCL la ajtura 
es f{x + i ft) — fix) y represents la diferencia de las ordenadas de los dos puntos 
P y Q; y en consecuencia, el cocienie de diferencias 

(4 10) /SiiiWW 

A 

represent a la tangente trigonometric a del angulo ® que forma PQ con la hori- 
zontal. El ntimeno teal tg a m denomina la pendiente de k curve erttre P y Q 
y da un. mefodo para valorar k mclinaridn de ests Ifnea, For ejemplo, si f es una 
funcidn lineal* digamcs f{x ) = mx + ft* el coctente do diferencias (4.10) tiene el 
valor m t de manera que m es la pendiente de la curva, En la figura 4,5 se dan 
algunos ejemplos de rectas de distlnta pendiente. SI se trata de una recta hori- 
zontal* a = Q y k pendiente, tg es Umbkn 0. Si a estl entre 0 y \ w t yendo 
de kquierda a dereeha* la ruta es ascendents y la pendiente esti repre- 


TIClhE 


in 
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Cdkuh inferential 


sentada por un numero positive. Si d est£ comprendldo entre ±ir y it, yendo 
de izquierda a dereeha la recta es descendente y la pendiente es negative. Una 
recta en la que x = In , tiene pendienie L Si ■% crece de 0 a Jir, tan « crece mis 
alii de todo numero y las rectas correspond ientes a tales pendientes se aproxi- 
man a la position vertical. Puesto que tan |rr no esli definida, $e dice que las 
ream verticals rto iienen pendimte. 

Sea f una funcidn que tiene derivada en x t por lo que el cociente de dife- 
rencias tiende a cicrto limits f(x) cuando h ttende a 0, En la interpretacidn 
geometries, a I tender h a cero, el punto P permanece fijo pero Q se my eve had a 
P a lo largo de 3a curve y la recta PQ se mueve eambiando so direccidn de 
martera que la tangente del angulo a tiende al J finite /'(*). For esta razrin pa- 
race natural lomar cotrso ppndieme de una curvti en d punto P el numero f f (x). 
La recta por P que tiene esta pendlente se denomina la tangents a la eurva en p. 

N&ta: El ConCCpEO de tan^nte a una cirtwiFerencia (y a algunas qtras curvas «sp6- 
eialei) yl b Libia. si do lo n s i dc; r j do por ]o$ antiguiis griegus. Dcfinian la tangenle a un 
drculo cOmo la recta que tenia un punto comvn con el Circulo ¥ lodw log dcmas fuera 
da 41. De esta definition x pueden dedueir imtcbas de las propiedadcs de las tangentes 
a lo$ efrculoi- Por ejemplo, se puede demoatrtr que la langcnte en c«da punto m per- 
pendicular at radio en estc punto, Sin embargo, esta definicitin de langente dada por los 
gr legos para el circulo no m ptted-e extender fficilmente a otm curvas. El mdlodo an- 
terior, en el qii c 9a tangents se define a partir de 9a dcrEvada, ha demoatrado ser m£s 
satisfactory. Utilisundo esta definicidn para obiener la tangents al circulo, se puede 
prebar que la recta as! enoontrsda,, tiene todas las propiedsdes ballade por los gedme- 
iraa grtegos, Conceptoa como perpendteularidad y paraldismo se pueden explkar •enalftP 
camente en forma simple, utilimando las pendientes de rectas. Por ejemplo, de la idc ali- 
dad irigonorndtrica. 


ian (i — fi) 


tan a — tan fi 
1 + tan a tan fi ' 


se siguc que dos rectas no verticales, con la misma pendieme, son psraleks. TatubL4n, 
de la idenridad: 


col fi — fi) 


] + tan a tan fi 
tan a — tan fi 


se deduce que dos rectas no verticals euyas pendientes tienen como productos —1 son 
perpendicularcs. 


El signo de la derivada de utia funcidti es de utilldad para precisar la forma 
de la grafica- For ejemplo, si en un punto x de un intervale abierto la derivada 
es pojffrpfl, la gr^lki es- ascendents en la proximidad de x al pasar de la izquterda 
de x a la derecha. Esto ocurre en, x 3 an ia figure 4.6. Una derivada negative en un 
Intervals indica que 9a graftca es descendente como ocurre en jc l , mientras que 
una derivada cero en un punto signifiea una tangents horizontal. En un mdximo 
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o minima talcs coma las indicados cn x lt jfj f x A la pendiente ha de ser cero r 
Fermat fue el primero que observd que puntos como x 2 > x, y x« donde / iiene 
un rrtlximo o un itrinimo se hart de eneontrar entre las rakes de f(x) = 0* Es 
importante hacer rsoLar que f(x) puede tambkn ser eero en puntos en los que 
no hay maxi mo ni minimo, tal como, per ejempto, en x 4 . Observes* que estas 
tangentes particulars, atraviesan la gratiea. Este es un elcmplo de una sltua- 
eibn no indutda en la definition de tangeneia de los griegos. 

Las anteriorcs observaciones relativas al significado del signo de la deri- 
vada se pueden considerar como obvias si se interpretan geonktricamente., Las 
demostraciones anaUticas, basadas en proptedades generates de las derivadas, se 
darin en b Section 4.16. 


4,6 Otras notacloncs para las derivadas 

La notacidn jyega un papcl muy important? en el desarrollo de la Maleoidtica, 
Algtmos simbolos matematicos tales como x" o «t son simples abrevbturas que 
perm i ten escribir en corto espacio brgas proposiciones o formulas, Otros, como 
el slmbolo de integracidn f(x) dx> no sdio recuerdan el proceso por el represert- 
tado, si no que tatnbidn ayudan para efectuar su Ctiiculo. 


own a me 


ill 
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Ctikuh diferendal 


Algunas veces so han utilizado diferenles notaciones para un mismo con- 
cepto, prefirkndose una a otra segun las circunstancias que acompanan el uso 
del sftubolo. Esto es particulamiente rietto en el CAleulo diierencial donde se 
han empleado muchas notaciones diferenles para las derivadus . Hasta ahora, 
la derivada de una fuitcidn f se ha indicado con el slmbolo f\ notaeion intro- 
dudda per Lagrange (1736-1811) a finales del siglo xvm, y que pone de mani- 
fiesto que f es una nueva funetdn dbtenids de / pot derivacidn, indkfindose 
su valor en x por fix), €*da punto (x. y) de la grafka de fix) tiene sus coor- 
denadas x e y Jigadas por la eeuacidn y = fix) y el simboio f se utiliza tam- 
biAn para representor la derivada fix), AnAlogamente , y™ represent an 

las derivadas de orden superior f'(x), < - *, Por ejemplo, si y = sen x. 

etitonces / = cos x, y" = — sen x, etc. La notacton de Lagrange no ha caido 
en destiso eomo la que uiilizaba Newton, que escribla y, y en vez de y' r y". 
Los puntos de New ion han tldo utilizados por algunos auto res para indicar 
especialmeme veloddad y aeeler&cidn. 

Otro simbolo fue introducido en 1800 por L. Arbogast (1759-1803), que indi- 
caba la derivada de / por Bf, simbolo cuyo uso ha tenido hoy dia gran aceptacidn . 
El simbolo D se denornins epemd&r derivacidn y sugiere que Dj es una nueva 
funcidn que se obtiene. de / por la operacidn deiivacion. Las derived as de 
orden superior f% f", ^ se representan por D*f, 8*f, . * . . D n f respeefiva- 

mentc v y los valores de estas derived as en x se indican por D^fixX D^fixX . . , , 
D*f{x). As!, se tiene, D sen x = cos x, £?* sen x = D cos x = — sen x. La regia 
de derivation de la suma de das fundones se escribe por medio de la notacton D 
en la forma Dif + g) = Df + Dg, y considers ndo el valor de las dcrivadas en if 
se tiene: [£)(/ + g)] (jc) = Dj(x} -\- Dg(x) que se puede escribir tambkn en la 
forma: D\_f( jt) 4- g(x)] = Df(x) 4* Dg(x). El lector puede formular facilmente 
las reglas de derivacidn del producto y del coclente mediante la notacidn D, 

Entre los primeros cultiv adores del An&liais matemAtico, fue Leibniz d 
que mejor eomprendid la importance de los sfmbolos bien degidos, Introducida 
yna notacidn la experi men tuba largamente y despues mantema extensa corrcs- 
pondencia con ottos matemAticos sobre sus ventajas e inconvenientes. El for- 
midable impacto que el CMculo ha tenido en el dcsarrollo de la MatetnAtica 
moderna, es debido en gran parte a la election adecuada y sugestiva de los 
slmbolos, muchos de ellos introduddos por Leibniz. 

Leibniz empieaba una notacidn para la derivada algo disttnta de la que 
se ha indicado. IMlizando y en vez de fix), d coclente de difetencias 

fix 4- A) — fix) 
h 


TlClht 


tri 


lo escribia en la forma: 


Ay 

Ax 
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pome n do Ajc en vei de h,. y Ay en vez de fix + h) — fix). El sfmbolo A se 
denomma operador diferencia. El limite del eocienfe de diferencias, es dedr, Is 
derivada fix), la designs ba Leibniz por dyfdx. Con ests notacidn, la definition 
de derivada §e transforraa eu 


H = lim H 


dx 


A*' 


•b Ax 


No solo era d is tints la notation, si no tambien la raanera de pensar de Leibniz 
□cere a de las derivadas, pues considers ba el Ionite dyfdx como on cociente de 
cuntidades «<infinitesi males* dy y dx que 11am aba *dif Crenci ales*, y la derivada 
dyfdx era un «cociente diferencial*. En vez de utilizer el peso a Ifmite para 
deftnir las derivadas, pas aba de Ay y Ax & dy y dx itidicando rimplemente que 
A/ Ax se transformaban en iaftmtesimales. Leibniz imagine bn lus infinitesimflles 
como un nuevo lipo de ndmeros, que sin ser cero, eran mis pequefios que cual- 
quier n timer o real positive. 

Durante mucho tiempo se creyti que el Cfflctilo era intrinsceamcntc differ] 
y algo misterioso, porque no era pusible comprender lo que era on infinitcsirnaL 
Los trabajos de Cauchy y otros matemiticos en d siglo xix eondujeron gradual 
mente a abandonar las cantidades infinitamente pequelas como tuna parte esencial 
de las Ma terns tic as. No obstante, son todavia muchos, espedalmente entre los 
que se dedican a la Matemitica aplicada, los que eonsideran util razooar a la 
manera de Leibniz a base de los infinitesimales, Muy frecuentemenle de esta forma 
se Itega r&pkkmente a result ados que pueden ser demostrados de manera rigurosa 
por metodos adecuados. 

Recientemente Abraham Robinson ha mostrado que el sisrema de los mi me toe, 
rales puede ser extendido por ia itioorpOTaddn de los inflnitesimales de acuerdo 
con ia idea de .Leibniz. Una diseusitin de esta cxicnsidn, asi como del impactq en 
otras ratnas de la Maternities se cncuentra en el libro de Robinson Non-standard 
Analysis North-HoLland Publishing, Amsterdam, 1966, 

Aunquc algunas de las ideas de Leibniz no pasaron a la posteridad, no ha 
ocurrido lo mismo con sus notadones. El simbolo dyfdx tiene la ventaja ms* 
nifiesta de resumir el proceso complete del caleulo de un cociente de diferencias 
y posterior paso a Ifmite. Mis tarde se observari que el uso del cociente de 
diferenc tales permite opera r mis ficilmentt y las formulas que se obtienen se 
reetterdan sin difieultad. 


4,9 Ejercicios 

1. Set /<>r) — 3x 4 + Jjf + 1 para lode x, Hallar ks. pantos de lu grlfjea de f en ks 

que 9a recta tangenie es horizontal. 

2. Sea /(*) s: | .ir* + Lr 4 — * - 1 para tod© x. Hallar las punios de 9a jrSFrca de / en los 
que la pendiente es: a) 0; b} — 1; cl 5. 
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Calciilo diferencial 


3. Sea fix} = x 4 - sen* para todo x, Hall&r todoa 3m purttos x para lot qae ia grxiica de j 

en iiene pendfenie cero, 

4. Sea f(x) — x a + ax + b para todo x , Hallar valores de a y b tales que la recta y = 2x 
sea tangent® a la grafica de / en ei pufito (2. 4), 

5. Hallar valores de las consiantcs a, bye para Jos ernties las grifieas de los dos polinomios 
f(x) *± x* + ax + 6 y gU) = x 3 — c se corten cn el punto (1,2) y lengan la misnta tan- 
gent® en dteho punto. 

6. Considdrese ta grifica de la futneidn / definida por la ecuacidn fix) = x* + ex + b, siendo 
a y h constantes, 

s) Hallar la pendiente de 9a cuerda que une Los pu.ni us de la grflka para Los que 
x - jf, y x = x h 

b) Hallar, en funcidn da x z y x jN todos loss valores de x para I os que la lengcntc en 
(x, /(*)) tiene la misraa pandienta qua la euerda de La parte a), 

7. Demostrar que la recta y = — i cs tangent® a la ctirva dada por ia ecuaddn 
y = x 3 — fat 1 ■+ 8 jc, Hallar los punltra de tangencia. iVuelve a cortur la ciirva aia 
tangent®? 

8. Dibujar la griEiea de la cubic® fix} = x — x* en el inter valo ccrrado — 2 £ x £ 2. 
Hallar las constant*; m y He mpdo que la recta y = mx + t sea langcnlc a la grafrea 
de f eti el punto ( — t, 0). Una segunda recta que para por (— 1, 0) es lam biin tangente 
a la grJfica de / en el punto {a, e). Delerminar las coordenadas a y c. 

■t* Una funcion / estS definida del mode stguiente: 


fU) = 


Jx s 

[ax + b 


si x £ r, 
Si x > c , 


(s, b„ c constants) . 


Hallar los valores de a y b (en funridn de c) tales que ftc) exist®. 
10. Resolver el Ejercicto 9 cuandp / es la stguiente: 

{ \ 


fm = 


&i |jt| > c , 
si |j| <; c . 

II, Resolver el Ejerdcio 9 cuando f es la siguientei 


1*1 

a + bx 2 


fix} = 


sen x si a £t, 
[ax + b si x > c , 


12. Si fix} — (1 — V d / 1 + Vs) para x >0 f hallar formulas para Df(x). D*fix) y D*f(x), 

15. Exisle un polinomio P(x) = ax a 4* bx 2 4* cx + d tal que W) = Pd) = — 2, P'iQ) = — 1. 
y F"(G) ™ 10. Calcular o, b r c, d, 

14. Dos fundoucs f y $ admiten prtmera y segunda derivada ®n 0 y salisfactn las reSaciones 

jm = 2{g(Q) + f m - 2 S m = 4gm . g"m = xrm - ym - 3 - 

a) Pdngase h{x) — fix}/ six), y calculaf b'(0). 

b) Pdngase ft(x) = fWj(jr) sen *, y calcular Jc'tQ). 

c) Calcular el llmiie de (x) cumdo x 0, 
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13, SupOn-gasc que exists la derivada f{a}. Indicar cuilcs dc las jgwaldadw sigyientai son. 
ciertas y cuales falsas. Bxprcsar d fyndamento de la decision cn cada easo. 


(a) /’(ff) ® li 


= Ism 

ft" +a 


f{h ) ~ /Iff) 
A - a 


(c) f \a) = lim 

i -t> 


f(a + 2t)~ fia) 


r 


.. m - /<* - *> 

(b> f\a) = lint — 

ft n 


f(a + It) - /iff + f) 
id) /'(b) ■= lim — — — sr ““ 

r-4 


16. Supting&se quc en lugar de la delinidun usual de derivada Df(x) &e define uua nyevt 
class de derivada D*fix) pur la fumuda.: 


fHx + h) - pU) 
D*J\.x) = lim — — — 

k- 1 > 


decide f 2 {x) signifies 

(al Hallar formulas para calcular la derivada D m dc «na suma. diferencia, products y 
corienle. 

(hi Express r D m Hx) en funeidn dc Df{x). 

£c) i,Para qy£ funciones es D*f - DP 


4.10 Regia de la cadena para la derivaddn de funciones compuestas 

Con las formulas de derivaridn dad as ha&ta ahora, se pueden calcular deriva- 
das de fund ones / para las tuples fix) eg una sums finita de producros o cocientes 
de cons tames multiplicadas por sen x, cos x> y x' (r rational ), Sin embargo, hasta 
ahora no se ha tratado de funciones tales como fix) = sen cuyas derivadas se 
caiculan a parti r de la rnisma defin Scion, En esia Sec dun present aremos un tea re- 
ms. llamado regia de la cade na, que nos permilira derivar funciones tales como 
fix } — sen ix*}. De este modo au men turd considerablememe el numero de fun- 
clones que podremos dsrivar, 

Recordemos. que si u y v son dos funciones tales que el dominio de u incluye 
el recorrido de p, podemos delink la funddn complies t a } = u « v mediante la 
igualdad 


fix) - 


La regia de la eadema nos dice comp express la derivada de / en fund on de las 
derivadas u' y v'. 
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tkqrkma 4 2 . rrgla de la c aden a. Sea / la funcidn compuesta de dos 
futiciones u y c, f = it r. Si existen fas derivadas t r (x) y u r (y) donde y = r(x), 
la derivada fix ) tdmbien existe y es Id dada por la formula; 

H'l I) / (v) u f (y) ■ v{r) „ 


Dicho de oiro modo, para calcular k derivada de u *■ v respwto a x se calcula 
primero la derivada de u en el punto y, donde y = *;(*), y se multiplica £§te 
por 

Antes de proceder a k demos tracidn de (4.11) se darixi algunas formas 
di versa s de expresar la regia de la cadena, y se ilustraran con algunOs ejemplos* 
Escribiendo la formula (4.11) re ferida a la variable x se tiene 


/'( - v ) = w'NXi] ■ p'(-v) ■ 


Expresada como igualdad entire funciones mas que entre numeros, La regia de 
k cadena tom a la forma siguiente: 


(w r)' = [u c r) ■ v\ 

En k notacidn u(r), si sc escribe. u(r ) r para indicar k derivada de la funcidn 
compuesta u(r) y tf'(p) para la compos ic ion uf*v, enionces la ultima fdrmnla 
se escribe 

uU'Y = «'(*•■) ■ r'r 

Demostracidn del tecrema 4,2. Se trata aqui de demostrar (4.1 1). Se supone 
que u tiene derivada en x y u tiene derivada en rf*) y se trata de demostrar 
que / tiene derivada en x dada por e! producto u'[i?(jc)] ■ r'(x). EJ eoeiente de di- 
ferencias para / eg: 


fix + h) — /(.T> «Hv + ll)l — H[t<JT>l 

(4 ' 121 I, It 

Ahora es convenient introducir la siguienie notacidn: Sean y = r{x) y sea 
k = i(jf + h) — £(*). (Es import ante poner de minifies to que k depends de ft.) 
Entonccs se tiene v(x 4 - ft) = y +• k y (4.12) se transforms en: 


fix + ft) -fix) 
h 


u(>' + fc) — u(y) 


ivriqht 


till 


trial 


14.13) 


ft 



Regia de la cadena para fa derivation de fimdones eompuestas 


215 


El segundo miembro de (4.13) sen a el coe rente de diferenctas cuyo 1 unite define 
u*(y), si en el ilcnominador cn vex dc ft apareciera k. Si k ¥= Q se completa 
fifcilmente la demosiracion imiltipSicando el im me rad or y el denominador por k 
y d segundo miembro de (4.13) tonia la forma: 


(4.14) 


r*(y + Ai — m(.l') k i/(y 4- k) — u( y) i(x + ft) — t ‘(jc) 
k ft ~ k h 


Cuando h -* 0 d ultimo codenie del segundo miembro tiende a v f ix)- Puesto 
que k = r{x + ft) — n(jr) y r cs conti nua en x, al tender ft 0 tambien k 0; 
por tamo, el primer coden te del segundo miembro de (4.14) tiende a t/iy) 
cuando ft *♦ 0, de donde se deduce i timed iata me nte (4,11), 

Aunque el razonam lento precedents parece el cam i no mas natural para la 
demoitracidn, sin embargo no es completa men te general. Como fc = i(x +• ft) — 
— !?(*), puede ocurrir que k = 0 para infimitos valores de ft cuando ft 0, en 
cuyo caso, el paw de (4.13) a (4,14) no es valido. Para soslayar esta dificultad es 
necejarlo modiffcar ligeramemc la demost radon, 

Volviendo a la ecuacidn (4.13) se ex press el cociente del segundo miembro 
de mane r a que no aparezea k cn et denominador* para lo cual sc introduce la 
diferencia e mre la denvada u\y) y el codeine de dlfcrcncias cuyo ] finite es ntyf 
Es decir. se define una nueva fuiiddn g como sigue: 


(415) 


hIV + D - u( v ) 
£l'> = — 1 — 

t 


Ay) 


si t ^ Ij . 


Esta ecuacidn define g(0 solo si f 7^ 0, Multiplicand!! por t y transport iendo 
termi nos, se puede escribir (4.11) cn )a forma: 

(4.16) *#(_!■ + / ) — at r) = ffe(r ) + ut v)] , 

Aunque (4.16) se habia deducido cn la hipdtcsis de ser t # 0, es vdlida tambien 
para j( = 0 mientras sc asigne algun valor definido a g{0). El valor que se usigtie 
a g(0) no tiene importance para esta demos tracidn. pero ya que git) -* 0 cuando 
t -* 0 parece natural definir gtO) igual a 0. Si atiora se sustituye t en (4-16) por k t 
donde k = r(jc 4- ft) — r(x) y sc suslituye el segundo miembro dc (4.1b) etl 
(4,13) se obtiene: 


(4.17) 


t\x 4 ft) -f(x) 
h 


7is(ft) + » r (y)) T 
ft 


formula que cs valida aun cuando ft = 0. Si ft 0 cl cocientc k/h -* r'b) y 
g(ft) 0; por tan to el segundo miembro dc (4.17) tiende al If mite u'(y) ■ r'Et). 
Qucda pues completada la demostracidn de la regia de la cadena. 
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4.1 J AplictK tones de la regia de la cadena. Coeficientcs dc variacion ligudos 
y derivaeion impheita 


La regia de la cadet) a es un cjcmplo excelente para mostrar la utils dad de la 
notaritin de Leibniz para las derivadas, ya que si se escribe (4.111 con la notation 
de Leibniz, toma la aparieneia dc una identidad algebrica trivial, Introducidos las 
simbolas 

V = lix) y z = «(;■) . 


y designando eon dy/dx la denvada i \x) y cop dzfdy la de u{y), k formacidn 
de la futicidn cotnpucsta queda in die a da por; 

r = ui v) = i/(i ■(.?)] = fix) , 


si siguiendo la notacidn de Leibniz, dz/dx designs la denvada f\x). la regia de la 
cadena tal como estaba expresada en ( 4.1 1) se presents ahora en la forma; 


(4. EH} 


Jz _ d^dy 
dx if v dx 


Se observa que esta formula tiene gran poder sugestivo, y es esperialmente 
atractiva cuando se aplica el Calculo a problem as fisicos, For ejemplo,, supdn* 
ga$e que el simbolo z preoedente represents una cun Lid ad fi'stca medida por 
media de otras x e y. La eeuaeion z = fix) indica ctimo se balls z dado x, y la 
ectiaridn z se u{y) indica cdtno se halls z dado y. La rdaci&n entre x e y e$M 
exprc&ada por la ccuacidn y = eix). La regia de la cadena, tal como esta es* 
crita en (4.18) express que el coeticiente de variacion de z eon relation a x m 
igual al producto del coeficienie de variacion de z eon rclacion a y por cl coe- 
firieme de variacion de y eon relation a x. El ejemplo siguiente mueslta edmo 
puede aplicar la regia de la cadena a un problems fisico particular. 


ejemplo I. Supdngase que se introduce un gas en un globo esfdrlco a la 
razdn cons [ante de 50 em ;1 por segundo. Supdngase que la prestidn del gas perma- 
neee constante y que el globo tiene siempre forma esftrica. ^Cudl es la rapidez 
eon que aumenta el radio del globo euando to longitud es de 5 cm? 

Svtuddn. Sea r el radio y V' el volutnen del globo en el instante t. Se co* 
note dV fdt, es decir, el coefidente de variacitin del volutnen respecto al ciempu, 
y se quiere delerminar dr fdt, es decir, cl coeficienie de variation del radio resp$cto 
al tiempo en el instante en que r= 5. La regia de la cadena da la conexidn entre 
el da to y la inedgnita median tc la formula; 

tW _ dV dr 
dt dr dt 


rightec 
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Para calcular dV/dr se utilize la formula V = 4trr 3 /3 que express el volumen de la 
esfera en funcibn del radio. For diferenriacibn obtiene: dV\dr = 4*'?*- y, por 
tantOi (4,19) se transforms cn: 


— = 4irr — , 
dt dt 

Simituyendo dV/dt = 50 y r = 5 sc obtiene: dr/di = 1/(2^). Es decir, el radio 
aurnenta en la razdn de 1/(2 n-) eeniimetros por segiiodo en el insfante en que 
r = 5. 

El cjcmplo prccedcnte corresponds a los llamados problemas sobre coefitien- 
tes de variation ligadox. Observcsc que no ba sido necesario expresar r en funcibn 
de t para desertninar 3 a derivada drfdt. Estc bee ho es cl qtie hace que la regia 
de la cadena sea espeeialmente util en problemas sobre coef ideates de variation 
ligados., 

Los dos ejemplos que siguen muestran edmo puede utilizarse la regia de 
3 a cadena para obtener nuevqs formulas de deriv acton, 

eiemplo 2, Dad a fix) — sen(jt f ) calcular 

Solution. La funeidn / es una composition, fix) = u|>(x)] h dQnde vlx) = x* 
y u(x) — sen x, Para aplicar 3a regia de la cadena se rtecesiia determinar j/[p(x)1 = 
= tdix*). Puesto que j/(x) = cos x se liene id(jr) = cos (x a ) h y, por tanto, (4,11) 
da: 

fix) = COS (.¥*) ’ t'(x) = cos (x 3 ) ■ 2x . 

Sc puede tambidn resolver el problem a aplicando la notacidn de Leibniz. Si se 
escribe y = x 2 y z = f\x), entonces z = seny y dz/dx = fix)- La regia de la 
cadena se express 


— = — — ^ (cos yH2.v) ss cos (x a J ■ 2x , 
tlx dy dx 

que coincide con cl resulted*? obtenido anteriormente para fix). 

ErEWPt.o 1, Si fix) — [r(x)]" donde n es un entero positive, calcular f(x) 
en funcibn de rt x) y rVv), 

Solution. La funcibn / es una compcsicibn, f(x) = u[ r(je)], donde u(x)—x n \ 
Fuesto que mKx) = n x n \$e riene u'[r(,v)] = w[e?{A'|]"" J ,y la regia de la cadena da: 


'right* 


srial 


fix) = ^[*( v)]“-'i?'D) . 
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Si se omiie h referenda a x y w escribe eomo una igualdad entre funcioncs, $e 
obriene 3 a importance formula: 

(v u y _ m"- v 

que indiea cdmo se deriva la potencia n^ima de v cuando / e^iste. La formula os 
tambien vilida para las potencias rationales si v* y v m ~ l ctefinidas. Para 
resolver el problems medlante la noiacidn de Leibniz se poede eseribir v = 
y 2 = f( x >’ Entonces z-y*> dzfdx = f\x) y k regia de la eadena da: 


dz dz dy 
dx ~ dy dx 


ny " V(jc) = J!l^x)]"- 1 M v) f 


que coincide con la primer a solucidn. 


ejemplo 4, La eeuacidn x* 4- y 2 ~ r* represents una circurtferentia de 
radio r y centre en el origen. Resolviendo esta ecuacion respecto a y en funcibn 
de x, se obtienen dos solucionc$ que sirven para definEr dos funciones / y g dadas 
en el intervalo [— r* r] por las formulas 

fix) = v>* - X 2 y g(x) = - \ r L -~x £ , 

(La grifica de / es la semieircu nferenc i a superior, y la de g la semicircunferencia 
inferior,.! Se trata de calcular las derivadas de / y g mcdiantc la regia de la ca* 
dena. Para / se aplica el resultado del ejcmplo 3 con i{x) = r 9 — x J y jz = J y se 
obticne: 

(4.20) /'<*> - i(r‘ - ,t=) *■*{— 2.v> = , , . = — 

v r* -** fix) 

siempre que fix) # 0. El mismo mltodo aplieado a g da 


(42L) 


s'W 


— X _ — X 
vV _ x‘ ~ <>(xt 


siempre que g(x) ** 0. Observes? que si se indiea por y ya sea f(x) o gi», ambas 
fdrmulas (4.201 y (4.21) pueden combinarse en una sola, que es: 


(4.22) 



si y ^ 0 . 


Otra aplicacidn ddl de la regia de ta eadena, sc encuentra en el metodo 
de la derivation implicit^, Para expltcar el metodo y poner de manifesto sus 
ventajas se buscar4 de nuevo el resultado del ejcmplo 4 por un cams no mas 
sencillo. 
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l'il'm hlo y. Derivation mpi'tcha. La formula (4,22) sc puede deducir di- 
rect amen te de la ecuadon x- + y* — r 3 sin necesidad de resolve Ha respects a y. 
Recurdando que y cs uno ftmeion de .v[v = /(.v) o y = g(*)] se pueden derivar 
aoibos mtembros de la ecuadon x* + y~ — r y se tiene: 

[4.23) 2x + 2vf = 0. 

(El t&tnino 2yy" es cl rcsullfldo dc derivar y* la! corno se ha cxplicado en el tjem- 
plo 3.) Kesolvicndu la ecuacidn (4 ,23) respeeto a y f se obtiene (4.22 L 

La ecuadon x' 1 + y* = r* se dice que define y implteitamente corns funcidn 
de x ten este case define das fun clones) y el process por el cual (4.23) se ob tiene 
a pariir de esta ecuadon se denomina derivation implitita. El resultado final es 
valido para las dos funciones f y g as f definidas, Gbservese que en el punto (#, v) 
de la circunferenda con x v= 0 e >■ =/■ 0 la pendiente de k Urn genie es — x/y, 
miemras que el radio que une el centra coo el pun to { x.y ) tiene por pendiente 
y/x. El products de ambas pendienies es — 1. es decir, la tangent e es perpendicu- 
lar al radio- 


4.12 EJerddos 

Ed Ids Ejerdcios del I al 14, dclcnninar la derivada /'(*). Etv cada caso se sobremiende 
que -x luma solo !os valores para los que /(x) liene sen tide. 


x x 


L. fix* - cos 2 k - 2 sen a. 

S. fix) = tan - - col 

2, /(JTJ - \ 1 + -V'. 

9, fix) ■= sec 2 a + esc 1 a. 

3. fix ) ™ (2 — a”) COS.V- + 2a- sen a" 1 , 

10. /(a) = t\ 1 + x*. 

4. fix) = sen teas- x) cos {sen 1 ,v). 


5. fix) = jien” V ■ cos fr.v r 

■ | + ^.l!3 

= (-rrp) ■ 

6. f(x} = sen [sen! sen. v}]. 

sen» x 

?. fix) = * . 

- sen X s 

n. 1 

V 3 + JK*t-t + M 

14 - /W - Jx + V* + V*. 


15, Caviar fix) a i /(*) « (i + ^2 + + x*y*\ x 3 * “3. 

16 . Sean /( , _J_ 5 j * * Q, y fx) - ] + J - j . Calctibr fix) y g'(x). 
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J 7 . La aiRiiLcnCf tablu dc valors sc calculi pars un par de func i ones / y g V ms dferivadas 
f y g\ Oonsrreir la corrcspondicnic labia para las dera func [ones eompuestas it y k 
dad as par bfx) - /[js<Jf>]r kU) ™ g [/{*)]. 


X 

fix) 

, fix) 

I fU) 


0 

i 

5 

2 

-5 

t 

3 

-2 

0 

I 

2 

0 

2 

3 

1 

j i 

2 

4 

1 

-b 


18 , Una funcidu f y sus dus pdmeras derivtdaa te ban ubulddo como a miiauicidA se 
Indies. Porter gt#) = fix*} y conslniir una labia para g y sus db» primers* derivada* 
para x = 0 , 1 . 2, 


X 

fU> 

fix) 

! /*<*) 

0 

0 

i 

2 

1 

1 

l 

1 

2 

3 

2 

t 

4 

6 

3 

0 


19- Detenninar la derivada en funcidn de / u) si: 

(a) fM - /<**) (C) gW - /[/<*)) 

(fc>) g{x) = /'(sen* x) + /(CCS 1 *j; (d) g( x) =/!/l/W] }■ 

Coeficient&s de varsacidn ligados y derivacidn implicita , 

20. Cada arista dc un cubo tt dilaia a ruzdn dc 1 cm por segundo. £Cuil es la razdn dc va- 
riaeSdn del volumcn cuandp la longitud de cada arista es (a) 5 cm, (b) 10 cm, (c) x cm? 

21. Un avion at desplaxa ri vudo horizontal, a 4 kilimelros de altura. fEn es-ic Ejer 

cido se supone laTierra liana .) La ruts de vuelo pasa por encima de un pun to P del 
suelo. La distends entre el avidn y el punto P disminuye a raadn de 4 kildmetros por 

minuet? en el instance en el que esla distancia es de 10 kildmetros, Calcular la velocidad 

del avidn en kildmettos pot hora. 

22. En eampo de baseball ss un euadrado cuyo lado liens 90 pies de longimd. Una ptlota 

es lanzada por el bateador a lo largo de una lines que paaa pur la tercera base con una 
velocidad cons La me de 100 pies por segundo. es la rapidez con que varta la dis- 

l find a de la peloia a la prittiera base, fa) cuando la pelota sc encuenirs a rmtad de 
camtno de la tercet® bane, lb) euando la pelota alcanza la terccra base- 

23. Un banco navega puraleluments a una costa rccia, a una velocidad de L2 rviilliis por hora 
y a una distancia dc 4 milln. iCuai es su velocidad de aprodnuc^n a un faro de la 
costa en el instant® en que diste precisansente 5 millaa del faro? 

24. Un recipients dene forma de cono circular. La altura es 10 m y el radio de la base 4 m. 
Se introduce agua en et recipiente a una velocidad eonstante de 5 por minute. icon 
que velocidad se deva cl nivel del agua euando la profundidad del ague es dc % pn. si 
(a) el vlrtice del cono csta hacia irrjba, <b) U vdrtiec del cono esta b»ci« abejo? 
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25. Urt depds-ito de agua tiene la forma de un oono circular recto con su vcriiw hacia 

jbajo. Su ailura es de 10 to y cl radio de la base de 15 m. El agua sale por el fondo 

de mode constant? a razon de I m-~ per segwn-do- Sc vierte agua en el dcpdsieo a razon 
de c m T por segundo, Cakular c de mode que cl nivcl del agua asdenda a razdn de 4 m 

por segundo en el inslams en que el agua slcance ta alt lira de 8 m. 

26. £[ agua crura en un lunquc hemisf&rico de E0 m de radio (la parte plana taaeiu arriba). 

En un inslanlc dado, sea h la ailura del agua medida desdc d fondo. r cl radio dc la 

superlicie libre del agua, y V el volumen del agua cn d tanque. Calcular dVfdh en cl 

instantc ert que h = 5 m. Si el agua entra a razdn cons [ante de 5\ 1 m a por segLindo 8 
calcular dr/dt, el cocficicnlc dc variation dc r, en el inslanie i cn que h = 5 m. 

27. Un iri Angulo recldngulo variable ABC en el piano jry tienc su angulo recto cn cl vcr- 
tice 8. un vc nice A fijo en el on gen r y el terser Venice C sob re la parabola v = I + ysx 7 . 
El vert Lee B parte del punto (0, I ) en cl liempa f = 0 y sc desplaxa Lada arriba siguien* 
do el eje y a uoa velocidad cons tan te de 2 cm/seg. iCon que rapidez crecc cl area del 
triangulo cuando I — 7/2 segundus? 

28. El radio de tin ciltndro circular recto aumenta con un cocficicntc dc variation cons- 

tants. Su si i ura es un* func L6n Lineal del radio y aumenla ires veces mas rip i darner tc 
que 6s te. Cuando el radio es 1 m su altar* es 6 m Cuando cl radio es 6 m. d volumen 
crcce | b razdn de t m a por segundo, Cuando el radio es ,56 m. el void men aumen(a a 
razdn dc n m* per segundo, siendo n erntero. Calcular it. 

29. Una part ten la esla obligada a moverse a lo largo de una parabola cuya ecu acid n es 

y ■— x\ (a) /.Eft que pun to de la curva vartan I* abscisa y la order ada eon cl mismo 
coefidcnic de variacidn? (b) Encontrar esta razors &i cl movimiento es lal que en el 
ins tan te f„ es x =■ sen i c y — sen- j. 

30. La ccuacidn Jc a + > ,:| = 1 define una o mas funcioncs y de *. (a) Supue&to que exists 
la dcrivada y y sin resolver la ecuacidn respecio a y, demostrat que y satis Face a la 
ecuaddn x s +y' J y r = 0. ib) Supue&io que exists La segunda derived a y", demos! rar que 
y'' = — 2ny 0 sfcmpre que y ^ 0, 

31. Si 0 < jr < 5 la ecuncidn x l -+ y l, ' 8 = 5 define y como funcidn de jr. Sin nesolverla res- 
pects a y denwstrar que y liene signo constanle. (Sc snponc la cxistencia de y'.> 

32. La ecuacidn 3-v* + 4y- = 12 define imptiei tamer te dos funciones y dc x si 'x £ 2. Su- 
puesLu que la segunda dcrivada y w cxistc, demos trar que vorifica la ecuacidn 4y- l x ' f - -9. 

33. La cco*d6n x sen *>• + 2jc 2 = 0, define implicit&mcnte y como funcidn tie x. Suponicndo 
que la derivada y cxisic, dc most tar que sutisface la ecuacidn^v'.v 4 cos xv + x v co&.v i + 
■+ sen .x e 4- Ax = 0, 

34. Si y = x’ dontle r es un numcro racionalt r = m/n. se liene y" = jr". Supuesta la esis- 
tend a de la dcrivada y'» dedueir la tdrmula y = rx'" 1 apllcamlo la deri vacidn* i m pi fd ta y 
1« formula correspond Jen tc para e xponentes etUcros. 


4. 1 3 Aplicaciones lie la derlvacLon a la determinaci^n de los extremes de las 
fmiciones 

La derivaddn puede uiilizarse en la localizacidn de los maximos y minimos 
de las fundones. En realidad, en Calculo hay dos signifieados de la palabra «ma- 
xlmo», y se disringuen median to los adjetlvos absolute y relative. El conoepto de 
niaximo absoluto se introdyjo en el capitulo 3. Recordemos que se dice que una 
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fimddn / de valores reales tiene un mgximo absolute en un conjunto $ si exists 
por lo menos un punto c en S tal que 

fix) <, f(e) part lodo x en S . 

El concepto de tmaximo relativo se define asi: 

definjci6n pe max mo relativo, Um iunridn /, definida m un conjum 
to S, time un maxima relative* en un punto c de S si existe un cierto inter mh 
abierto I que contiene c tal que 

fix} <; f(c) para todo x situado en I n 5. 

El concept o de mini mo relativo se define del mismo modo con la desigualdad 
invert ida, 

Es decir, un maximo relativo en c es un mAximo absolute en un derio en- 
fomo de c. si bien no es necesariamente un maxi mo absolute en todo el con junto 
S. En k figura 4.7 se mueitran unos ejemplos. Naturalmentc, eualquier maximo 
absolute es, en particular, un maximo relativo. 



Ficura 4.7 Extremes de fane tones. 


definiciOn de extremo, Un numero que es & un maxima relativo a un 
minima relativo de una funetdn f se denomina valor extremo o extremo de f. 

El teorema que sigue, representado en la figura 4.7, relations los extremes 
de una funtidn con las tangentes horizontales o su gr&fica. 

TF-'ORBMA 4.3. AN U LAC I 6m DI LA DER1VADA EM UN EXTREMO INTERIOR. Sea 
f definida en un intervalo abierto /, y supongamos que f dene un maxima relativo 
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0 im minima relative? en un panto c interior a !, Si la derivada fie) exists , es 

no = o. 

Demostracidn. Definamos en / uoa funcioii Q come sigue: 

gv> tiM -/(o si Ii4fi eto =/(<■). 

x — e 

Puesto que f'{c) existe, G(,jc) -* Q[c) cuando x -* c, coo !o que Q es continue en 
c, Quereuios demos trar que Otc) = 0. Esio lo conseguiremos dcmosirando que 
cada am de las desigualdades > 0 y Qic) < 0 nos lleva a una contradiction. 

Sujpoiigamgs G(c) > 0- Segun la propiedad de conservacidn del signo de las 
funciones continues, exists un intervals que ctmiienc a c en el que O(a') es posh 
tiva. For tanto el tmmerador del cocientc Q(x) tiene el mismo signo que d deno- 
minador para iodo x ^ c en esc intervale, Dicho de oiro mode, ftx) > /(t‘) euando 
x > c, y f(x) < c cuando x < c. Esto contradict La hipdtesis de que / liene un 
extreme en c luego, la design aldad Q(c) > 0 es imposible, En forma pateeida sc 
demtiestra que ng puede ser G(c) < 0, For consiguiente Q(c) — 0, cento se afirmd, 
Ptttsto que O(e) — / f (c), esto demueatra el leorema. 


Es important? notar que el Medio de $er derivada nu La en c no implies extre- 
me en c. Pot ejsmplo, sea /(e) = jt\ La grafica de f es la de la iigura 4-8. Puesto 



FlCum 4,® AquifiO) = 0 
per® n& exisfe extreme £H O. 


Figura 4.9 Hay extrema m 
0„ per a f(0) HO existe. 


que fix) = 3x* a f‘( 0) = 0. Sin embargo, esia funcidn es cretiente en todo inter- 
vale que contenga d origen por lo cual no existe extremo en c. 

Otro ejemplo, fix) — |x|, demuestra que urn cero de la derivada no siempre 
se presents en un extreme. Aqui hay un rmnimo relative en 0, como se ve en la 
figura 4,9, pero en el mismo punto 0 la grafica tiene un punto anguloso y no existe 
derivada, £1 teorema 4.3 supone que k derivada f{c) existe en el extremo. Es de- 
ar, el teorema 4,3 nos dice- que, en ttusencia de pantos angulosos, la derivada 
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necesariamente debe anularse en un extreme, si este se presen ta en et interior 
de un intervalo. 

En una Seeeidn posterior expondremos tan criterio para los extra mos que es 
bastante amplio para induir log dos ejemplos de la ftgura 4,7 y tambien el de la 
figure 4.9. Este criterio que se expone en el teorema 4,8, nos dice que un extreme 
siempre se presents en un punto en el que la derivada cam hi a de signo, Aunque 
este hecho parece geom£rricamenie evidente, no es facil demos trarlo eon lo visto 
hast a aqm\ Deduciremos este resuliado coino una consecuencia del teorema del 
valor medio para derivadas. que vamos a disewtir. 


4J4 Teorema del valor medio para derivadas 

El teorema del valor medio para derivadas es im porta nte cn Calculo porque 
muchas de las propiedades de las lunc tones pueden dedutirse facilmentc a parti r 
de el, Antes de establecer el teorema del valor medio, examin&remos uno de sus 
casos particulates a partir dd Cusl puedc dedutirse el teorema general. Este caso 
particular lo descubrio en 1690 Mtcbel Rolle (1652-1719), matematico frances. 

teorema 4,4. TEOREMA pe rolle, Sea f una funcidn continue en tvdos 
los pumas de un intervalo cerrado [a. 6] y derivable en cuda punlo del intervalo 
abler to (a, b)> Supongamm tambien que 

m - m 

Exists etttonces por lo menos un punto c en el intervalo abierto (a, b) fat que 

m = o, 

E.I significado geomdtrico del teorema de Rolle esta represen tado en la figu* 
ra 4,1 0, En este teorema se afirma tan solo que la curva debe tener una tangente 
horizontal en algiin punto entre a y b. 

Demast radon. Supongamos que fix) ¥= 0 para todo x en el intervalo abier- 
to la, b), y llegamos a una contradiction como se ve a continuation: Segiin el teo* 
rema de los va lores extremes para Condones eontimias, f debe alcanzar su maximo 
absoluto M y su minima aboluto m en algdn punto del intervalo cerrado [a, b]* 
El teorema 4, 3 nos dice que ningun extremo puede ser alcanzado en puntos inte- 
r lores (de otro mode serfa nula k derivada a I If), Ltiego, ambos va lores extremes 
son alcanzados en los extremos a y b. Peru como fa) = jib), esto signifies que 
m = Mi y por tan to f es constants en [at], Lsto eontradice el hecho de que 
/'<*)# 0 para todo x en (a, 6), Results pues que fie) = 0 por lo menos en un c 
que satisfaga a < e < b t lo que demuestra el teorema. 
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Fiq|JR,A 4 JO Inierpretaciifn 
gedmetrica del teorema de 
Rolls, 


Fjcuka 4,11 Significaeidn geometries del tevremu del 

valor medio. 


Podemos utilizer el teorema de Rolle para demostrar el teorema del valor 
medio, Antes de establecerlo, puede ser util examinar $u $ignificado geometries. 
Cada una de las curvas dibujadas en la figura 4,1 1 es la grdfica de tina fumcidn 
continua / eon tangente en cada pun to del intervalo abierto {a, b). Em el pun to 
(c, /(e) indicado en la figura 4,1 1 (a), la tangente es paralela a 3a cuerda AS- En la 
figura 4, il(b)„ exssten dos puntos en los que la tangente es paralela a la cuerda 
AB. El teorema del valor medio asegora que existirS. par lo tnenos. un panto com 
esta propiedad. 

Para traducir al ienguaje analftico esta propiedad geometries, tan sdlo ne- 
cesi tamos observar que el paralelismo de dos rectas signifies la igualdad de sus 
pendientes, Fuesto que la pend sente de la cuerda AB es el cociemte [/(b) — 
— — a) y ya que la pend sente de la tangente en c es la derivada f(c), 

la afirmacidn anterior puede expresarse asi: 


(4,24) 


m -m 

h — a 



para algtfn c del intervalo a bier to {a t b). 

Para hacer mis intuitiva la validez de (4.24), podemos imaginar /(f) como 
el camino recorrido per una panic ula imdvil en el tiempo t. Entonces el cociente 
del primer miembro de (4*24) represents la velocidad media en el intervalo de 
tiempo f a,b], y la derivada f r U) represen ta la velocidad irastantinea en el 
tiempo t. La igualdad afirraa que debe existir un momento en que la velocidad 
instanianea es igual a la velocidad media- Pur ejemplo. si la velocidad media de 
un automdvil en un viaje corto es de 75 Km. por bora, el cuentavdoddades debe 
registrar 75 Km. por hora por h memos urn vez durante el viaje. 

Formal me nte ese teorema puede estableccrse como sigue. 


JVriqhtE 


ih 


sri 



226 


Cdtcuh diferencial 


TEQREMA 4,5, TEOREMA PEL VALOR MEDIO PAftA DERIVADAS, Si f £$ UtUI 
fimcidn continue en todo un interval*} cermdo [a, 6] que tie fie derivada en cada 
panto del intervaio abierto {a, b), ext -tie par lo menos un punto c interior a (a, b) 
para el que 

(4.25) fib) — f (a) = f'(c)(b - a) . 

Demmt radon, Para aplicar el teorema de Rolle necesitamos. una funcidn 
que lenp valores iguales en los extremes a y b. A fin de con&truirla, modificamos 
/ en la forma siguiente: 

Afv) = f(x){b — a) — x[f{b) -/{a)] . 

Entonces h(a) — h(b) = bf(a) — a/(b). Tambi£n t h es continua en [fl h b] y tiene 
derivada en el intervaio abierto (a, 6), Aplicando el teorema de Rolle a h, encori’ 
tramos que k f {c) = 0 para un cierto c de (a, fr). Perm 

n Al =/ r l-rK& - a) - l fib) - fin)} . 

Cuando x = e, se obtiene la igualdad [4,25), 

Observese que el teorema no concrete nada acerca de la posicidn exacta 
dd « valor o valores rnedios* c, y solo indka que Tod os pertenecen al intervaio 
(a H b). Para algunas funciones se puede especificar con exactitud la position de 
los valores medios ? pero en la mayoria de los casos es muy difid! hacer una deier- 
minaddn prccisa de estos pan los. Sin embargo, la utiiidad real del teorema esc a 
en el hecho que se pueden sacar muchas condusiones del mere conodmiento de la 
exhtencia de un valor medio por lo menos. 


NtHa; Es importance cpmptobar que el teorcma del valor medio puede dcjar de 
cumplirse si hay algdn punto enire a y b en el que la derivada no cxistt- Per ejetnpJo* 
la f untold* f definida pot la ecu scion fix) - |*| es continua en todo el cje real y tiene' 
derivada en iodos los puntos del mis mo eKcepto en el 0. En la figura 7,2 se ha dihujado 
su grlfica en el intervaio [ = 1,2]. La pendiemte de la euerda que urte 4 y B es: 


/( 2 )-/(- 1 ) 2—1 1 

2^(-n 3 ~ 3 

pero la derivada no es igua) a 1 eti tiingun punto. 

Con frecuencia es util la siguicnte extension del teorema del valor medio. 
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TEOREMA 4,6 FORMULA DEI VALOR MEDIO PI CAUCHY. Sean / V g das 
fimcbnes cantinims en wit intervah eerrada [a, h] y qm admitan deri eadas en 
tada el intervalo abierto {a, b). EnlQmes, para un cierto c de ( a, b). tenemm 

f{e)igib) - g {a)) - S \c)\J(b) -f{a ) I , 

DemmimciSn. La defnosttaci6fi es parerida a la del teorema 4,5, Pongamos 

H*) =n*Mb) - m] - giAirn ~/m ■ 

Entonces ft{a) = h(b) “ /(a)g(h) — g(a)f(b) Ap I Scan do el teorema de Rolls a ft, 
encontramos qoe h f (c) a partir de la fdrmula que defiine ft, obteoeuaos la formula 
del valor medio de Cauchy, El teorema 45 es un case particular del 4,6 obtenldo 
tomando gi*) = x. 


4.15 EJerckios 

1, Probar que en la parabola y “ A* 1 + Bx + C, 9a euerda que tine lew pun (os para I os 
cuales. x^ayx = be$ paralela a la tangeme en el punto para el cual x = te + b)/2, 

2, Aplicando el teorema de Rolle, derooytrar que la ecuici6n oibics ji* — 5* + & »= 0 no 
puedr tener mis de una rate en d intervale? - 1 ^ r £ I, eualquiera que sea el valor 
de b. 

3, Se define la funcidn / cOmo sigue : 

3 - jr I 

fix) = — - — si Jf £ 1, fix) = - si x £ I . 

(a> Dtbujar la grifica de fix) para x en el intervals 0 S x £ 2, 

(b| Probar que / satisface las eqndte tones del teorema del valor medio en el inlervalo 
[0*2] y detertninar todos lo® valorem medics dados por el teorema. 

*. Sea fix) = 1 — Probar que fit) «/{ — 1) =0, pero que / r fi) no es nutica eenj en 
tl intervalo [ — 1, + 1]. Explkar pot qu6 este result ado coniradice aparentcmcnte el 
teorema de Rolle. 

5, Probar que sen * + cos x se verifies exacismenle para dos valores de jf. 

6, Probar que la formula del valor medio re pwede eapresar en La forma: 

fix ■+ h) - fix) + hf{x + m donde 0 < G < I * 

Determinar 6 en Imneadn de x y h cuando < a > jffjr) ™ jc 2 , (b| fix) = xV Dejs? x fijo- 
jt / 0 j determ inar en. cada case el limite de 0 euiindo h v 0. 

7, Sea / tan polinomio. Se dice que un nfimeto real ± es utt cem de / de multiplicidad m 

£ fix) = (at — dOnde J|(a} * 0, 

(a) Si / ticne r ecros en el inlervalo [a, b], probar que f dene por lo me new r — I eeros, 
y que en general la derivada fe-dsama /(*) lienc por lo memos r — k ceros en [a r b] (Los 
eems se euentan tantas voces como indiea su multiplicidad ) 



righted 
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{hi 5i la derivsda ft-tsima /' u itene exac cameo te r ceres, en [a, 5] ique se puede de-eir 
acerca del numero de ceros de / en [a, ft] 7 
*• Utjli*»r cl teorema del valor medio para deduct? las desipsaldades siguientes: 

a) I sen* — sen v| <; \x - y\. 

b) nf Hx - y) <, ,t’ J - y» < nx”~Kx ->■) si 0 < y £ x, n « 3, 2, 3 

4- Uoa funciun /, continua en [a,5], tiene dettvada segunda f" en todo punto del inter- 
valo abierio [a t b). El segmento de recta que tme y (b,fib)) corta la grfiiiea de 

/ en un tercer pun to (c. He))* siendo a < e < b. Dcmoslr&r que fit) — 0 por Jo moiOS 
eo wn punto r de fa, ft). 

10, Hsle Ejercicio es un esbozo de demoairacidn del teorema del valor intermedia, pare deti< 
vad&£, SupQrtgfimOs que f pO&ee derivdda fix !udo panto rfir un intervoio abierto /. Elija- 
ntos a < b en /. La derivada f tome cmlqukr valor eomprwdido entre /' < a) y f(b) m 
aigti/i punto de (a. b). 

a) Delintr una nueva funcidn g en [a, b] del mode- siguiente: 

g[x) ai x ** & ci} " ■ 

Demoitrar que g coma cualquicr alor comprendido enlre f(al y g(b) en el intcrvalo 
abierto fUifc). Utilizer el teorema del valor medio para derivadas, para demostrar que l 
Ionia cualquier valor comprendido entre /'(a) y gib) en el intervalo abierto (». M* 

b) Dcfinir una mieva foncidn ft en (<*,&} del mode siguiente: 

h(x) =^-~ — si x ^ k 1WW "fib). 

Raaonando en forma parreida a la que se ha seguido en la parte a), demon' ear que f 
tom a cuslquicT valor comprendido entre fib) y fi(fl) cn (u. bi. Pucsio que n{a) - (<dj p 
queda demo&trado el teorema del valor inter medio para derivadas. 


4.1i Aplteaeioties del leorema del valor medio a propiedatks geom£trieas de 
las f undone* 

Con el teorema del valor medio pueden deducirse propiedades de las fumdo- 
nes partiendo del eonocimienui del signo algebra ico de su derivada, Esto se con- 
flrma en el teorema siguienie. 

TEIOREMA 4,7, Sea i urn funcitm continua en tm interval o cerrado [a f h } y 
t$ue admite derivudu en cadu punto de utt inter valo abierio {a,b). lenemos en- 
tottces: 

a) 5/ fix) > 0 para todo x de (a, h) r / es estric laments crcciente en [ a , b ] ^ 

b> Si fix) < 0 para todo x de (a, b). f es estrictamente decreciente en [a, b], 

c) Si fix) = 0 para todo x de (a. b), f es eonstmte en l>. i>]. 
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Demoslracidn . Para probar a) te nemos que demostrar que f(x) < f(y) 
siempre que a ^ v < y <* h . Por consign ienie, supongamos x < y y apllquemos 
el teorema del valor medio al intervale cerrado [x, y], Obtenemos 

(4,26) fix) — /'(e)f v - *)* donde x < c < y . 

Puesio que flc) t y — x son positives, Io mis mo te ocurne a /{>■) — fix), y esto 
signifies /u) < fiy), como se afirmd, Esto demuestra a), y la demos fracidn de b) 
es pareeida. Para demos irar c)„ mi I i zanies la igualdad ( 4 . 26 ) haciendo x — a, 
Ya que f\c) = 0, (enemas f{\) - f(a) para iodo y en [u.b], eon lo que / es 
constants en [a, b]. 

El teorema 4,7 podemos emplearlo para demostrar que se presenta un estre= 
mo siempre que la dcrivada cambia de signo, 

Tc.Orlm a 4,8. Siiptmgamos / continue en un iniervalo cerrado [a, £>] y que 
cxiste b derivada f en todo pun to del iniervalo abierto (a, b), except o aeaso en 
utt panto c, 

a) Si f{x) es positive para todo x < c y negativa para iodo x > c, } tiene 
un muxlmo relativo en c. 

b) Si, por atm parte, fix) es negativa para iodo x < c y positive para todo 
x > c, f lime un minima relativo en c. 

Demostracidn. En el ease a), el teorema 4.7 a) nos dice que / es estricta* 
mente erecicnte en [a,c] y cstrictomente decree feme en [c, bj. Luego fix) < /(c) 
pars iodo x ¥- c en (a , b) t con lo que / dene un maximo relativo en c. 




ii S Minima rel&iivo en c 


b) Mfnimo relatives en c. 


Figuh* 4.12 Los extremes fg presenum cuando lo derivada cambia de signo. 


Tiqhte 


ferial 
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Est® demuestra a) y la demosiraddn de b) es co mp let amen te aniloga. Los dos 
cases sc ban represented® en la figura 4.12, 


4J7 Criterio de La derivada segunda para Ids extremes 

Si una funcidn f es continue en un intervale cerrado [fl h frL el teorema de 
los valores extremes nos dice que tiene un maxim® absolute y un minimo abso- 
lute en algun punt® de [a, bj. Si / tiene derivada en cada punt® interior, enton- 
ces los unices puntos en los que pueden presenlarse los extremes sum 

1) en los exiremos del intervale a y h; 

2) en aquellos puntos interiors x en los que ft*) = 0* 

Los puntos del tipo 2) se Human con frecuencia puntos criticm de /. Para decidir 
si on un punto critico c exist® un maxi mo o un mini mo (o ni uno nt otro'L nece&i- 
tamos mis itiformacidn acerca de fa funcidn /, Ordinariamente el compcrtamientO 
de / en un punto critico puede detenu inarse a parti r del signo algebraic® de la 
derivada en las proximidades de c. El teorema que sigue hace ver que un estudio 
del signo de la derivada sogunda, en las eere&mas de c puede t&mbien setnos de 
utilidad. 

TEGREidA. 4,9. CRETERIQ DE LA DERIVADA SECUNDA PARA EXTREMOS EN UN 
punto crLtico. Sea c un punto critico de f en un intervalo abierto (a, b); esta 
es, supongamos a < c < b v que f'(c) = 0. Supmgmnos tmnbihi que exista la 
derivada segunda f" en {a, b), Temmm entonces: 

a) Si f r * es negative en (a, b), f tiene un maxima relative m c. 

b) Si $** es positive en (a, b) f tiene un minima relativo en <:► 

Los dos casos estan re presen (a dos en la figura 4.12. 

Demastraddn, Consideremos el case a), /" < 0 en (a, b). Segdn el teore- 
ma 4,7 (aplicado a /'), la funcitin /' es estrictamente decrecienie en {a, b). Pero 
f(c) = 0, con lo que f cambia su signo de positive a negative en c, como muestra 
la figura 4.12 a), Luego* segun el teorema 4.8, / tiene un maximo relativo en c. 
La demostracion ert el caso b) es completamente analogs. 

Si f* es conti nua en c* y si f'U) CL existira un entorno de c en el cual 
f' ten dry cl misitio signo que f"(c). Por eonsigu rente, si fic) = 0, la funcidn / 
tiene un maximo relativo en c si f"(c) es negative y un mmimo relativo si 
es posiliva. Este criterio bast a para muchos ejemplos que sc presen tan en La 
pracliea. 

Et signo de la derivada segunda tambidn. e$ta relacionado con la concavidad 
o la convex idad de /. Et siguieme teorema demuestra que la funcidn es convex* 
en los interval®;; cn los que }*' es positiva, como se ve en la ligura 4.12 b). En la 
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figura 4.12 a), / es cdncava ya que f* e$ negative . Basta discutir tan sdl© cl caso 
d c la convex! dad, ya que si / es oonvexa, — / es cdncava, 

TEOREHA 4,10, cm Ter 10 DE LA DERIVADA PARA LA CONVEX! DaB. SltpOn- 
gambs / continua en \_a,b J y que JtviYuJtj eri el interval® abierto (a t b). 
Si f es credente en (a,b) entonces f es convexa m [a, 6]. En particular, / es eon - 
vexa si f" exists y es no negative en (a, bh 

Demosl radon, Co n side re mo k x < y en [a, 5] y pongamos t = ay + 
+ (I — dx, donde 0 < a < I. Gueremos demostrar que f(z) £ af{y) + (I — a) 
fix), Pucsto que fiz) = &f(z) 4- fl — a>/(r), estoes lo mismo que danostrar que 

0 - «)[/(r) -fun < *[/<>■) -/U)J‘ 

Segun el teorema del valor medio (aplieady dos vecesb exbten puntos c y d que 
satisfacen x < c < z y z < d < y tales que 

f(z) — /{*) =J J {cY.z - jt), y /0’)-/U)=/Wf--'>. 

Puesto que f es credcnie, lenemos f{c) £ f(d). Asimismo. tonemes (I — %)(z — 
■“ x) = a(y — z% de mudo que podemos eseribir 

(1 - 9 )[f(z) - fix}} = (1 - Efixjiz - x) £ a fidfy - z) ^ a\J{y ) - fid ] , 
lo que dcmuestra la desigualdad exigida por la convcxidad. 


4.18 Trazudu de eurvas 

La inforniacidn reuuida en los leoremas de las ultimas seeciones es eon fre- 
cuencta util en el trazado de eurvas. At dibit jar la grafica de una funcion /, debt 
determinate primers mertte el dominio de ./ Lei eon junto de valores de x para 
los cuales esta definicta /(,¥>] y, si es facil hacerlo, dchcria cncontrsrsc el recorndo 
de / tel eon junto de valores alcanzados por /). Un conotimienfo del dominio y 
del rccorrido nos da una idea de 9a amplitud de la curva y = f{x) i ya que precisa 
una poresdn del piano xy en la que esta situada la curva. Seguldamenie es aconse- 
jable situar los puntos (si exislen) en los que la curva corta a los ejes coordenados. 
La interseecidn con el eje y es el punto{0, f{0)) suponiersdo que 0 pertenece al 
dominio de /, y las intersecciones con el eje de las x son Jos puntos (x, 0) para 
los que f(x) — 0. La determ inacibn de las intersecc tones eon el eje x puede set, 
en la praeiica, itniy dificil, y podemos conlentarpos con valores aproximadqs. 

Deberiamos tambicn detcrminar los intervalos en los que / es monbtona exa- 
minando et signo de f, y determiner los intervalos de convexidad y concavidad 
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estudiartdo el signo de /". Especial cuidado debera ponerse en los pumas en los 
que la grafica tiene tangentes horizontales, 

ejemflo 1 . La grdfica de y = fix'), siendo fix) ~ x + l/x para x # 0. 

En. este caso. no exist en intersecdones con los ejes. Las dos primeras deriva- 
das estin dadas por las formulas 

f(x)= 1 - I/a ! , fix) = 2/.v» . 


y 




FiCiURA 4.15 Grdfica de fix) = x + I jx« Figlra 4,14 Grdfica de fix) = S/U 1 + IK 


La primera derivada es positiva %l jc ? > 1* negativa si v 2 < 1, y cere Si x 1 = I. 
Lucgo ex isle un minima relative en x = 1 y un miximo relalivo enjt s — 1, Para 
x > 0, Ja derivada segunda es po&itiva de matiera que la primera derivada es es* 
trictamente creciente. Para x < 0, la derivada segunda es negativa. y por unto 
la derivada primera sera estric lament# decree iente- Para x prdximy a 0, el tdrmifio 
x es pequeno comparado a 1 Jx f y k curva se eomporla cotno la grafica de y = t fx. 
(Ver figure 4.13,) Por otre parte, para valores grendes de x (positives o negati- 
ves), el termino 1/xes pequeno comparado eon x r y la curva es muy parecida a 
la recta y = x, £n este ejemplo, La funcitin es impar, /(-j) = —fix), con lo 
cual la grafica es simetrica respecto al origexi. 

En cl ejemplu anterior, k recta y = x es una asm tola de la curva. En gene- 
ra I, una recta no vertical de ecuacidn y = mi + b se llama asintota die la grafica 
de y = fix) si la difcrencia fix) — [mx + 6) liende a 0 cuando x toma valores 
lan grandes como se quiera positives o negatives, Una recta vertical, x = a, se 
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llama asintota vertical si fix) I legs a ser tan grande como se quiera euando 
x -*■ a por la derecha o por la izquierda. En el ejemplo anterior,, el eje y es una 
ssmtota vertical. 

eieMplo 2. Ci rdf tea de y = fix), donde f(x) — 1 f{x* + 1). 

£sta es una funridu par, positive para todo x, y el eje x es tin asintota hori- 
zontal. La dcrivada primers viene dads por 


dc mode que f\x) < 0 si x > 0, f'{x) > 0 si x < £b y fix) = 0 euando x = 0* 
Por consign rente la funcidn crece por enctma del eje x negative., decrece en la 
parte positiva del eje x t y tiene un maximo relative en x ss 0. Derivando otra 
veSj enconlramos que 

_ < x* + in -2) - (- 2x£{x* + ik:.x) = 2(3** - I ) 

1 ■ ' {x*+\f (r'+lf 

Asf que f f ix) > 0 si 3x* > 1, y f'Xx) < 0 si lx* < 1. Luego. la derivada primera 
crece euando x' > J y decrece euando x* < Esta informaeidn basta para dibu- 
jar la curva de la figura 4.14. Los dos punros de la grades correspondientes a 
x- — J h en los que la derivada segunda cambia m signo, se Unman puntos de 
inflexion. 


4.19 Ejcrdcics 

En las aiguierUes Ejercicios, ti) hall&r tod os los puntos x tales que fix) =s 0; b) cumiiMr 
el stgttu tie /' y deierminar aquellos intervales en los que f es mondtema; f) examiner d 
signo tie }" y delenninar aqudln intervales en los que /' es mondtonat d) construir un boceto 
dc 1 b grilica de- /. En cade caso. la funcidn cstfi definidn para tod os los * para less cuates 
tiene senlido fix). 


1. f{.x) = — 3 v 4- 2. 

*‘ fU) ~(X - 1 M.x — 3) " 

1. f (x) - x a - 4 a 

9. fix) - T/( I + **). 

3. fix) = (x - if{x + n 

10. fix) - U 2 - 4)/{x= - 91 

4. } ( x) = x* - bx l ■+ 9x + 5. 

1 1. f(x) =sen 4 x. 

?. yu) - : + tx - n*. 

1 2. f(x) = x — sen x. 

h. |(x) m l /.t 1 , 

13. fix) =- x + eo&x. 

7. fix) — X -r 1 fx*. 

14. fix) - |..v» + A co^2x. 
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4.20 Bjemplos resueJlos de prohlcmas de extremes 

Muchas problemas de extreme® en MfltemAticas puras y aplkadas plied en re- 
Bolverse sistematicamente mediante el ugo del Cdlculo difcrcncial. Em realidad, los 
rudimentos del C&leulo diferencial fueron en prindpio desarrol lades euando 
Fermat Lntento enconfrar metodot generates para determinar mAximos y m/nimas, 
En esta Seccidn resolveremos algunos ejemplos y daremos al lector la oportunidad 
de resolver otros en la Seeeidn 4.2 L 

Formulamos primero dos principios send lies que pueden usarse para resolver 
gran numero de problemas de extremes, 

El em plo 1, Prindpio del product o maxima con mma constants. Dado un 
tidmero positive $, Demos irar que enrre todos los pares de ntimercg positives x 
e y tales que x + y = S t el producto xy es el mayor cuando x = y = £ 5. 

Dcmostraddn. Si x + y = S, y = S — x y el producto xy es iguaJ a 
x(S — x) = xS — x s . Pongamos fix) = x$ — x*. Este poiinoinio cuadrAtico tiene 
comO derivada primera f'[x) = $ — 2x que cs positive para x < | S y negative 
para jr>|5. Por lattlo el maxima de xy se presents cuando x— y=S— x = J5 
Esto tambien se puede demostrar sin utilizer el Cilculo. Pongamos simplemente 
j(x)=l£P— (x— i Sf y observemos qye fix) es mAxlmo cuando x=iS. 

ejemplo 2. Prindpio do la mma minima, con producto constants. Dado sin 
flumero positive P. Demostrar que entre todos los pares de nvmeios positive® 
X e y talcs que xy = P, el que haee la sums x + y minima es x = y = \ P. 


Demostraddn. Tenemos que detenu inar el mini mo de la funcidn fix) = 
sjc + Pfx para x > 0, La primera derivada es fix) — I — Pfx 9 . Esta es nega 
tiva para x* < P y positive para x 4 > P t de manera que fix) Tiene su mi'nimo 
en x = VP. Luegos la suma x 4- y es minima cuando x = y ~ V P. 

ejemflg 3. E litre todos los rcctdngulos de perimetro dado* el cuadrado es 
el de mayor area. 

Pemostracidn. Utillzamos el resultadq del ejempb I. Sean x e y los lados 
de tin reciAngulo cualqukra, SI el perimetio estf fijado, ententes x + y es cons- 
tants* con lo que el area .xy tiene mayor valor cuando x = y. Luego, el nfcct Angulo 
mAximo es el cuadrado. 

ejemplo 4, La media geonktrica de dos numeros positives no excede a su 
media yritmetica, EstO es* x hb \ {a + fr). 
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Demost ration. Dados a > 0, b > 0, sea P = ab. Emre todos los po- 
sitives X e v siendo xy = P, la suma x -f y es la me nor cuando x = y = v7*. 

Es dedr, si xy — P, entonces x 4- y ^ y' F 4- VP = 2 vA En particular, 

a + b S 2 y'P = 2 V^, con lo quo Vc6 <; | (u *f b). La igualdad se presents si 

y solo si a = 6. 

ejemplo 5, Uei bloque de peso W es movido a lo largo de un piano por 
una fuerza que forma un angulo § con la recta de la direction del movimiento, 
siendo 0 ^ 0 < Jtt, como se ve en la figura 4,11+ Supongamos que la resistencia 
por fried 6n es proporriond a la fuerza normal con la que, el bloque presiona 
perpend icularmente contra el piano* Hallar el angulo 0 para el que la fuerza de 
propulsion necesaria para veneer la friccidn sea lo mis pequena posible. 


Solucidn. Sea F(&) la fuerza de propulsion, Esta tiene un componente ver- 
tical hacia arriba, que es F($) sen 8, de modo que la fuerza normal de preside 
contra el piano es N — W — F(0) sen 0 „ La fuerza de friccion es p.N, deride p 
es una constants Hamada coeficiente de friccidn. El components horizontal de la 
fuerza de propulsion es F(8) cos 8, Cuando esta se sguala a la fuerza de friccidn, 
Hegamos a F(8) cos 0 — pt[W — F(B) sen ft] de la que encontramos 


m = 


t*w 

cos B 4- pt sen 0 


Para hacer minima F{0), haremosmaximo el denominador g0) — cos 8 4- z<sen0 
en el intervale 0 <, Q <; En los extremes, tenemos g(0) = 1 y g(|r r) = p. Eti el 
interior del intervalo, tenemos 


g-'(fl) ™ —sent? + p cos & , 


de majierft. que g tiene un punto crftico cn 0 — a, siendo sen « — ucosn. Esto 
da g(a) as cos * + ^ cos m ■= (1 + fi*) cos a. Podcmqg expicsar cos .a cn funCidn 
de fi, Ppesto que yd cos^x — sen 2 a = 1 — cos® x, enc ontramo s (1 4- cos® * = 1 , 
COP lo que cos * = l/Vl + fi*. A si pues g(«) = V / 1 + ft*, Ya que g( a) e&cede 
ft 1(0) y a ffirr), el m&ximo de g se presenta cn el punto crftico. Luc go la fuerza 
minima pedida es 


to _ «£ _ 

g{m) V s + / 

eiemplo 6, Hallar la menor d islands de un punto dado {0, b) del eje y 
a la paribola. x* = 4y. (El numero b puede tener cualquier valor real.) 
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Solucidn. La parabola esta dibujada en la figura 4,16, La cantidad que hay 
que hacer minima es la distancia d, siendo 

d = Vx* + (y - b)* + 

can la restriccidn x* = 4 y. Ante la figura results evidente que cuando b es ttega- 
tiv o la distancia minima es jb . Cuando el punto (0, b ) se dcs plaza Lada arriba 
siguiendo el eje y, el minimo es b hast a que el punto akunza una cierta position 
especial h por encima de la cual el minimo es < b. Vamos ahora a determiner 
esa position especial. 

Ante todo, observemos que el punto ix, y> que minimiza d tambien. mmimi- 
za #, (Esta observation nos permitt evitar la derivation de las raices cuadradaa.) 
Seguidamente, podemos expresar d 1 en funcidn unicamente de x o tambien en 
funeidn de y y dejamos eomo ejerdcio para el lector desarrollar las c&leulos 
cuando d s se express en funeidn de x . 

Por tamo la funeidn / que hay que hacer minima vicne dada por la formula 


f(y) Ay + (y - bf . 


S3 bien j(y) esta definida para todo valor real y, la naturaleza del problems exige 
que busquemos el minimo tan sblo entne aquellos valorem de y tales que y ^ 0. 
La derivada es f{y) = 4 +2(y — b) que es eerq solo cuando y = b — 2, Cuando 
b < 2, esto nos Sleva a on punto critico y negative que debe extltiirse por la 
restriccidn y 0, Es decir, si b < 2. el minimo no se presenta en un punto cri- 
tico, En efecto, cuando b < 2„ vemos que f(y) > 0 cuando y 0, y por tanto / 
es estrictamente creciente para y ^ 0, Por consiguknte el minimo absolute se 
presents en el extreme y = 0, El correspond iente minimo d es vV — b ■ 


Copyrighted material 



Ejerc ictus 


237 


Si b ^ 2, exisle tin pun to critico legitime ere y — b — 2, Pueslo que /"(j?)=2 
para todo y, la derivada f es crecierite, y por tamo e l minlmo absolute de / se 
presen la en este punto critico, El. mini mo d es V4 (p — 2) + 4 — l\h — I 
Con esto hemps demustrado que la di stand a minima es 6| si b < 2 y es 
2 y h — | si b £ 2. (El valor b = 2 e$ d valor particular antes citado.) 


4,2 1 Ejercicios 

1. DemostTar que etUit todos 3os rectartgulos de area dada, it cuadrado es el de perimeuo 
mi'pimes, 

2. 6Jn gratijero tiene L metros de tdambrtr para cerear un terreno de pasto rtcian^ulH odya 
cerate a un muro de piedra- iGu£ dimensiones darin el irea maxima »l terrenp cereado? 

3. Un granjero quiere cerear un terrene de pasto rectangular de £rea A adpeente a un 
mut® de ptedra. *Qu6 dimens ioncs cxigcn la minima cantidad de alambre dc cerca? 

4. Dado $ > 0. Probar que entre todos Los nurocros positivos x e y tales que x + y — S. 
la suma jc 4 + es minima cuando x = y. 

5. Dado R > 0. Probar que enire lodos tos ndmeros posits™ x c y tales que x a + > |J = R, 
la suma x + y es maxima cuando x = y. 

6. Cada tado de un cuadrado tiene una bngited L Demos! rar que enire todos k» cuedra^ 
dos insert tos en el cuadrado dado, el de area minima tiene lados de longimd 

7. Cada lado de un cuadrado tiene una Jongitud Hallar cl tamano del cuadrado dc 
maxima Area que puede circu riser ibtrse al cuadrado dado. 

ft. Dcmostrar que entre todos Los rectan gulps, que pueden insert birre en un drctilo dado, 
el cuadrado tiene cl area maxima. 

9, Dcmoslrar que entre todos ioa rectangular de area dada, el cuadrado tiene el circuits 
circunscrito mini mo. 

10. Dada una esfera de radio R, HaSlar cl radio- r y Ja altura h del cslindro circular recta de 
mayor superfkic lateral Zirrh que puede sn.seribir.se en la esfca 

1|. Entre todos Jos tilindros drcuJares rectos dc area lateral dada. demostrar que ja mcnor 
esfera circunscrita tiene el radio igual al radio de! dSindro mulliplicado por 1 2, 

1 2, Dado un cono circular recto de radio R y altura H. HaEJar el radio y la altura del ci- 
lindro circular recto de mayor area lateral que puede in&cribirse en cl cono. 

1J. HaJlar las dimenslones del cilindro circular recto de minima voiumen que puede ins- 
ert birse en un cono circular recto de radio R y altura H, 

14. Dtd» una esfera de radio If. Calcutar, en lunciOn de Jf, cl radio r y la altura h del 
cono circular recto de mayor voiumen que puede insert birsc en esa esfera. 

15. Hallar el reet^ngulo de mayor area que puede iu&crLbirse en un semitirculo, teniendo 
la base inferior en el dMmetro. 

16. Hallar el frapccio de mayor 2rea quo puede inscribe rse en un semief ratio, teniendo la 
bare inferior en cl diametro. 

!7, Una caja ubierta esd construida con un rcetlmgulo de cartdn quicando cuadrados igutn 
les en cada esquima y doblando hacla atriba los hordes. Hallar las dimenSiones de la 
caja de mayor voiumen que puede construirse de ia] modo si cl rcctangulo tiene como 
lados a) Id y 10;. bi 12 y 18, 

Ifl. $[ a y b sop los eatetos de un triingulo rectlngulp cuya bspolenusa es I, liaJlar el mayor 
valor de 2« + b- 

19. Un ejimidn ba de reconer 300 km en una carretera tlana a velocidad coustenlc dc jr km 
por hora. Las leyes de circulation pnescriben 35 < jt S 55. Se supone que el carbu rente 
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cueata a 3 peas, Jitro y qm- cl consume cs de I0 4- x i }\2Q liiros. por bora. St el eom- 
duclor cobra P pesetas por horn y si ohedcec ludas Ian Icycs de irifico, determirtiir cual cs 
La veloeidad mas economics y el cosie del viajc si: P ■= 0, p = 20, P = 40 y P = &0, 

20, Urt dEindra sc ha oblcnido hadendo girfir un rectangulo afrededor del uje ,r. Lil que 

su base esta cn d eje *v y Lodo eE reclangulo esli comcnido en Is region comprendlda 
entre la curva y - + !) y el eje x, Hailar cl cilindro de volumen lo mayor posiblc, 

21, Sc dobla una pap i cm de mantra que I a esquma derecha inferior lluguc a coincLdir con 
ct I ado izquierdo de la misma (veasc fig. 4.|7), Si la anchuru dc la pagtna cs 15*24 em. 
hsElar Lil longitud minima del plicguc, iCual es el iinguEo que forma cstc pliegue minima 
con el lado dertcho- tic la pagina? Sc supone la papina sufk Lentemcmlc larga para eviiar 
que el pliego alcancc la cabcccra dc la piigina. 



Figuba 4.17 Ejercicio 21. 


FlGL'HA 4.18 Ejercicio 22. 


22, (a} Un triangulo isosceles esla mscrito cti una ciTcunlcrcrcta dc radio r como sc iridic a 
cn la figura 4-36. Supontendo el Smgulo 2* en cl Venice, comprcndido entre 0 y | v. 
ha liar el valor medio y et valor mcnor dd perimelro del trifcngula, Dar lodos los decal tes 
del razonamienio teguido. 

(b) iCuaE es d radio tld me nor disco circular suficicntemenle grande para tubrir todo 
triingulo isdscdcs dc peri mctrO dado L? Dar lottos las deludes t£d razonamientd. 

21, Una ventana tierce forma dc rcctangulo terminado por or semicircu I o dc diumclra igual 
a la hasc del recta ngulo. La portion reel angular Lia de scr dc cristaL Iranaparenlc y la 
parte circular ha dc scr dc crislales dc color que admite solo la milad dc luz por metro 
cuadrado que cl cristaf tra ns pa rente. FL pcrimclro total dc la ventana Lij dc Icner lonpitud 
fija P, H a Us r, en funcidn dc P, las dimcnsiioncs dc la vcnlana que deja pasar la mayor 
cant id ad posiblc dc luz. 

24. Lm IfOAO de madera dc 12 dm de largo tlenc forma dc un trance dc conn circular recto 
de diametros 4 dm y [4 + ft} dm en sus bases, dondc h & 0- Deierminar cn funrion de 
h el volumen del mayor cilindro circular recto que sc pueclc eoriar dc csic irozo de 
maderiJ, de mancra que su eje coincide con el del Irurtco de cono, 
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25. Dados n numeric regies a,. , ... <r-. Demosirar que la $uma - u,P ts minima 

ewando x es la medio ariim&Lca de a,, .... a„. ~" 

26- Si a > 0, sea /<jt> = + Ax ! 'K Mirtdo A ura eonstanic positiva. Halla-t* el menor valor 

de .4 lal que f[x) :> 24 para todo x > 0. 

27. Para cada | real, sea /(,v) = - £x* + t z Jf, |f designemus can wd) el in ini mo de fix) en 
el intervalo 0 < x < 3. Delermmar el valor dc m(f) para eada t del irnervalo 
— I S f S L Recu^ndese que para algunos, valorem de ( el mini mo de fix) puede presen- 
larse en I os exiremus del intervato (Si< 1. 

28. Sabemos que un numcro x estd en un imervalo a£jr<: h, siendo q > 0- Guere trios a pro- 
ximo x par medio de otto ndnsero t en [ti. M de mancra que el error relative, ]r - x\/x, 
sea lo menor posible. Dcsigneincs poi M(/J el miximo valor de |f — xlfx euando x varia 
de a o b. a) Demos trar que ese maxiino se presema en uno de las extremes x — a q 
x= b. b > Demosirar que M{(> e* mini mo cuomlo t cs la media armdnica de a y b, e&io 
os, eoando 1// - J(k/a + I lb). 


*4.22 Dcrivadus pardales 

En eat a Seceidn sc expone cl concept© de derivada pareial y se inicia a l 
lector w su noiacidn v &u terminologia. No utilizarernos h% rcsultados de esta 
Seecidn en ninguna ofra parte de este Volumen 1, eon lo que cstc tema puede 
omirirsc o posponerse sin pt!rdida de continuidad. 

En el eapitulo 1 se definio una fancier como una correspondencia que 
asoeia a cada objeto de tin. con junto X un objeto y solo uno de otro con junto Y, 
denmninandose al con junto x dominio de la fane ton, Hast a abora se ban con- 
sidered® funciones etiyo dominio era un conjunto dc puntos del eje de las x. 
Estas fune tones son las llama das com un monte f undone* de una variable real. 
No es dificil extender muchas de las ideas del Caleulo a fane tones de dos o mas 
variables reales, 

Una funcibn real de dos variables reales cs' una fane ion cuvo dominio X es 
un conjunto de puntos del piano xy, Si se indica par / dicha funcidn, so valor 
en cl pun to tx,y) cs un numcru real que se design a por f(x r y). Es facil imaginar 
cutno una fund on dc esla clast puede presenter s& cn un problems fisico ticiicio. 
Por ejcmplu, sea una plat a de metal lisa cn forma dc disco circular de radio 
4 cm que este situada en cl piano xy con el centro cn el ©rigen, y que se ea- 
1 Sente de tal nianera que la lemperaiura en eada uno* de sus puntos (x a y) es 
16 — x 2 — >■” grades centigrados. Si se indica por /( x h y ) la iemperatura en cl 
pun i© (x.y), ertcmces / cs una funddn dc dos variables deftnida por 

(4.27) /I a. v) = 16 - 

El dominio de esta fane ion es cl conjunto dc tudos Jos puntos {jq y) city a dis- 
tancia al origen no cs superior a 4. Del teurema de Pitagoras se deduce que 
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loclos ]os pantos (x. y) siluados a distant : ill r del origen, satisfacen la ecuaeibn 

(4.28) x 1 + f = r\ 

Por Ian to, el dominie de la fun cion estara formado por tod os los punt os {x f y) 
que sati&facen la desigualdad x~ 4- y* 16. Ubservese que en ta cireunferencla 

(4.28) la temperalura sera f{x, y) = tb - r\ Eg decir, la luncidn / es constants 
cn cada drcunfercncia con centra en el origan (vease Figura 4.19). 

Hay dos me lodes utiles para obtener una represen lac ion geometries de 
una funcibn de dos variables. Uno cs por medio de una superficie en el espacio. 
Para construir esta superficie se introduce un tercer eje coordenado (llamado 
eje z) r que pasa por el origen y es perpendicular al piano xy. En la paralela 
a| eje z que pasa por el punlo xy„ y a partir dc este punto, se toma una coor- 



FuCURA 4.19 La temperatura es con slant e Fichu* 4.20 Superficie representada pit? 

en cadn CircurtfeteHtUl con t'entro en ei la ecuticicin z = 06 — x* — y 7 

origen. 


denada z, igual a la que da la ecuacibn t = fix,y), obteniendosc el pun to (x.y.z), 
El lugar de todos eslos pumos es la superficie que representa 3a funcibn, 

La superficie correspond iente a! ejemplo anteriormente capites to estd di- 
bujada en la figura 4.20. Si se silua un tcimbmetro en un punto dc Ja 

placa, el tope de la columna de mercuric tuearia a la superficie preci same tile 
en et punto dynde z = fix, y), una vez elegida la utiidad sobre el eje z 

adecuadamenie. 

Otro tipo de imagen geometries de una funcibn de dos variables se puede 
dibujar completamcnte en el piano xy. Es cl metodo de las linens de nivel que 


Derivades pare totes 


241 


y 



(a) I ■ •*>' (b) Curvas de na^tl: *>' = r 

Figura 4.21 (a) SupSrffefe cuya ecuacion es s=xy. (b) Curvas de nivel cor respond femes 

a xy—cortsianie. 


SC U S£i en la confeceibn de mapas para representar un terrcnG tridimensional 
en un dibiijo bidimensionaL Se supone que la superficie antes defmida se ha 
cortado pur varies pianos horizon talus (paraletos a9 piano Jty), por lo quo las 
in terseee tones con la superfide seran unas curvas formadas por aquellos puntos 
(x, >’, z) cuya altura z es cons tan re. Proyectando esias curvas en el piano 
se obtiene una familia dc curve 5 de nivel. Cada curva de nivel esta formada 
por todos y sdto los puntos (jr r y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuacidn 
f(x, y) = c t donde c es la altura constants para aquclla curva particular. En 
el ejemplo antes mention ado, las Eineas dc nivel sun etrctinfercneias concent ri- 
cas que re presen tan las curvas dc temperature constants, o isotermas, como se 
dEbujan en un mapa meteoroldgico. Otro ejemplo dc una superficie y su$ curvas 
de nivel se presents en la figure 4.21. La ccuacldn cn este case cs z = xy, La 
superficie dc forma de «si!la de montar* se conoce con el nombre de parabo- 
loids hiperbdlico. 

Las lineas de nivel en Eos mapas topograficcs se dibtijan frecuenterraente 
para cada 25 m. de altura. Cuando estan dibujadas muy juntas, la altura cambia 
rapidarnenle al pasar de una line a de nivel a la siguiente; esto oeume cn 9a proxi- 
midad de un monte escarpado, Cuando la? Ifneas de nivel estan bastante dtaiati- 
ciadas la altura varta despacio. Se puede icncr una idea de (q escarpado de un 
terreno considers ndo In espaciadas que se present an sus line as de nivel. Sin embar- 
go, para lograr una inform acion prects-a sob re el coeficienie de variacidn de la 
altura, sc ha de delink la supcrficie por medio de una funcion a la que sc Ic 
piled an aplicar los concepts del C^lculo difcrcnccal. 
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Pin no do rule y - ^ 

En csia £(jt va l m f{x, yj 

SupL-rficie de 
y ceuacuin j =■ /(Jf F > r ) 


Ficuila 4.22 Curvd de intersection de utia super fide z — /( Jtjf) y urt piano y = y, . 

La raztin con que varia la ahura cm un punlo (t,,, yj depends de la direc- 
ct6n del muvimieniu a pariir de esLe punto. Para mayor simp lie id ad sc consi- 
ders ran ahora preeisamenle las dcs direcciones paralelas a los ejes x e y. Supdn- 
gase que se trata de una superlacie definida por una ecuaridn de 3 a forma 
z = f(x,y) y SC curia esta stipe rFieic pOr un plane perpendicular al eje y tal comO 
ac indie a en la ftgura 4.22. Estc piano est4 Formado por Lodes los puntos (* f y,z) 
dd espacio para los cuales la coordenada y es cons i ante, y — y lV (La ecuacidn 
y = y a se denomina ecuacidn del piano). La imerseeddn de este piano con la 
superfine e& una curva pi ana t cuyos pan los satisfacen la ecuaddn z — f(x t yj. 
En esta curva, la allura : = |(x, y fl ) es funcion sdlo de x. 

Supdpgase ahora que sc pasa dd punio ix^y^) aL punto (jf 9 4- A, y fl ), El 
cambio de altura correspondiente es f{X a + h t y*) ~ /(*.» yc), Esio sugicre la 
formacidn del coden lc de difercncias. 


(4.29) 


/(x 0 + h. y ffi ) - /(t 0 , >■,) 


para dc spues hacer fender h -*■ 0. S! csic coriente liende a un I (mite definido 
cuando h 0, este I unite se denomina la derivada partial de f cc m re spec Jo a x 
en el punto Para designer la derivada parcial, hay varius simbolcs siendo 

aigunos de Jos mas corri cnees; 


d f{Xo, v„) 

dx 


ffamyd* //t c , y 0 ) , y a ) , D,/(t 0t > c ), 
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El subfrtdice 1 en las dos dltiraas notaciones se re Here a I bee ho de que s6b la 
primer* coordenada varia cuando se forma el codent? dc diferenctas en (4.29), 
Asi se tiene 


/i( j a > Vo) 


| [m -CL V| L + *' - A v ° ' >'o* 

*-HJ -'f 


Antfogamente. se define la derivada partial respeeto a v en (,v„ , y„ ') por 


fi bo ^ — 


l im f( x a , + k) - fix 0 > y,„) 


siendo las notaciones correspond! ernes 


5/(x ( , , 


» Vo) i /X T a i J-’it) f 


Di/ ( a ft - Vo 1 ’ 


Si se escribe z = f(x,y) t tambien m tisan Jos sitnbolos dzjd.x y dzjdy para 
designs r las derivadas parades., 

La derivacidn parcial no e$ un concepto nuevo. Si se considers otra fun- 
cidn | de una variable definida por la ecuacidn 


g( X ) -/(*, v„), 

entonces la derivada ord inaria g'UJ es exactamente !o tnigmo que la derivada 
parcial fA-Xn.y*)* Geomeincamente, la derivada parcial fAx r yJ represent* la 
pendiente de la tangent? en un pun to de la curva senalada en la figure 4.22. 
De la misma manera, cuando x es constant?, es dedr x — x at la ecuacidn 
s = f{x<s> y) define la curva interseccidn de la superffcie con d piano cuya ecus- 
cidn es x = a,,. La derivada parcial f 2 [x i „ yh da la pendient? de la t&ngente a 
dicha curva. De estas consider aciones se deduce que para cakular la derivada 
parcial de fix.y) respecto a x, se puedc eonsiderar y como si. fucra constants 
y apliear las reglas ord inarias del Cdkulo diferenetaL Asi, por ejempb, si 
fix, y) = 16 —x s — y 1 se liene /](x f y) = — 2x, AnriJogamente, si se supone a* 
fijo se encuentra fAx* y) = — 2y. 

Otro ejempb es la funcion dada por: 

(4.30) /(a, y) = A sen v + y* cos xy 

Sus derivadas parciales son: 


■* x cos y — .vy 3 sen xy + 2y cos xy , 


righted 


n ateri 


f\(x, y) = sen y - / sen xy , /,( .r, y) 
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La derivacidn partial es un proceso que da lugar a nuevas funciones 
fi ~ dff&x y /, — dfjdy a pariir de una funcidn dada. Puesto que h y j s son 
a su vez func tones tie do® variables, se pueden considerar s us derivadas par- 
dales. Estas se denuminan derivadas pardales de segundo otden de / y se indican 
eomo sigue: 


/m - h 


By 

dx*’ 


/],* _ 


ay 

dy dx ' 



gy , w 

dx By ’ tV ' 


Obsdrvese que /,. a signifies (j,)*, o sea la derivada partial de con respecto a y. 
En la 3-notacidn se indica el orden de derivation escribiendo, 

ay _ g /$n ^ 

By dx By\dx) 


Esla derivada no siempre coincide con la derivada partial que respite a l inver- 
tir el orden de derivation: 


u _ im 

dx dy dx 'dyf 


Sin embargo* k igualdad de estas Jos derivadas pare Sales tiene Itigar en ciertas 
COndi clones que se veri Heart por la rnayoria de funciones que aparecen en la 
prifctica. En el Volumen II se discutirdn estas condlciones. 

Haciendo referenda al ejemplo (4,27) se ve que sus derivadas pardales de 
segundo orden estan dadas por las formulas siguientes: 

y) = -A fijx, y ) = ft. ifo v) - 0, >■) = -2 , 

Para d ejemplo (4.30) se obtiene; 

ft i( v, y) = - d cos xy . 

/j j{.v f v) = cos y — jr_r*cos xy — 3>- a sen ay , 

f, ,(.v P j) = cos y — .xy 3 cos xy — y 2 sen.vy — 2 v* sen Jr v = / ]J (.v, y) , 

f ±z (x, >’) = — Jfseny — .vH' 3 cos xy — 2 yy sen at — 2 yv sen xy + 2 cos .yv 

^s= — x sen y — r v B v“ cos xy — 4y>- ^en yy + 2 cos xy . 


Un e studio mas detallado de las derivadas pardales se vera en el Volumen II. 


py rig hied material 



Ejeraaos 


245 


*4.23 Ejerddos 


En los Ejerclrios 1 al 8, calcular rodas las dcrivadas parriales de prime™ y segundoorden. 
Comprobsr en cada caso que las derivadas pa re i ales f t J.x r y) j /„ (#, y) son iguaics. 


1. f{* r v) = a- 4 +/ - 4 *y. 

2. /(a% v) = xsen (a 4- y). 

3 . /(!,_>') - xy + - (y * 0 ). 


5 . fix, _y) - sen (**/>). 

6. fix, v) ■= sen [cos (2l - 3v)J L 

7. f(x, v) - - {a v). 

a — _y 


4, fix, y) = ^ + V’ 




A 

' A* + / 


{.r, y) * (0, 0), 


9, Dcmo&trar que x{3zj3x) + >'( 3*/ 3 v) — 2z $j (a) z = {x — (b)z — (x* 4- >' i ) l i: 

10. St f(x, >■) = xi'fix* ■+ ypf p ara (*, y) ^ (0, 0), demoslrar que 


5a 4 



- 0, 
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relaciOn 

ENTRE INTEGRACI6N Y DERIVAClON 

5J La derivada de una integral mdefinida, Primer teorema fundamental del 
calculo 

En esta Seccidn se estudiara 3a important? conexiGn existent? entre inic- 
gracidn y diferenciaddn, Et tipo de relacibn entre eslos dos procesos es en cierta 
forma semejante al que hay entre ^elevar al cusdrado» y « extract la rafe cua- 
drada», Si so eleva al cuadrado un numero posilivo y luego &t buses la rafz 
cu ad rad a positive del result ado, sc vuelve a I numero original, AndLogamente, si 
se calcula la integral de una funcidn continue / se obtiene una nueva funcidn (la 
integral irtdeFmida de f) que despuls de derivada reproduce la funeidn original /. 
For ejemplo, si fix) = x E , una integral indefinida A de / queda definida por: 

/t(x) = | Vtorfj - 

deride c es una constants Derivando se tiene: A r {x) = x 1 — fix}* Este ejtmpio 
ilustra un resultado general Ilamado el primer teorema fundamental del Cdlculo 
que se puede eminciar como sigue: 

TEOREMA 5-1. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. Sea / una 

funeidn intertable en [ a, x ] para coda x de [a, b]. Sea c tat que a <; r < b y 
definamos una nueva funeidn A del siguiente mode: 

/Ifx) =| /(f) dt si a < x < b . 

*C 

Exisle entonces la derivada d'(r) en coda punt 0 x del intervalo abierto (a, b) en el 
que j es continue, y para tal x t enemas 

(5 0 A\x)=f{x) 
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Relation entre integration y derivation 


Damog prime ro una justification geometric a quo gUgierC cl porquc cl teore- 
ma debe ser tier to; luego damos una demoat racidn analitica. 

Interpretation geometrica. La figura 5J muestra la gr£fica de una funcidn f 
en un intervalo [a, ft], En la ligura, h es positive y 

/{/) dt — \ f{t) dt — I /(f) dt — j4(jt -f ft) — A(x) . 

v X- m 

El ejexnplio es el de una funcidn continue en todo el intervalo [x . x 4- ft]. For 
consiguiente, por el teorema del valor medio para ituegrales, tenemos 

>i(.r + ft) — ^(.v) = hf(z), donde x 2 < x 4* ft . 

Luego* results 

( 5 . 2 ) Mx + h) ~ - [ - =m . 

h 



Figura. 5,1 interpretation geom^tricu del primer teorema fundamental del Cdlculo- 

y, puesto que + ft, encontramos que f(z) -> f(x) cuando h -* 0 con 

valores positives. Ss ft -* 0 con valores negatives, se razona en forma parecida. 
Por consiguiente, A'O) esiste y es igual a fix). 

Esle razonamiemo supone que la funcidn / es conlinua en un cierto entorno 
del punto Jt, No obstante^ la hipotesis del teorema sc refiere tan sdlo a 9a conti 
nuidad de / en un so/o punt® x. For consiguiente, para demustrar cl teorctna bajo 
csta hi potes is mas debit utilizomos tin md-todo dislinto. 
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Demostracidrt anaUttca. Sea x un pun in en el que / es continua y supuesta 
jc fija f so forma el coriente: 


Ji) — , 4 fx) 
h 

Para dettiostrar el teorema se ha de probar que este cociente deride a fix) cuando 
ft -*■ 0, El numerador es: 


r’i- k ,‘r fz I ft 

A(x + h) - A{x) = J_ Jin dt - \ t jit ) dt - fit ) dt . 


Si en la ultima integral se escribe /(/) = f{x) — [fit) — /(x)] results: 


(■ riti . . 

A{x + ft) - >!(*) = I fix) dt 4 - I I/if) - /(*>] dt = 

i j* ■> > 


■j . ft 


‘i : ^ 




de tionde 


( 5 . 3 | 


AU ± J,) ~ /,|Tl = /(c) + - I ’ \t\l) 

ft It J r 


For tamo, para complelar la demostracion de (5.1) es necesario demos trar que 

limi \ "[/(<) — /t.il] <(( = 0 . 

ft — ft ft di 


En esta parte de la demostraeidn es donde se hate uso de la continuidad de / en x. 

Si se designa por G(h) el ultimo ter mi no del segundo miembro de (5.3), 
se (rata de demos trar que G{h) -* 0 cuando h 0 - Aplicando la dcfmicidn de 
limite* se ha de probar que para eada € > 0 ex isle un A > 0 tal que 


(5.4) G(ft) < * siempre que 0 < h < A. 

En virtud de la continued ad de j en x, dado un e exisle un nurnero positive A 
ud que: 


( 5 . 5 ) 


TIC 


1 fin -fix ) I < I* 
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sicniprc que: 

( 5 , 6 ) x-t<t<x + f>. 

Si mt elige ft de manera que 0 < h < 8, enlonces cada ( en el iniervalo [x,x + ft] 
sathface (5.6) y por unto (5-5) se verifiua para cada ( de «ie iniervalo, Apli- 
eando la propiedad df, cuando gU) — f{t) — /(*), de la 

desigualdad en (5.5) se pasa a la relacidn: 

i'* ’ * ’Ji A 

J, [/f'i -/(,*)] f/f < ^ |/(r) — /f jc)| dt £ \ t U di = pur < fie . 

Dividiemio por ft se ve que (5,4) se verifies para 0 < h < & Si ft < 0* un ra- 
zonam lento and logo demuesira qua 0.4) se venfica siempre que 0 < |ftj < b H 
lo que complciu la demos true ion. 


5,2 Tcurcma de la derivada nula 

Si una fundon / es consume en un iniervalo (a-, ftk su derivada es nula en 
todo el iniervalo {a, by, Ya hemos demoslrado esie hecho como una consecuencia 
inmcdiata de la dcfinicion de derivada, Tambien se demostrtS, como pane c) del 
teorema 4,7, el reriproco do esa afirmaci6n que aqua se presents como teorema 
indcpcndtenl?. 

TEOBKMA 5,2. TEOREM A. DE LA DERIVADA NULA. Si f\x) — 0 ptirO iWtf X 
en c m intervah abierto L es- / eon it ante en 1. 

E$ie tcotema, cuando se utilize combinado eon el primer teoruma funda- 
mental del Cdlculo, nos conduce al segundo teorema fundamental que se tstudia 
en la S codon siguieme. 


5.3 Funcioites primiiivas y segundo leorema fundamental del calculo 


definition de funcuSn prim in va. Una funcidn P se llama prim'uiva 
(o antiderivada) de una funcion / en un iniervalo abierto I si la derivada de P 
es /, «le b, si P'(x) = fix} para todo x en I. 

Por ejemplo, la funddn seno es una primitive del eoieno en todo inter 
por q uc la derivada del seno es el coseno, Decimos una primitiva y no la \ 
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tiva, parque si P es una primitive de / tambien |g es F + k para cualquier cons- 
tante k. Reriprocamente p dos primitivas cualesquiera P y 0 dc la misma funcidn 
/ solo pueden diferir cn una constante porque su diferencia P — Q tiene 3a de- 
rivada 


P'(x) - G '(-*>-/(*) -/(*)- 0 

para toda * cn / y par tanta, scgun d teorema 5.2 P P — Q cs constant cn L 
El primer teorema lirndamental del Calculo nos dice que podemos sfempre 
construir una primitive de una funcidn continua par integration. Cuando cotnbi- 
namos esto eon el bedio de que dos primitivas de la misma funcion tan solo 
dificren en una eonstante, obtenemos el segemdo teorema fundamental del Cakuio, 

TEOREMA 5.3. SfiGUNDQ TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SupOUga- 
mos f continua en un intervalo abierta /, y sea P arm primitiva cuatquiem de f 
en L Enionces, para cada c y cada x en /, tenemos 

(5,1) P(x) = Pie) + |"/{r)f/r. 

Demosiraci&n. Pongamos A(x) = j' f[t) dt. Puesio que / es conlimia en cada 
x dc /„ el primer teorema fundamental nos dice que A'(x) — f(x) para todo x de /. 
Es decir, A eg una primitiva de / en /. Rues CO que dos primitivas de / pueden di- 
ferir tan sdlo en una constants, debe ser /l(jr) — P(jt) — k para una cierta eons- 
tantc k. Cuando jt = c, esta formula implies — P(c) = k> ya que A(c) = 0. Por 
cotuigyiente, A{x) — p(x) = —P(c), de to que obtenemos (5.7}. 

El teorema 5.3 nos in die a edmo encontrar una primitiva P de una funcidn 
continua /. Integrands / desde un pun to fijjo c a un pun to arbitrario x y sumando 
la constants P(c) obtenemos. P(a:). Pero la importancia real del teorema rad tea 
en que poniendo la ecuacidn (5,7) en la forma 

(5.8) (’fit) dt = P(ij - F(c) . 

se ve que podemos cakul&r e! valor de una integral mediante una simple substtae- 
cion si conocemos una primitiva P. El problems de ealeular una integral se ha 
transformado en otro problema, el de haliar la primitiva P de /. En la practice 
el segundo problems es mas faeil de flbordar que el prime ro. Cada formula de 
derivacidn proporeiona de manera inmediata un ejemplo de una primitiva de una 
cierta funcidn / P de donde results una formula de integracion para dicha funcidn. 

De las formulas de derivation antes estudiadas, y coma conseeuencia del se- 
gundo teorema fundamental, se pueden deducir las siguitntes formulas de inte- 
gration 
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ejf.MPLO 1. /n/ejnitiijn de potencias rationales. La formula de integration 


(5.9) 



id 181 - fl^ 1 
n 4* 1 


(n - 0, 1,2,. . -) 


$e demostrd directamente en la Seccidn 1.23 a partir de k definkidn de integral 
Aplicando el segundo teoreroii fundamental, puede hallarse de nuevo este resul- 
tado y ademis genera I izarto para expcnentes rationales. En primer Jtigar se ob- 
serve que la funcidn F definida por 


„ji + 1 

<5M) F(t) = 

n + 3 

iiene como derivada F^x) = x n para cad a n entero no negative. De esta igualdad 
valida para todo ndmero real x, aplicando (5,&) se dene 



Pib) - Pia) - 


b — - a** 1 

n + I 


para coaiquier interval [a.i]. Este fdtmula, demostrada para todo entero w ^ 0 
conserve so validez para todo entero negative excepro tt = — 1, que se excluye 
puesto que en el denotnitiader aparece n + 1. Para demostrar (5.9) para n nega- 
tive), basta probar que (5.10) implies P f tx) = *" euandu n es negative y ^ — t, 
lo cual es facil de verifies r derivando F eomo funcidn rational Hay que tenet' en 
cue n is que si n es negative, ni P{x) ni F{x) estan delinidas para x — 0, y al apli- 
car (5.9) para n negative se deben excluir aquellos intervales [ a f b ] que contienen 
r d punto x = 0. 

El resultado del ejernplo 3 de La Seccidn 4.3, permits extender (5.9) a lodes 
los exponentes r&cionates (excepts — 1) sierra pre que el integrands estl definido 
en todos los puntos del intervals [a, hj en consideracidn. Por ejernplo, si 0 <a<b 
y n = — ! se dene: 

C !t f f* v 1 2 * 

— *<»' = * '’'-‘I* = — -2[ v / E - vfl) . 

J,T \ X J ■[ ^ 

En el capftulo siguientc se ddsnira una. funcidn potential general / tal que 
fix) — jt c para cada exponente real c. Se vera que esta funcidn tiene por derivada 
/V) — exf^ 1 y por primitive F(Jt) = i' 1 T /{c + 1) si c / 1, lo que permit Ira 
extender la (5.9) a todo exponente real excepts — 1. 

Observese que F'(a) = 1 fx no puede ubtenerse por derivation de ninguna 
funcidn de la forma F(.v| = Ns obstante, exists una funcidn P cuya deri- 



Propiedudes de una funcion dedueidas de propiedades de &u derivada 25> 

v»da es Fix) = \/x. Una ral funcion es evidentemenie una integral indefinida de 
h tnisma;; pgr ejemplo: 


jp(<3 = f - d: si x > 0 ■ 

J] t 

Esta integral raiste, puesto que tl integrando es mondtono. La funcion asf definida 
se Hama logaritmo (mas concrete me me, logaritmo natural). Sus propiedades se 
desarroUar£n de forma sistematica cn cl capilulo 6. 


eiemplo 2. Integration de seno y coseno. Puerto que la derivada del seno 
es el coseno y la del coseno me nos el sens, el segundo teorema fundamental da 
las formulas siguientes: 



— sen b — sen a , 



— cos b . 


Estas formulas sc congtfan ya, pues » demostraron en d capitulo 2 a parti r de 
la de lini don de integral. 

Se obEienen otras fdrmulas de intcgracidn a pariir de los ejemplos 1 v 2 
tomando sumas finitas de terminos de la forma Ax", Q sen x , C cos x, donde 
A, B, C sqo const antes. 


5.4 Fropiedades de una funcion deducidas de propiedades de su derivada 

Si una funcidn / iiene derivada continua f en un intervalo abierto I f cl se- 
gundo teorema fundamental alirma que 

(5.11 ) fix) = /Cl) + ) 

cualesquiera que scan x y c en /. Esta formula, que express / en funcion de su 
derivada f, nos permite deducir propiedades de una funcidn a partir de prop Seda- 
des de $u derivada. Aunque las propiedadrs siguientes fueron ya discutidas en cl 
capitulo 4, puede set de intends vcr que pueden deducirsr como sene i Has conse- 
cuencias de la igualdad (5.11). 

Supongamos que f es continua y no negativa en /. Si x > c, entotices 
.If fV) dt > 0, y por tan to fix) ^ /(c). Es dedr. si la derivada es continua y no 
pegativa en /, la funcion es credente en /. 
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En el seorema 2,9 se demostro que k integral indefinida de una funcidn 
urecieme es convex. For eonsjguiente, si f es continue y e federate era I f la igual- 
dad (5.1 1) demuestrfl que / es- convexa en /. Analogamente, / es edncava en los 
intervales en los que f es continua y decree ten ie, 

5*5 Ejerctcios 

Ert cad a imp dc los £. jereic i o i dt I 1 al 10. eneomrar una primitiva de f\ « deeir, encon- 
trar yna fundon f* sal que F'tJfl- Hx) y aplic&r el segwndo teorema fundamental para wicu- 
lur t, 1 ; fix) tix, 


i - / 1 x ;i 

= 5jt ? 

6. fix) - \ 2x + \ iv b 

X > 

0, 

2. /f*J 

™ 4jt j - I2.i- . 

2 f- - fa + 7 

7. /(v, = , v - , 

X 

V 

■p 

3. fix) 

- I.t +1 Ha' 1 - 2). 

8. fix) = 2 v‘ 3 - A 

X > 

0. 

4, /( !■) 

x* + x - 3 

- , X vS 0. 

_T 

9 fix) = 3wn v + 2xK 



5. /(.v) 

« (1 1 \ .V ) 2 , A > 0, 

10. fit) — A 11 — 5 COS X, 




11. Demos Ira? que r»u exists n ingun pulinomio / cuyi derivadu liKte dads por la formula 
fix) - I. x. 

12. Dcmoslrar t|Ue \i, \f\ rlt = Lvl.r para soda nflmero real x, 

IS, Oemostrtr que 



+ \r\fdt - 


lx 1 

— U + \X\) 


para lodo x real. 


14. Una fundon / vs contfnua para vualquter jc y saiisfitL-e la eeuaddn 

i ( fit) ds *>■ ~4 + a 2 + Jt5cn 2x + \ cm 2x 
para tudo x, Culcular /(}«) v 


(5, Encomia? una I unci on / y un valor de la constants c. tal que; 

| fit) dl = eos x — £ para tpdo x real. 

16, ErtfOnlrar una funcion f y un valor de la constamc C, tal que: 



if (/) dt =5erur 


jt cos x — I*' 1 todo x real, 
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17. Hxistc una June ion / de-fin id a y cent inn a para twto numero real x que -saiisFact una 
ecuacitin de la forma: 






+ e, 


donde c es una cons tanle, Encontrar una formula explieiia para f[x) y hall at el valor 
de la cons tame c. 

IS. Una funtidit / esli defirtida para tudb real x pOr in formula 


/(-V) = 3 + 


f* 1 + sen / 
h 2 4 


dt , 


Sin In tent a r el calculo de esta Integral, hallar un polinomio quadratics p(x| -sb a + 6 * + cat 5 
Cal que pt0)-/(01. p'(0)-/'f0). y p"l0) = n0)- 

19. Dada una futtcidn g t continue para todo jt. tel que g(l> = 5 c )p g(f) dt ~ 2. P6ngasc 
= i jp ( J — f I — (ft dt, dqmostrar que 


-\' W UUh, 


y ealcular /"(ll y /"'(I I, 

20. Sin calculur las siguier tes integral cs. indefi mdes, hallar la derivada fix) eti cada ca&o si 
/(-*■) cs igual a 


(a) (l + r) *dt , 

J 


lb) {| (1 +r*r 9 di i 


(c) s (I + rj A dr 


21. Sin catcular la integral, calculat f{x) $i / e&ti deimida por ta formula 



t* 

F77i 


dt , 


22. En cada caw, calcular /(J) si / cs conlimia y taliiface la formula dad* para todo * s. 0. 

ta) 1^/0) dt = **0 + x) . (Q t 2 dt — x\\ + x). 

(b) ([find! = xH\ + x} . (d) f** fM T '/(t) dt = x, 

25- I -a bese de wn sdlido C5 el con Junto de qrdenadas de una funcion no negaliva / en el 
intcrvalo [0. a]. Todas las scctloncs perpendtcularcs a cw intervale son. ewadrados. El 
voiumen del adlsdni cs 

— 2*t cos a + (2 — tr’f sen a 

para todo a i 0, Suponicndo que / cs continue m [c, a], calendar f{e). 


ov 
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2*. L’n mecsnismo impulsa urn a parlicub a ]o largo de on a recta. Esla concebido d* manera 
qua La posieidn de la particiila en cl iris [ante i a partir del pci hid tnicial 0 en La ret*! a 
esla dado pyr la Formula fit) = \ j 1 * + 2l sen i,. El mecam smO Irabuja perfect amen te hast a 
et imtante f ■ sen surge una aven'a inespcrada. A patiir tie ese momenta la pariio> 
la se mueve cop ve loci dad cons tan re (la veioctdad adqurridu en cl instance t ■ r), Cab 
cellar : a) su velocidad cn el lnslan.lt / m tt\ h) sj acelerucidfl en el in startle t — A it; 
c) su aceleracidn en el ins tame t = |ir; d) su po&ieiun a pariir de 0 en el in&tante 
i = | w. e | Hallar d intiame / > •» en el que la particuLa vuelve al punto initial 0, 
0 Men demos! rar quc nunca regncift a 0, 


25. Una partied a se tictplaza a lo Largo dc una recta = Su post don er» d insianic I cs fit), 
Cuandt) DSr< I. la position vicnc dad a por la integral 


ft 


fm = 


] + 2 sen S.¥ cos »x 


tix i, 


(No intentar cl cbIluLu de est» integrald Para t > I, U particula SC mueve cun acelem- 
cipn const Bn le (Lei acdcraciun adquirltla en el i-nsianm t — 1l Ctlcul^n Bl su la'lcni' 
cion en el ins! an sc r —2; b) su veloddftd cuando f = 1; l) su vcluddad cuatido t > 1; 
d) la ■ttifqrencia /(f'l — /(I) cuandt) t > I . 


26. F.n cads uno dc lo$ ca50s slguicntes c neons rar nna fun cion f (con segunda dcrivada 
continue) que satis fagu a todas las condi donets indicadat, o bien explicit r por que no cs 
posible encontrar una tal funcion. 

(a) y ‘ H > 0 para cad a x, f(0) — 1. 'Ll) — 0. 

(bJ fix) > 0 para cad a jc, / r (0> - I „ f'{\\ = 1. 

(c) /"(a 1 ) > 0 para cad a x. jf'tU) zz 1, /( a! < 800 para cada positive ,c. 

id) > 0 para cad a *, fl«)= t, /( v I < J00 para cEid* negain-o x. 


?7 ^Yla parjicula SC niu eve a lo Largo de uma red a. siendo su position en el ins tan tc t, fu). 
Parte con una velocidad inicial / f 01 = 0v ilenc una acclcracidn com lima fit) > 6 para 
todo t en cl interval u 0 < l < 1. Demostrar qye la velocidad cs fit) > 3 para tedo f cn 
un cieri o intervalo [a. bj, donde 0 £ a < b | T sicnclo b - a ^JL 


2fi. Dad a una FuOcidn / tal quc Itl integral A(c) = | J f{i) Jt cxista para i:ada jc en un inlifr- 
valo [tJ. b]. Sea l un pun to del intervalo ahLcrso (u, ft). Considcrar las. siguicntcs afinna- 
ciones rclftllvas a / v A; 


a) f cs continue cn c. 
b> / cs discoTUinuD cn c, 

c) } es crCcienii cfl (ti, ft), 

d) f{C) enisle, 

ej /' cs cttnimua cn c. 


rj| A es cuntinuu en c* 
fit A cs diseomimiB cn r. 
>) A « eO fi v c x,a tn (tf ( |r) . 
4) 'Vic | enisle. 
r ) A ' et eon t i nm a en £■. 
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En una tahla coma la dihujada aqui, parnrr 
una 7 cn d cuadrado correspond tuile si la 
atirmadon ^ciialada con lelra laiina im^Escsi 
sicmprc tn serial ails con Jetra giiega, Dcjar lo* 
deimH cuadrBdos en bianco. Por cjemplo. >i u' 
mi plica j 1, niiircarcnios con unu T d CUiid rado 
tit* la esquiua superior izquLertia, iri:. . . . 



5,© Lb noiacion de Leibniz, para las primitjvas 

Volvamos ah ora a e&tudiar ia re l ad on enlrc integration v derivation. Primero 
uomcniemos un poco la ngtaddn inlroducidy por Leifcmiz- 

Heraos ddiriido una primi liva P tie una 1‘une ion / como cualquier funeiun 
pdra la quo P'{x) = fix). Si / tis continua cn un inlCrvalu, una prim ill vB vie tie 
dada por una formula dti la forma 

n.v)= I 'fin'll. 

■ £ 


y tod as las demas primitivas puedcn diferir de esa tan s6\v en un cons i ante. 
Leibniz uso el simbolo | / 1 . r > c /. r para design ar una primitiva general de /. Con 
esiiS nutaridn, una pgualdad tomu 

c5[2 * J /(-<) iix = P( x) + C 


se considers como otra forma de escribir P*(x) = fix). Por ejemplo, ya quo la 
derivada do! seno es et cose no, podemos escribir 

^13) J uos v tlx = ecu a + C , 


Analogamenie, ya que 
( 5 . 14 ) 


la derivada de -v"‘“ L /(yr + I) es a n 

.n + 1 


r 

a’J.t = — 

J n + 1 


- + C , 


podemos escribir 


>py right 
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para eualquier potencia racional con tal que n # — 1. El simbolo C represents 
una constant? a rb it ran a de modo que eada una de las igualdades (5.15) y (5,14) 
es en realidad una afiranadon en torno a un con junto complete de funciones, 

A pesar de 5a semejania aparente, el simbolo jf(x)dx es eonceptualmente 
distinto del simbolo de Integra? ton J* /U) d*. Los dos han sido origin ados por 
procesos complciamente distintoi; la diferenciadon y la integraddn. Sin em- 
bargo, como estos procesos estdn relacionados por los teoremas fundamentales 
del Calculi), hay relaciones entre ambo$ sim bolus, 

El primer teorema fundamental indiea que cada integral indefmida de / 
es iambidn uns primitiva de jb Por lo cual, en (5,12) sc puede sustituir P{x) por 
J *f{t)dt donde c e$ un cierto limile inferior y results: 

< 5|5 > /<-v) ,ix - r jioji + c. 

W w 


Esto indiea que se puede considers el simbolo §f(x)dx como represen (ante 
de una integral inddintdu de /, mas una const ante, 

El segundu teorema fundamental, express que para eada primitiva P de / 
y cada constant? C, se Eiene: 


= [P(x)+ Cl* 

» gl; «l " 

S 3 se sustituye F(,t) + C por esta formula se puede escrihir en la forma: 

( 5 , 16 ) | f{x) tlx |/(.\)rfjr|V 

rJ ^ *rt 


Las do* formulas (5.15) y (5.16) puede n consider arse como una expresidn 
simMlica dc los ieoremas primero y segundo fundament ales del Cilcub, 

Debido a una larga tradition, muchos tratados de Calculo consideran el 
simbolo (/t .vjf/r come rcprescniatilc de una “integral indefimdati y no de una 
fun dun primitiva o amideriv&da, Esto esti jusLificado, en parte, por la ecus* 
cidn (5.15) que dice que el simbolo j/(.v) iix es, ademis de una cons Ian te adi- 
itva C, una integral indefinida de jb Por la misma razdn, muchos formularies de 
Mate mil tea contienen extensas lislas de formulas llamadas « tablas de integrals 
indelinidas» siendo en realidad tablas de funriones primitivas. Para disiinguir el 
simbolo | f{x\ dx de J,'; fix) dx el ultimo se denomina integral definida. Puesto 
que el segundo teorema fundamental reduce el problem® de la integration a I 
dc bus-car primitivas, la expresidn *tecnica de iniegracion* se rtiiere al estudio de 
un tniiodo sistematico para hallar primitivas. Esta terminologfa se encuentra 
muchtsimo en la literaiura matetnaliea y se adopt ari lambiin en este libro. Asi. 
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por ejemplo, cuando se pide la « integral* ) /(v ) dx se ha de engender que lo que 
se desea es la primitive mas general de jh 

Print ipalmente se siguen Ires teenicas en la construction de tablas de inte- 
grates indefinidas, que ha de conocer todo cl que desee manejar agi linen le el 
insirumento del Calculo. Son 3) integracidn por sustilucicn (que se expondra en 
el apartado que gigue), metodu basado en la regia de la eadena^ 2) integration 
por partes, metodo basado en la formula de diferenciacidn de un product# (que 
se expondra en el apariado 5.9); y 3) integration por descomposicion en free- 
ciones simples, que eg una tecnica algebra Lea que se discutira at final del capi- 
ta lo §, Estas tunicas no solo explican como se han construido las lablas de 
integrates indefimdas, si no que tambien ensenan a transformar ciertas integrates, 
redutiindolas a utras bisicas que se encueutran en las tablas. 


5.7 Integration por susfitucion 

Sea Q la composition de dos funeiones P y g r es detir O(Jt) = P[g(x)] 
para todo x en un cicrio intervale I. Si conocemos la derivada de P, sea 
P f (x) = /UK la regia de Ja cadena nos dice que la derivada de Q v:iene dad a por 
la formula G'fJt) = P r [g{x) JgVL Puesto que P f = f, esto nos asegura que 
O'ti) - f[g{x))gXx) r Hn otras palabras 

(5. 1 7} P'(x) = fix) I m plica Q’(x) ■=/[£<-* Jfe'U) . 

Con la notation de Leibniz, esta afimiaticn puede esertbirse del niodo si entente: 
Si lertemos la formula de integration 

(5.18) J/(s) dx = fix) + C , 
tenemos tambien la formula mis general 

(5.19) J f[g(x)]g (.x) dx = p[g(x)] + C . 

Por ejemplo, m fix) = cos *, en ]a (1.18) debera ponerse P(x) = sen x, de 
modo que (5.19) se oonvjerte en 

(5.20) J cos g(x) - g(x) dx = sen g(x) + C . 

En particular, si g(x) = x‘ , se obtiene 

| cos v a - 3*® dx = sen x 3 -f- C , 


ay norite 


-rial 
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result ado que » comprueha di recta monte y con fad li dad puesto que La derived a 
tie sen x :i es 3 a" cos x\, 

Observemos ahora qye la formula .general (5,19) esti. rclaeionada a la (5. IS) 
por ura send I to protest) mecanico, Supongamos que en (5,19) sustituhnos gix) por 
un nuevo simbolo u y reemplacemos g'(*) por du/dx, segun (a noiacidn de Leibniz 
para las derivadas, Entonces la (3,19) se iransforma cij 

f/lu) — dx = P{u) + C . 

J dx 


Al Ilcgar aqui uno esti fuertemetue tetiiado dc recmplazar la combination — 

dx 


por tin. Si lo bacemos. Ip ultima formula !oma el aspecto 


(5-21) 


f/(«)dil = P(H)+C. 


Observese que esta formula tiene exact amente la misma forma que (5.18). salvo 
que en todas panes en vez del simbolo x aparece el simbolo u. Es dedr, eada 
formula de integration tal eortio (5,18) puede dar lugar a otra mas general sin 
mis quo hacer ura simple sustinicidn de sf in boles Se sustituye x en (5.18) por 
un nuevo simbolo u para obtener (5.21), y despues se considera que u represents 
una tiueva funcidn de x, tal como u = g(je), Reemplazamos entonces el simbolo 
du por la combination g'(*) dx, y la igu aided (5,21) se reduce a la formula gene- 
ral (5,19). 

Por ejemplo, si sustituimos x por u en la formula / cos x dx = sen x + C, 
obtc nemos 


| cos m du — sen u + C , 

Eu esta ultima formula, u se puede rqemplazar por g(z) y du por g'(jr) dx f y re- 
suita una formula corrects de integration (5.20). 

Cuando este proceso mecanico se usa a la in versa , conduce al llamado metodo 
de iniegracidn por su&iituci&n. El objeto de este nsetodo cs transformer una in- 
tegral con un integrando complkado, tal como /3jc* cos x * cfjc. en una integral 
mis scncilla, como la j cos u du, El metodo es aplscable slemprc que La integral 
original puede escribitse en la forma 

jfi&xyig'wdx, 

ya que la sustitucidn 


avriQhl 


Oi 


ari 


u - g(x) t du = g'(x) dx , 



Iniegracitin per su&titutidn 


261 


la transforms en ff[u)du. Si se sabe efectuar esfa integration,. obtenemos una 
primitive Hamtinosla P(u) f y la integral original se obtlene sustituyendo u por 
g{x) en la formula de Pin). 

El lector puede comprobar que no hemos stribuido significado alguno a Jos 
tim boles dx y du como tales. Se utilizan coma instrumentos puramente for- 
males que nos ayudan a tratar las operations matematicas en forma mecaniea. 
Cada vcz que utMizamos el mtiodu, estatnos en realidad aplicando la afirma- 
eidn 15.17). 

El exito de cste metodo depende de la habilidad en determiner la parte de 
integrand o que se ha de subslituir por el simbolo u, y esla habilidad se adquiere 
con la experience que se logra resol vietido casos part ieul arcs. Los ejemplos 
espetialmente seleccionados que se dan a continuation ensefian la man-era de 
apliear este metodo en la prlictica. 

EfEMPLO 1. Lnlegrar fx A cm x* dx. 

Solution. Se trata de encontrar f y g adecuadamente para poder esertbir 
x* cos ** en la forma ilg(x)]g{x). Pueslo que cos x* es una funcidn eompuesta. 
se puede tomar fix) = cos x y gU) = ■**. y de esta manera cos x 4 se express 
en la forma /[#*)]. Con esta election de g es g'(jf) = 4* 1 y por tan to 
/[gUUg'U) = (cos x'K4jr P L El factor 4 que apurece de mas, sc puede introducir 
faqilmente multiplicando y dividiendo el integrando por 4. Asi se tiene. 

-f a e^.d -= l(cns = i/[g(v>)g'(x) , 

Haciendo ahora la substitution u — g(x) = x 4 , du = g'(x}dx — 4x* dx, se tieac 
) x 3 cos dx — | I /(u) du — I | cos u du = Jscn u + C , 

Sustituyendo w por x* en el result ado final, se obtiette la formula: 

I -ti cos ti dx = \ sen * 4 + C , 


que se puede comprobar dircrclamenle por derivatidn. 

Cuando se tiene un poco de pried ea algunos de los pesos se efectuan men- 
talmcnte, y et cilculo se rcaliza de manera breve comO tigue: 

Sea u = x* t cntonces, du = 4x' ! dx, y se obtaene; 

f «■" 

I \ A cos x* dx — t i (cos .\*k4.k 4 dx) — -f i cos a du = f-sen e< + C = +sen v 1 4 < 
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Obseryese que d m&odo se puede apliear em este ejemplo, porque el exponents 
del factor x * es el de x en cos x 1 disminuido en una tinidad. 


E | £ M FLO 2, In tegral / cos* x sen x dx. 

Solution. Sea u - cos x, entonces du = —sen* dx, y se tknt 


| cos 3 x sen x dx = — | (cos v) 2 [— sen x dx) 


[it u 3 cos 3 

= “ u du = — — + C =* — 

J J 3 


+ C- 


Tambidn aqui se comprueba facilmente d rcsultado final por derivaddru 

r 


EIEmplo 3. Integrar 


fsen V a 

I dx . 

-■ V A” 


Sohitidn* Sea u=\ x = r v I;i . enwncej du = J.*-' a dx o sea dx/\ v - 2 du, 
Por unto, 

I sen\_x ^ _ 2 f n h ^ = _2 cos u + C = — 2 cos v j + C , 

3 V ,x J 


eiemplo 4. Iniegrar 


j* -v d.v 

J V L +T 1 


So/uctfn* Sea u m 1 + #*, entonees d« 2* dr, e$ decir .vfk = J du, ¥ 
se obtiene: 


[-XM, - I f A = 1 IV ' 

J \ | + X- 2ivVi 2 J 


- = U i:a + C= V i + x* + c 


El metodo de suslitudon es igualmente aplicabk a las integral.es definidas. 
Por ejempto, para tabular b integral definida cos a x sen x dx se detertmna 
primero la integral inddintda, como se hizo en el cjemplo 2 t y luego hacienda 
uso del segundo teorema fundamental se puede escribir: 

- COs'ol = 

2 / J 

Algunas veces interesa aplicar d segundo teorema fundamental fi la integral 
expresada en funeidn de u\ sin embargo, en este caso se ban de inttoducir pre- 


1 j .•* 


cos' ,vsen * dx — — 


i cos 1 x 
3 


*.i 


■-K 
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tisamente unos nuevos (unites de integTacitin. En printer lugar ss presentara 
un ejjemplo en el que se ponga de maniliesio el metodo que se sigue, y despuls 
se fuslificari d proeeso coo un teorema general. 


eiemflo 5 . 


Cakular 


r u + 

J= Vr 1 + 


11 dx 




Solucidn, Sea u = x 2 + 2x + 3. Entonees <fu = (2x + 2) ffo y por tan to, 

(x 4- 1) dx ] du 
V'7+ 2x + 3 2 x'u 

Para obtener Jos. nuevos llmites de integration se dene en cuenta que u = 11 si 
x = 2 y que u = IS si x = 3, y en consecuencia es: 


P (x+l)dx 

Ja 2 x + 3 


1 

2 



du = \ m 


I L H 

= V JS - Vll . 

i i 


A1 mkmo resoltado se llega euando se express iodo en funcidn de x. 


f ■ (x + I ) dx 
t \-V + 2x + 3 


= V x* + 2x + 3 


= V|g - V n . 


Demostrannos ahora un teorema general que justifica el proceso seguido en 
el ejemplo 3, 

TEOREMA 5 , 4 , TEOREMA PE SUSTITUCldN PARA INTEGRA LES. SupOftgam&S 
que g tiene una derivada continua gj* en un itttervalo abierto l. Sea / el conjunto 
de valorem que tome g en l y supongamos que f es continua en f. Entonces pars 
cade x y cade e en 1, tenemos 

( 5 . 22 ) f'/WrtUW d> - P ‘ lu - 

- c * wifi 

Demostracidn. Sea a — g(e) y defi names dm nuevas fundones P y Q del 
siguiente inudo: 

P(x) = | du si ,v c J, £?(*) “ /Vrs^llgtO^ si x€f. 

*a *■£ 
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Puesto quo P y Q son integrates indefinidas tie fund ones continues, tienen deri- 
vadas dadas per las formulas 

n. v) =/(*k &<x) =/[g(*mx ) . 

Lla memos ahora R a la futicitin compuesta, R{x) = JP[j(jr)]« Con la regia de 
la cadena, eneontramos 

R%x) = PW\g'(x) -f[g(x)]g'(x) - W- 

Aplicando dos veces el segundo teorema fundamental, obtenemos 

[*“/<■) du = r P'(a) du = P[*(.t)] - P[g(c)] = R(x) - R(c) , 

y 

I 7js<'>Js'« dt= \' Q’«) Jl = f’ Jt'(i) di = RM - R(c) . 

Esio derowstra que las dos integrales (5.22) son iguales. 

5J Fjereicios 

En ios tjertitioa del 1 al 20, aplicu cl rrnttodo de sustimeidn para calculw las integrales. 


1. 

| Vlx + 1 Jx> 

9. 

rwi* /- — 

| cos 2 a‘V 4 — sen 



10. 

f s«n x dx 

2 , 

\xYl + 3xdx. 


J (3 + cos *)* 


J 


f -sen x siv 

3, 

| Jih/x +■ I (tv. 

1 L 

J Vcos 1 x 

A 

j ’ 5 ' 3 xdx 

12.. 

f* sen V* + * 


J— 2/3 V ' 2 - Jjf 


J. Vi + T ■ 

c 

f ( x + 1) dx 

13. 

| jr™ - 1 sen jr™ dx. 


J + 2x + 2f r 

14. 

■rf 

r ** iit 

6. 

J'scn 3 1 4hr, 

Jvi 

7. 

fzU - l) 1 ' 8 dz. 

15. 

[/(I + 

8. 

fees x dx 



J sen 3 * ■ 

16. 

\iv* + ir sya ^ 
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17. | xHSx* + Hr 3 dx. 

19. 

f (sen X + COS x) dx 

Ig- J (sen* -cos*) 1 '*' 

20. 


x dx 


V ! + x* + VU + 

f (x* + 1 - 2*) l/B ^ 

I - x ' 


21. Deducir las formulas de less teoremas 1.t8 v 1.19 por medio del mttodo de sustituefon. 

22 , 


F(x, g) 



jP 

<? + rr.) J 


di. 


donde a > 0 y p y q son enteros positives. Dcmcstrar qvc Fix, a) =* p**" 1 ^Fixfa, I). 

23. Demostrar que 


r i dt n* dt 

, 1 +/*”^ i+f ! 


SI X > 0 . 


24. Demostrar que 




x\l - x) m dx . 


si. fpi y n son enter® positives 

25. Oewiystrar quo 


|J" cos™ xsen"' x dx - 2~“ cos™ x dx 


si m os un enter© positive, 


16. (a) Demosirar que 

I xf(scnx)(trX ** - J* /(sen x) dx , [indkacidn: u = n — x], 

<b) Aplicar {a} para deducir La formula: 

f r jfsen-r f 1 dx 

Jo 1 + cos* x ■ “ * J 9 TT^* 

27. Demostrar quo JJ(L — r*)* -1 '* dx ■ J' 1 COS trt vdu si n os un enter© positive. [Indica- 
cidn; x = sett u.J La integral del segundo miembro se puede cakular por el mtirodo de 
mtejracidn por partes que se exparidri on la Secddn tipuionie. 


py righted 
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Relation mire integracidn y derivation 


5.9 Integracicm por paries 

Se demos tfo en el capitulo 4 que la derivada de on products de dos fun- 
dunes f y g esta dada por la formula: 

h'(x) =Ax}g\jc} +f(x)g(x) t 

donde H(x} — j(x)~ g(x), Tradudendo esto a la noiaeido de Leibniz para pri- 
mitivas se tiene J f(x)$ (x) dx + | f{x)g{x) dx = f[x)g{x) + C, que se escribe 
usualmente en la forma 

(5.23) J/Mj'W dx = mm - J f\x)tfx) dx + C. 


Esia igualdad, conodda por formula de integracidn por paries, da lugar a una 
nueva tecnica de inregracidn, 

Para calcular una integral, por ejemplo JJfc(jc)d;c, aplicando (5.23), se han 
de eneontrar dos funciones / y g de manera que lc(jt) se pueda escribir en la 
forma f(x)g'(x), SI esto es posible, aplicando (5,23) se tendril 


J k M dx =/(-v)g(x) - f g(x)f(x) dx + C „ 


redudendose el cikulo de la integral dada al de la J gix)f(x) dx. Para que 
el metodo sea efkaz se han de elegir / y g adecuadamente, de manera que esta 
■ ultima integral pueda calculate con mas- facilidad que la original. ALgunas 
veces, reiterando la aplicacion de (5.23) &e llega a una integral de mis fact! 
calculo o que se encuentra en la tabla. Los ejemplos resueltos a ccntimiacldn 
pemen de manifiesto las vemajas de este metodo* En el casts de integrales defi- 
nidas, la formula (5,253 sc transforms en 

f7(*)s (*) dx - /(%fo) ~/fo)g(fl) - I V'(x)gvx) dx . 

•f a 

Poniendo u = fix) y v — g(x) se liene du — fix) dx. y dr » g'(*) dx y la 
formula de mtegradom por partes tom a una forma abreviada que parece mis 
fad! de recordar: 


(5 24) 
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e \ e m p lo ! , 1 niegrar / * cos x dx. 

Solution. Se elige f[x) = x y g'(jr) = cos.*:, de donde fix) = 1 y gf» = 

= scnjf y en virtod de £5,20) se dene: 

J m f 1 

x cos x dx = jt sen x — | sen x dx + C = xsen x + cos x + C , 

Obsdrvese que en este easo, la segunda integral ya es conocida. 

Para efectuar el mis mo catculo utilijando la noiacion ahreviada do (5-24) se 
escribe: 

ir = x, dv = cos v dx „ 
du = dx. v ss | cos x dx = sen ,v , 

| v du — x sen jt — \ sen x dx 4- C — jcsen x + cos x + C . 

Si se bubiera elegido u = cos x y dv “ x dx, de donde du = — sen x dx 
y o = | X 2 , y (5.24), result aria: 

I xcosx dx =>fx* cos x — | I x*{«-senx) dx + C — jx* cos.x + | | x a senx dx+ € - 

i 

Como la ultima integral que aparete no ha sido todavta calculada. esta eleccitin 

de u, v no es util para el ealculo de la integral dada. Observes?, sin embargo, 

que esta ultima ecuacidrt podria resolverse respecto a jTx^senxdx y aplicar 
(5, 25) con lo cual se obtendria: 

x 2 sen x dx = 2x sen x + 2 cot x — x f cos % 4- c . 

EJEMPLO 2. Integra r fx s cos x dx. 

Solution, Sea u - x~ y dr = cos x dx f entonces du = 2xdx y v — 

/ cosxdx = sen x, con lo cual se tiene: 

(5.26) | x 2 cos x dx — ) u dv — m — \ v du + C = jrsen x — 2 I x sen x dx + C - 
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Relation entre iniegratidn y derivation 


Esia ultima integral se puede calcular aplicando de nucvo el metodo de integra- 
cion par partes. Puedo que es andogo al ejemplo I, se puede escrtbir di recta- 
mente el res u l tad o 


I x sen x dx = —x eos x + sen x 4- C , 


Sustituyendo en (5.26) y agrupando las dos eonstantes arbilrartas en una, se 
tiene: 


I 


x 2 cos x dx 


x" sen x -f- 2 a cos a — 1 sen x + C . 


EIEMrlo 3. Algunas veees el metodo falls porque conduce de nuevo a la 
integral original For ejemplo, al intentar calcular por partes la integral 
fx 1 dx. Si se hace u = x y de — x~ 2 dx, enionces jx~' dx = Jy du. Con esta 

dec cion de u y v se liene da = dx y v = — x 1 de rmanera que (5,24) da; 

(5.27) | a" 1 dx — | dv =t u c — | v du + C — — 1 + j x r dx -f C T 

y se vuelve al punto de part ids, Pot otra parte, la situacidn no mejora si se in* 

tenta u = x* y dv = x h '' dx. 

Este ejemplo se usa con frecuenda para evidential la iimportanda de no 
olvidar la constante arbitraria C. Si en la fdmtula (5.27) no se hubiera eserito 
la C. se hubicra llegado a la ecuacidn / a ' 5 dx = — 1 + /x“ l d'x que se utiliia 
algunas veces para dar una a pa rente demostraddn de que 0 = — 1 . 

Como aplieacidn del metodo de Integraddm por partes, se obtiene otra ver- 
sion del teorema del valor medio ponderado para integrates (teorema 3.16). 

TEORF.MA 5 5- SEOUNDO TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA JNTECRALEE, 
S upottgamos que g es continua en [a, 6], y que f dene derivada confimta y que 
nunca cambia de tig no en [a, 6], Enionces, para tin cierto e de (<*>6], tenemos 

(5.28) f /(*)£<* ) dx = /(a) j * g(x) dx + /(b) I g(x) dx . 

T J ■ Q ^ t 

Demotimtidn, Sea G(Jt) = g(i) dt. Como que g es continua, tenemos 
G'(a) = g(x). Par consiguiente, la mtegracidn por partes nos da 

(5.29) f* fixHrtx) dx = |"*/(*)C'(jc) dx = /(fc)C(t-) - f /’(. v)CU) dx , 
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puesto que t/(a) = Q r Segun el teorema del valor medio ponderado, se liene 

[' f{x)C(x)dx = C(c) = G(<.-)[/W -m) 

■'4 Ir Q 

para tin cierto c en [a, fr]. Por consiguSente (5,29), se convierte eu 
(* /<*)*W dx = /<«<><*) - C(c)[/(t) - /(a)] = /(«)£(<•) + /(f>)[C(6) - G(r)] . 

* dl 

Eslo demuestra {§,28) ya que G{c) - J* g(x)dx y G(b ) - G(c) — J* g{x) dx. 


5, | Mil X CO S A' dx. 

6, I 3c Sen x COS JC tlx. 


5.10 EJerddGS 

Cot el mdodo dc integracidn par par Lei c&tcular las msegifsles de loi Efercieios 1 il b- 

l r j if sen x dx. 4, Jj^sen x dx. 

2. | r 2 sen x dx. 

3, cos x dx. 

7, Con la integracidn por partes deducir la f6rmuite 

| sen 8 X dx =>■ “-sen x cos x + | cos 2 x dx + 

En Is scgunda integral, parser cos 3 x = I ™.sen 3 x y as( dedudr la fdmds 

| sen 2 Jt dx = kx — ) sen 2x „ 

8, Irtiegrando por panes rtcdudr la furrmila 

|«n* X dx - -sen n_i x COS x + (jt - t) jwn 71-1 a cos 4 at dx . 

En la Msgunda integral, porter cos 2 *- * l — sen* x y cot cso dedudi h formula recurrente 


/■ 


sen 11 x dx = — 


sen rt 1 X COS Jt 


n 


4- 




sen**' 2 x dx . 


9= Con Los reaultadoa de los Ejercicios 7 >■ 8 demosirar que 


L 


t a 


(a) dx = — 

v 4 
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pt* 

3 

p/t 

W 

ier* i (Jjf 

* 4 , 

J sen* Jf cfo 


p/> 

5 

p/* 

(0 

J sen 4 Jf dx 


J sen*j;tfe 


3w 

Ti 

5w 

"32 


10, Con Jos resullados de lot Ejereicios 7 y S deducir las nfuirntes formulas. 

(a) jstn a Jr dx « - f cos jr + iV COS lx. 

(M |sen 4 x dx ® | x — | sen 2x + A *en4jr. 

r 

(e> | sea 1 x dx = -Jjr + & cos 3x - A cos 5x. 

11, Con la inlcfiacidn per partes y Jos resultados dc los Ejncicio* 7 y 10 deducir las ii 
guientes formulas, 

(*) f *sen* xdx =■= \ x % — \ jf sen 2 x - | cos 2 x. 

Cb) | * sen® xdx ■ j sen Jf - A sen 3jt - J jt cos t + x cos lx. 

(c> J J^ien 1 x dx ■ |jc® + (s — ia^sen 2x — Jx cos 2x, 


12. Imegrsndo pear parte* deducir Ja fdrfnula rccutrcnie 

cos" - 1 a sen a n - I 


S 


cos 4 * xdx ** 


rt 


=-LJc«- 


■ *x dx . 


15, Utilizer el resullado del Ejercicio 12 para oblener la formula siguienle. 

(a) J cos 1 x dx - §x + | ten 2*. 

(b) J co# x dx — | *eit jc + iV sen lor. 

(Cj j cos. 4 x dx ® f * 4- £ ten lx + sen Ax 

14. Integra ndo pOr parte* demoEtrar qoe 

J V I — x* dx - A\ l - x > +Jy ; f— 

Poncr x* = jf* — I + I on la segunda integral y deducir la formula 


jvl -x*dx m frVl -? + ^ 
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15. J) Usar fa imegracidri por partes para dedudr ta fdrmuk 

fa-*** - + irr, /<** + c. 

bj Utilizer Je pane a) para tabular Jfj (q* — **)»/! dx. 

16. {a) Si f,U) — /j f'Xf 1 *f iyt dt f apFicar el m£todo de integrBcidn por panes para 
deniOslrar que 

- a*" Vx* + o* - (11 * I )oV n _ t (j) si rt £ 2 , 

(b) Aplicando (a} dcmoslrar que iM* + Jr 1 '** - iu/j - 40 v?/). 

:I7. Caicular la integral + r 3 p J/t Jjf p safciendo qua J?i(4 +^} x ^dt ** 3 1,35. De 

iar el remltido tn funcidn de \'T y V'3T.. 

It. Integrando per partes dedudr la forimilu 

f ren* 1 ^ 1 x ^ _ 1 Bn" * n fsei** 1 ’ 1 # 

J cos m+1 x " m cos"* jt w J cos 1 ”" 1 * ™ 1 

A pi tear la formula para inicgrir ,f la,ti a jf dfe j J (an* x dx. 


If. Integrando por panes dedudr la formula 


/ Cos.™"*" 1 
sen* 1 ^ 


dx 


1 cos™ jt m j* cm" -1 x 
rrsen^jf nj sen"- 1 x *** ‘ 


UiitlizBT la formula para Integrar j cot* x dx y jf cot 4 .r dx. 

30. al Hal Iar un entero n ral qua n xf(2x) dx m § * tf(t) dt, 

h) Calendar |» xf( 2x) dx, sabiendo q« e /i0> ^ 1, f{2) = y f 13) - ?, 


21, a) Si es continues y no nula en [a,!*].. y si exists una etmsieme w>0 tel que 
#'(0 ^ m pars todo t en [<r, 6], usar el tedrtttia 5 5 para demoslrar qua 


r 


sen mdi 


4 

£ - 
m 


[indima&tt: Mult ipl tear y dividlr el integrando por 

b) Si a >' 0, demos trar qm »n (i«) dt J ^ Zfa para todo jc > a. 
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Retadcw entre integration y derivation 


*5.11 Ejercickss dc repaso 

1. Sea f m polinnmSo tal qm /(0) - 1 y sea g(x) = xTf(xh Cakwlar «(0), g'(0), . . . , dlO), 

2. HalSar un polinomio P de grado < 5 tal qm pm = i F pm - 2 , rm = f"iq) = 
=* F(l) « PEI) - 0. 

3. Si f(x) — cm x y g(^> = sen x, demostrar -que 

/<">(*) »COS (x + y g im) (x) =■ ma(x + \n ir) r 

4. Si = jf(jr)ffU), demmtrar que 3a derivad® rc esima de h vicnc dada por la formula 

*■">(*) - ^jrw^W' 

en donde (*) represents el coefidcnte binomial- Esia et la. lamada formula de Leibniz, 

5. Dadss dess funeronej f y g cnyas derivadss f y g' satisfaeen las caiaciones 

<5 JO) fix) « fix) t fix) - -f { X ) , fm - 0 , ^0) = 1 , 

para todo jf en un cierto Intervalo ablerto / qu® contiene el 0. Por ej«nplo< esas eoia- 
clones se sstisf ocen euando /<jt> = sen x y x) — x. 

a) Demostrar que f%x) 4- gHx) ~ 1 para todo x de /- 

b) Sean F y G sWo par de fanciwKi que iitb{i{»q (5.30). Dempstrsr qw Fix) = fix) y 
G(x) — fli-tl. para todo x de /, 

[Indication: Considerar h(x) «= (F(jr) — f(x)f + [6\jf) — 
e) tQid mis $« puede decir aoerea de las funcionet / v g que aaii&facen (5,30)? 
b. Una funetdn f, delinida para todo niimero real poaitiws, salisfa.ee la ecuaeibn /(jr*) = js* 
para eada x > 0- Detfcnftinar jf'H)- 

7. Una lundbn g definlda para todo numcro real positives saiiificfi las das condition** si- 

goientes; g(I) ~ 1 y ;=; jt s para todo jc > 0. Cakulir g(4), 

8. Demasrrar que 
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9, Sean C fc y C ± dos curtaa que pa&an par el origen tal como se indtea en 3a figura 5,2, 
Una curva C se dice que "biseca en area* la regain enlre C, y C 3 , si para eada punto P 
de C las dos regiones A y B sombrcad&s cn la figure , lienen la Qismt Area. Determine! 
3a curve superior C fl ssbiendo que la curva bisectrix C tierw de ecuacidn y ~ x a y que 
la curva inferior C t tiene de ecuacidn y— §**,, 

30. Una luncidn / esta ctefimda para icdo x comd sijue; 

( jr 2 si x es rational, 

0 $a x « j macron a] , 


POngasc — f{h)}k%\h pi 0. a) Demostrar que Gift) 0 euando h — * 0. b) Dc- 
mostnr que } dene dcrjvada en 0, y calendar 

En las ejercicios II al 20, calcuLsr las integrates dadas. Intentar la simplification dc los 
cflteulos ulilizandn el mfitodo de susitiucidn o la tntegracidn por partes cuando sea posible. 


II. (2 4- 3*) sen 5a? dx. 


12. \xVl + x i dx. 

13. \[*i-** - rfdx. 


2x + 3 

14 ' J ff (6a- +7 f dx - 
IS, JV(1 + x>fdx 


16. | Vtl - xf*dx., 


1 


1 7. | x' a sen - dx, 
x 


■f 

IB. | sen v a- - 3 dx. 

1 9. |"jt sen ,t s CoS x f dx. 

■■ 

id. JvTTT COS 2 * sen 2x dx. 


21. Ddmostrar que el v&lpr de la Imegml j'| + I) * dx « 2 n para on derto en- 

ter* r: . 

22. Determinnr un par de n timer©? a v b para los cuales [7, {ax + 6H-* 2 + 3x + 2)“* dx *• 
= 3/2. 

25. Sea /„ = JJ(l — A*)" dx. Demostrar que (2*r 4- l)/* ■= In- 1> y utilizar esta relacidn 

h> h> It* y V 

24, Sea F(m, n) = f* r m (l + t^dt, m > 0, n >0, Demos trar que 


(m + l }f(m, n) +■ nF(m + I, a - 3) ** jr m+1 (l + x"f. 


Utilizar este re&ultado para oalcular F(I0, 2). 

25. Sea f(n) = 4 tan* at dx donde n > 3 , Demostrar que 


jvriohl 


naterial 


(a) f{n + 1) < fin). 



274 


Rehcidrs enire integracitfn y derivacidn 


26, 

27, 


una 

21, 

2 % 

3& 

3S, 

32 . 

33. 

34. 

35. 


<bj f(n) + fin - 2) - — ^—r si IS > 2, 

f} — ] 

(c) ~r < 2 /< n > < — r si n > 2 ' 

» 1 1 a ® i 


Calcul&r /(Ok sahiendo que fiw) ~ 2 y quc f|(/ 0 ) + /''<*)] sen x dx - 5 , 
Designar por 4 cl valor de Ip integral 


■i 

Jo 


r cos x 
(* + 2 )* 


dx. 


y calculi r It siguicrtc integral en fgnddn de .4; 

J * f ** ten x cos * 

. ~* r TT" ife ' 

Las formulas de Ion Ljcrdcios 21 al 31 apsrcccn cn fabltts de imegrplcs. Camprabar cadi 
de cIIhe por cualquitr titnj mdodo, 


fVa + bx . . , — { dx 

J____.fr , 2va +fa +fl + c. 


+ bdx - 


a<2rt 




x"<a* + aj 1 '* 


— robj* x" _1 V « + A d* j 


fljf + A d* ] + C(« -fL 


f dbr - - — + A* - mb f ifeA + C (m N - J). 

J VoTaS + W J VflTbx / 

f «** _ _ VaxTb _ ( 2n ~ 3 )* f 

J x™\fax + A (ft - Ufoc™ -1 t2fl - 2}ftJ 


J£"V«* + 

COS * X 


dx 


CO ** -1 X 


f: __ — . 

J Kn* x (m — fl) sen* 1 jf m 
fcos"* x t os 

“ ” (n - 


^ - 1 r 
m — n J 


cot" -1 X 
sen” x 


V«s + * 

tfx + C (to pf «). 


+ C in ■* 1 ), 


cos” +1 Jf 


l)sen 


iff - » + 2 co»" x 

1 TTf-^ + C (« 1>. 

ii — I Jseit® * x 


i) Encontrsr un polinofnto P{x} taL quo Fix) — 3 P(x) = 4 — 5 x + 3 x a . Demosfnir qua 
cxiste una sola soluddn. 

b) Si Q(x> « un polinomio dado, demo&irar que exists unu y idle un palinomio P{x) 
ial qoe F(x) - *P{x} = Q(xl 

Una poccsidn de polinomios (Llamados polinomioi de Bernoulli) st define per induccidn 

como siguc; 

P^x) * 1 ; y ^^.(x) dx - Q si 1 . 
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a) Determiner f 6 rmuE&s explicit as pum F^h , w 

b} Demotim, por tndurcrtn. que P a (x) «$ un jMljiiwip en * de irtdo n, siendo el t6r 

mino de mayor grad® jf“, 

c) Ptmotlrnr qw P„tOj = P„(l) it n fe 2. 

d) Demoatrer que FJx + 1) - F n ( x ) - nx* ~ l *1 n £ 1, 
e> Dafnoff6T»r que para n < 2 lencmos 



/».(*) dtr 


* w*> -jwo> 

n + 1 


f> Demoatrar que ^(1 - *) = ( - 1 f jP^jc) si n £ L. 

g) Pemostrar que P t „ + i< 0 ) - 0 y ^ 0 ilff ^ 1 . 

36, Suponiend® que \t"i.xY £ m para cida i fn cl intervale y que / tema m may ut 

valet' en un pLinco interior de esle intervale, dcmo&lrar que lf‘(D}j+ f'(a) < am. Fuede su- 
ponerse que /"bob oonttnua eo fO, a]. 
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funciOn logaritmo, 

funciGn exponencial y 

FUNCIONES TRIGONOMfiTRICAS INVERSAS 


6. 1 Introduce ion 

Quien fife su atenridn en relaciones cuantitativas, o estudia prepiedades 
de funciones conocidas, o trata dc descubrir propiedades de una funci6a dcs- 
cgnocida. El concepts tie fyncidn es tan extenso y tan general que no es sor 
prendente eneontrar una immen&a variedad de fundones que se presentan en la 
naturalera. Lo que si es sorprendente es que un corto numero de fundones espe> 
dales rijan una multitud de fenomenos natural^ totalmente direrentes, En este 
capiluto se estudia ran algunas de estas fnncion.es, en primer lugar la funcidn 
logaritmica y su inversa (la funcidn exponencial) y bego las fundones inverses 
de las fundones ttigonomitricas. Todo aque! que estodie Maternities, ya sea 
CO mo una disci plina abstracta, o cOiziO instrumenlo en otros dominion cienlificos, 
cneontrari indispensable uti conodmiento tedrico y practices de esias fundones 
y sus propiedades. 

Prohablemente el lector babra lenido oeasidn de trabajar con logaritmos 
de base: 10 en Algebra elemental o Trigonometria, La definiddn dada corrien- 
temente en Algebra elemental es la sigulente. Si x > 0, el logaritmo de x en 
base 10, indicado por logic* es on on numero real u tal que 10* = x. Si x — 10“ 
e y = I0 r , sc tiene: xy = 1Q* tr , igualdad que por medio de logaritmos se 
express de la forma sigulente: 

(6 J ) log,* {xy ) =* I og l(J x + log w v * 

Esta propiedad fundamental,, hace que Jos logaritmos sean parti cularmente aplica’- 
bles a los cfilculo$ que eontienen multi pi iesdones, Es praetlco usar el numero 10 
como base ya que los numeros reales se escribe n cdmodainente en el sistema de- 
cimal, y algunos numeros important tales como 0,01. 0,1 , 1, 10, 100, 1000, . . * 
lienen por logaritmos los enteros — 2, —1,0, 1,2,5, r .* ( respectivamente, 
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Sin embargo, no e§ precise tomar como base et numeto 10; cualqoier otro- 

enlwo y positive 6 ¥- 1 tambi^n puede tom arse como base; asi: 

2) u = tog* x signifies x ■= b“ t 

y la propiedad fundamental (6,1) se express aqul: 

(6.3) log* UyJ - log* x 4- Jo^ j' . 

Examinando la del minion (6,2) desde un pun to de vista eritico, se le en- 
cuentran algunos kilos logieos,. En primer lugar, para extender {b.2) es precise 
saber que signifies b M . Cuando « es tin entero o un ntimero rational (cociente 
de dos enter os) es firil de definir, pero no ocurre lo mis mo cuando u es irrational. 
Por ejemplo, icdmo $e deJiniri 10^ J ? Aunque se llegue a obtener una definition 
satisfactory para b", se present an otras da Ecu hades hasta podet llegar a con- 
siders r (6.2) como una buena dellniddn de logariimor se ha bra de demos trar 

que para c&da x > 0. exists tin u tal que x — b*i y adeinas que k ley de lots 

exponents b"b r = b u * r , se verifies para todos ios exponents reales u y v. 

Se pueden veneer tod as estas dificultades y llegar a una delinirido satis- 
factoria de logarilmo por este metodo pero el proceso es largo y pesado. Afor- 
tunadamente, el e studio de Ios logaritmos se puedc Ilevar a cabo por un ca- 
mino eompletamenie dbtinto que es mucho mis simple y nmestra el poder y 
k clcganck de Ios mitodos de cslculo: primerO se introduce el logaritmo, y 
Juego se us an Ids logaritmos para delink h“. 


62 Definition del Logaritmo natural como integral 

El logaritmo es un cjcmplo de un concepts matematico que puede ser deft- 
nido por muchos c aminos dsstintos, Cuando un matemitko in ten La formular 
una definition de un concepts, en general tiene en su pens a mien to una aerie 
de propiedades que el desea que tenga esfe concepts. Examinando esias pro- 
piedades es eonduetdo frecuentemente a una fdnnula o proceso simple que 
sifve como definicion y de la cual surge n esc as propiedades como deduced ones 
ldgicas. Se veri a cominuacidn edmo mediante este proceso se puede llegar a 
la dehnicidn de logaritmo, 

Unu de las, propiedades que se desea que tenga el logaritmo es quo el loga- 
ritmo de un products sea igual a la suma de los logaritmos de cada uno de 
Ios fac tores, Esta propiedad se considerara en si misma y se veri a tMnde se 
puede llegar a part it de elk. Si se supone el logaritmo como una I uno con | f 
sc desea que esia funcidn tenga la propiedad expresada por la f Simula 

{6 A) /(.tv) * fix) +/(y> 

dondc x, \\ xy perteneoen al dominio de la funcidn /. 
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Una ecuacidn tal como (6.4) que expresa una relation enire los valores de 
una funcidn en dos o mas punt os, sc dcnouiina una ecluicidn furtciottal. Muchos 
problems matemtilicos se reducem a resolver ana ecu ac ion fu rational en la que 
una solution es una funcidn que la satMaga, Qrdinariamente una ecu ac ion de 
esta elase tie me much as soluciones distintas y en general es may dificil encon- 
trades todas. Es mis fid I buscar solo aqudlas soluciones que tienen algttna otra 
proptedadj Lai como contimiidad o diferenciabilidad, y generalmente estas son 
las unions soluciones que intcresan. Estc griterio es el que se adloptari en la 
resolution de (6,4) buscandosc solamenie las soluciones dr fere notables, Sin em- 
bargo es interesante ver qu£ consecuencias se pueden dedutir de (6.4) sin im* 
poner a / ninguna otra resided on, 

Una solucidn de (6-4) es la funcidn que es cero en lodo el eje real; y ade- 
mas, es la unica solution de (6.4) que esta definida para todos los numews rea- 
les. En electa: sea / una funcidn. que salisfaga (6.4), si 0 pertenece al dominio 
de / se puede poner y — 0 en (6,4) obteniendose /(0) = f{x) + /(0) Jo que 
implica que /(*} — 0 para cada x en el dominio de /» Dicbo de otra forma, si 0 
pertenece al dominio de /, f ha de ser identicamente nula. For tanto, una solu- 
tion de (6,4) mo id^nticamentc nula no puede esiar definida en 0. 

Si / es una solution de (6.4) y cl dominio de / contjene el punto 1 r se puede 
poner x — y ~ 1 en (6,4) y se obticne f{\) = 2/(1), de donde 


/{!) = 0 . 


Si ambus 1 y — 1 pertetiecen a I dominio de / se puede tomar x = — 1 e >' = — 1 
de donde so deduce /( l ) — 2 /( — ! ) es deeir /( — 1 ) = 0. Si ahora, x, — x, 1 
y — 1 pertenecen al dominio de /, se puede poner y = — 1 en (6,4) obtenign- 
dose /(— x) -/(-!) + }{x), y puesto que /(- 1) = 0 se tiene 

ft- fix). 

es dedr, ioda solution de (6.4) es necesariamente una funcidn par, 

Supdngase ahora, que / tiene una derivada } f {x] en cada x ^ 0. Dejando 
y fijo en (6.4) y derivando respecto a x (aplicando en el primer miembro la regia 
de la cadena) se tiene: 


Si x = 1* de esta ecuacidn se deduce yfXy) = /'(l) y. por tanto, se tiene r 



y 


para cada y ^ 0 
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Era esia ecuacidn se ve que la derivada /' es imondtona y pot tanlo ime- 
grable en tad a inter valo terra do qua no con tonga el or [gen. Adcmas, f es con- 
timia an cada uno de estos intervales y se puede aplicar el segutido teorema 
fundamental del Calculo escribiendc 

m - /((> - 1 7'w dt - ad I ' - m . 

J c- J # t 

Si x > 0, esta ecuacidn es vilida para eada positive c > 0, y si es x < 0 es 
vilida para eada e negative. Puesio que j( 1 ) = 0, eligiendo c := I se tiene 

si *>o. 

1 t 

Si jc es negative, — x es positive y puesto que fix) = /{— r) se tiene: 

/(*)./'(!) ( *-dt si x<&. 

J i t 

Estas dos formulas para f{x) pueden reunirse en una que es valida lento si X 
es positive corno negativa, a saber: 

(6.5) /(x) =/(!)[- dr si **0, 

Jl t 

Em consecuencia. si existe una solution de (6.4) que tiene una derivada gn cada 
punto x ¥= 0 esta sohjeibn 'he de venir dada necesarlamente por la formula integral 
de (6.5). Si /"(l) = 0, ententes (6.5) implies que fix) = 0 para cada y 

esta selucMn coincide con la i d en tie amen ce nula. Por tanto, si f no es idSntica- 
memte nula ha de ser fil) =?* 0, en cuyo caso se pueden dividir arabos xniembros 
de (6,5) por fit) obteniendose 

p*l i 

(6.6) gU) - | j dt si x p* 0 , 

donde g(jf) — fix}/ fil). La funcidn g es tambien uma solucidn de (6.4), puesto 
que $i / es solution tambien lo es cf. Esto demuestra que si (6.4) tiene una 
soiucidn que no es la identic ante me nula, y si esta funcidn es derivable en tod® 

1 os punt®, excepto en el orsgen. entonces la funcidn g dada por (6.6) es una 
solucidn, y todas las soluciones pueden obtenerse de dsta multiplicando g por 
una constante convenience. 
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Se ha de observar que este razonamienlo no demue&tra todavfa que la funcidn 
g de (6.6) sea una solution, puesto que se ha deducido (6.6) en la hipote&is de 
que existia per lo menas una solution no identicamente nula, La formula (6,6) 
suglere un earn! no para ccnstruir una taf solutidn, que se obtiene operands en 
geotido confrario. Es decir, mediante (6,6) se define La funcidn g y luego se corn- 
prueba que esta funcion satisface (6.4). Este razonam lento induct ria a tomar como 
defimcidn de logaritmo, la funcion g dad a en (6,6), y entonces dos niimeros dis- 
tintos tendrfan un mismo logaritmo, puesto que la funcidn g tendrfa la propiedad; 
g(x) = g(— j). En atencion a con side raciones que posteriormente se haran,, es 
preferible defmir el logaritmo de manera que dos ndmeros distintos no tengan el 
mismo logaritmo, lo eual se logra definiendo el Logaritmo sdlo para los numeros 
positives. Por tanto, se lomara La siguiente definition. 


6.3 Definition de logaritmo. Propiedades fund amen tales 

dbfinici6n. Si x es wi ntimero real positive* defimmm el logaritmo natural 
de x M designado provi&ionalmente por L(x), como la integral 

(6.7) Uxt «J 1 

Cuando x > 1, I(x) puede interpret arse geometrieamente como el area de La re- 
gion sombreada de la figura 6.L 


teorema 6.1. La funcion logaritmo iiene las propiedades siguientes: 

a) L(1) = 0. 

b) L'{.y) — - para todo x > 0, 

C) L(ab) = L(a) +■ L{h) para todo a > 0, h > 0. 


DetnostraciSn* La parte a) se deduce inmediatamente de la definition. Para 
demosltar b) t observemos sitnplemente que L es una integral indefinida de una 
funcion contimia y apliquemos el primer teorema fundamental del Caletdo. La 
propiedad c) es consecuencia de la propiedad adittva de la integral, Escribamos 



Ha) + 


r*& 

jit 


dt. 

i ' 


Fn la ultima integral hemos hecho la sustitutidn u — t/a, du = dtfa. y uncon- 
iramos que ia integral se reduce a Lid), lo que demuestra c). 
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y 



Fusvra 6.1 Interpretation dti bgatitmo 
como utt Area. 


y 



Figura 6„2 Grdfim dti hgantmo nature!. 


6.4 GriCca del logadlnio natural 

La grifka de la fmnridn logaritmo liene el aspecto que se aprecia cn la figu- 
ra 6.2. Muchas propiedades de esta curva pueden obtenerse, sin efectuar ningun 
cticulo, simple me nte rdukndose a las propiedades del teorema 6,1. For ejertiplo, 
a parti r de b) vemos que L tiene dertvada posit iva siempre de modo que es 
estrfctamente creciente en todo intervalo. Puerto que 1(1) = 0, la grafica esta 
situada por encima del eje x $i x > 1 y par debajo si 0 < x < 1. La curva tiene 
pendiente 1 cuando x = t. Para x > 1„ la pendiente decreet gradualmente hack 
cero cuando x crece indelinidamente. Para valores pequenos de x } k pendiente 
e$ grande y* adeinis, tiende back infinite cuando x decrees hack cero. La deri- 
vada segunda es £ w (x) = — l/x a que es negativa para todo x t per lo que L es 
utia funciSn edneava. 


6,5 Const cuencras de la ecuaeion funcional L(a.b) — L[a) + £(&) 

Coitio la griGca del logaritmo va ascendiendo cuando x deride a infinite, se 
puede sospechar que los valores de L no tienen cota superior. En efecto, la fun- 
ddn no esti acotada supersorniente; esfo es* para todo numero positive M (por 
grande que sea) existen valores de x tales que 
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L(x) > M\ 
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fcsto podcmos dedticirlo de la ecuaddn ftinc tonal. Cuando a = b ¥ tenemos 
L(a s } = 2jLfti). UHlizatido la ecuaeidn fundonal tina vez mis. poniendo 6 = a 3 * 
obtenemos Lia*} — 3L(a) r For induce ion eneontramo® la formula general 

L(a u } ^ nL{a) 

para eualquier entero n ^ 1. Cuando a = 2. se obtiene L(2 n ) = rtU.2), y por 
tan to results 

M 

(6 .9) L{2' ! ) > M cuando n > ~r 

JLrl. A? / 

Esio demuestra la afirmacidn (6,8), To man do b = 1/fl en la ecuacidn funcional, 
enconiramos 1(1 /a) = — L(a) t En particular ( cuando a — 2 m , habiendo elegido 
it como en (6,9), se tiene 


t(l) = -L!2”X-M, 

lo que indict qua tampoco existe cot a inferior para los valores de la fimdon. 

Fin al men te observamos que la grifica corta a cada recta horizontal sdlo una 
vez, Es decir, dado un numero real arbitmrio b ( positives negative o nulo), existe 
uno y sdfo un a > 0 tal que 

(6,10) L[a) — h , 

Para demos irarlo se puede razonar como sigut; Si 6 > 0, elegimos on entero 
cualquiera n > b/ Li 2). Ententes, en virtud de (6.9)* L(2") > E>. Seguidamente 
examin&mos la fundon L en el Intervale cerrado [1,2™], Su valor en el extreme 
izquierdo es 1(1) — 0, y en el extrema derecho es L{2 n ). Puesto que 
0 < b < L( 2") h cl teorema del valor intermedia para f undone® continues (teore- 
ma 3,8 de la Sc c cion 3,10) asegura la exist end a por lo menos de tin a tal que 
L(a) — h . No puede eslstir otto valor a" tal que Liu’} = b porque esto signifkaria 
L(c) = i(a') para a ¥= a\ v esio com rad ice la propitdad de credmiento del lo- 
garitmo. For consiguiente la proposicidn (6.10) ha sido demostrada para b > 0, 
La de most radon para b negative es cotisecuetida de dsa si utllizamos la igualdad 
Lit /a) = — L{u). Es decir, hemes demos trade el siguiente 

teorema 6,2. Para cuda nvmerv real b existe exactamente un numerb real 
positiva x cuya logaritmo. Kef, es iguat a b. 

En particular, existe un unieo numeto cuyo logaritmo natural es igual a t. 
Estc numero, a I igual que sc encuentra tan repet tdamenie en formulas mate* 
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milicas que es inevitable el adaptor para el un simbolo especial Leonardo 
Euler (1707-1 783), parent* que fue el primero que reeonodd k lmpommck de 
esie mimerq y modes tame me lo designo por e t notaeidn que en seguida se hi.zo 

usual. 

defintcion.. Designamos por e el mmero para el que 

(6.1 1) L(e)=\. 

En el capitulo 7 obtendrcnios formulas ex pi id us que permiten calcular la 
exprestdn decimal de e con el grado de aproximacidn quo se dcsee. Su valor correc- 
to con diez cifras deeimales es 2,7182818285. A&imismo en cl eapftulo 7 se de- 
tnostrara que e es irrational. 

Los logaritmos na turtles se dcnominan Umbien logaritmos neperianos en 
honor a six inventor, Juan Neper (1550-1617), Es freciienie en la priclica utilizer 
los sitnbolos. In x o log* en vez de L(jt) para designat el logaritmo de x. 


6-6 Logaritmos refer idos a unta base positiva b # I 

En la Seecido 6.2 sc ha visto que la funeidn / irks genera! derivable en el 
eje real, que satisfice la ecuucidn funcional f{xy ) = }(x) +■ f(y) esta dads por la 
formula: 

(6.12) /(a) = c log jf , 

donde c es una constants. Para cada € esto fix) se denominar^ el logaritmo de 
x asoeiado a c, y como es evidente, su valor no sera necesariamente el mismo que 
el logaritmo natural de x . Si c = Q, f es inMnikamente nub y este case carece de 
interns. Si e # 0 se indicara de oira forma la dependence de / y e introduciendo 
el concepto de base de logaritmos. 

De (6,12) se deduce que cuando c¥= 0 existe un numero real unite b > 0 
tal que f{b) = U Eato b csta relacionada con c por medio de la igualdad 
e Jog b = 1; como b 1 es c = 1/log h, y (6-12) sc express en la forma 


/(*) = 


log -v 
log b “ 


Para esta elecribn de c se dice que fix) e$ el logaritmo de x en base b y se es 
tribe logs x en vez de /(*). 
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DEFiMicidN., Si b > O a b & 1, y si x > 0, el fagaritmo de x en ba, w b es 
el tiutnerO 


log* x = 


log X 

b h 


deride fas logariimos del segundo miembro son logariimos mttirafas. 

Gbs^rvese que Log* 5 = 1, Si b ■=■ e se tiene log,* = log*, es decir, las lo- 
garitmes naturales ion los que tienen de base e. Puerto que los logariimos de 
bas£ e son los mas frecueniemente usados en Matemilica, la palabra logaritoo 
indica easi siempre d logaritmo natural. Mis tarde* en laSeeddn 6,15 se definira 
h u de tal manerfl que 3a ecuaddn 5“ = x sigmficari exactamente lo interne que 
la u — log a. x. 

Puesto que los logariimos de base b se obtienen de los logariimos natu- 
rales multiplicando por la constant^ 1/logb, la grafka de la eeuaddn >' = log* x 
sc puede obtener de la de y = log x multiplicando todas sus ordenadas por un 
mismo factor, Si b > 1 este factor es positive y si b < 1 es negative. En la 



FiCDM Gr^fica de y = iag t x para varios valores de b- 


figura 6.3(a) se veil ejemplos con b > 1. Si b < 1 se observe que 1/5 > 1 y 
log 5 = — log (1/5), de mantra que la grlfiea de y = log* x se puede obtener 
de la de y = log Ll '*x por simetria respeclo al eje x. Los ejemplos de la figura 6.3(b) 
se ban obtenido de esla forma a partir de los de la figura 6.3(a), 


wnqnie 
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6,7 Formulas dc derivacion e ktegrecidn en lu que interviencn tafaritmos 


Puesio que k derkada del logaritmo viene dada per la formula D log x = ]/x 
para x > 0, §e dene k formula dc integration 

f i dx = log £ + C * 

Aon mas general, si u = f{x% siendo / ana funridn con derivada continua, se 
tiene 

(6.13) f — - lag u + C o f - !og/(*) + C . 

J u J f(x) 

Hay que tenet cuidado al udlizar (6- 1 J) ya que el logaritmo no esk definido 
para numeros negatives. Por tanto, las formulas de tnlegracidn (6.13) son v&Lidas 
tan sdlo si u, o /U) es positiva, 

A foriu n adamente „ es fad l extender el campo de validez de estas formulas 
de mane r a que pueden aplicarse para f undone® que scan posit ivas o negatives 
(per© no cero). Se introduce simplemente una nueva funcidn L w defimda para 
todos los n timer os reales x # t> por k Ecuador:: 

r i*i | 

(6. 14) L^x) « log \x\ - J ^ j dt p 

de fin Scion sugerida por La ecuacidn (6.6) de la Seecidn 6.2. La grifica de L* es 
simetrica respecto al eje y tal oomo se ve en la figura 6,4. La parte a la derecha 
del eje y es exaetamente la misnua que la eurva logaritmica de la iguta 6-2. 

Puesto que log |*yj = 1og(|x| |y|> = log pci + log |y|. k funcidn JU iatisfaiee 
lambicn la ecuaddit funcional b&slca (6-4); es decir, se tiene; 

U*y) - + Uy) 

para a e >■ reales cualesquiera distintos de cero. Para x > 0 se tiene L^lx) ~ 
— l/x ya que L^x) para % positive? es io mistno que log x. La formula de k dcrL 
vada vale t&mbkn para x < 0 pwesto que en este caso L„(je) = I< — x) y por 
tanto L^jr)— - !/(—*) = —!/(—*) = t/x, De aqtd resulta 


(6,13) 



para todo valor real x ^ 0 . 
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For tanto, si en las formulas de integribcidn precedeotes se pone L& en vez de 
L t se puede extender su alcance a fundones que toman valorem tanto negalivos 
como positives, For ejemplo (6,0) se puede generalize corno siguc: 

(6,16) J ^ = log |»|l + C . J^^ = log|/WI + C. 

Evidememente, cuando se aplique (6,16) junto con el segundo teorema funda- 
mental del Cdlculo para calcular una integral indefinida no se pueden tomar 
intervalos que inclmyan puntos en 9 os que u o fix) scan cero. 


eiehplo 1 . Integrsr J tan x dx, 

Solucidn. La integral dene la forma — / dufu, siendo u = cos x, du — 
~ — sen x due, For consiguiente se tiene 


J tan jc dx 



—log |u| + C =■ —log |cos i|EC, 


formula que es viiida en cualquier intervalo en el que cos x # 0, 

Los dos ejemplos que siguen son aplicacidn del mdodo de integraddn por 
partes. 



ejemplo 2. Integrar /logjtdr. 
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Solucidti, Sea y = log x, dv — dx. EntOnces du — dx/x, p = x, y obte- 
nemos 

log x dx =* | u dv — lit) — | v du « x log x — J x - dx = x log x — x H- C . 
ejemplo 3. Integrar / sen (log x) dx. 

Sotucidn , So u = sew ( log jr), r — ,v. Entonces du — cos (log x )( 1 /x) dx r 
y encontramos 

| sen {fog x) dx = | u dv = uv — | v du = x sen (log x) — I cos (log x) dx , 

En li ultima integral integramos por partes una vei mis.obteniendo 
cos (Jog x) dx = x cos (log x) + I sen (log x) dx „ 

Combinando 6s La eon la iguaidad anterior, encontratnos que 

I sen (Jog x) dx — |x sen (log x) — Jx cos (Jog x) + C t 

y 

I cos (log x) dx = | x sen (log x) + ix cos (fog x) 4* C - 

6-fi Derivation logaricmica 

Ahdra §e expend ra una tecnica conOcida por derivation iogpritmfca que a 
menudo us un auxiliar puderosG en el cakuto de dcrivadas. El m6todo fue 
desarroLLado en 1697 por Johann Bernoulli (1667-1748) y su fundament® es una 
habil aplicacidn de la regia de la cadena. 

Supdngase que se forma la funcidn eompuesta de L„ con una funcidn deriva* 
ble cualquiera /(x); es. decir, 

gw - i-dm) = aog s/(xii 

para iodo x tal que f{x) ^ 0. La regia de la cadena aplicada Junto con (6.15) 
conduce a la formula 


*6.17) 


g \x) = 4r/(x)j ’/ r (x) =^- 

f(x) 
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Si h derivada g'ix) sc pucde c si cuter de alguna otra forma, ententes §e pucde 
obtener f{x) a partir de (6-17) bin mas que mulliplicar g'ix} pur /UK Este 
meiodo es util cn in practica purqug much as vecci g'(x) £5 mas face! de calcutar 
que fix). En particular, estu cs cierio cuando / es el producto 0 eocieme de varias 
func tones simples. El ejemplo que sigue es tipico. 

eJ Em i’ i.O- Cakuter fix) si fix) = x* cos x(l + jc 4 )-*. 

Solution. Se toma e] logaritmo del valor absolute* de fix) y luego se dcriva. 
Sea puei, 

gix) = log - log x 2 + log |eos A | + log U + ,\*) 7 “ 

= 2 log Lv| + log | ms a I —7 log { 1 + a 4 ), 

Derivando se bene: 

sen x 28 .* a 

" COS A 1 + x 4 ‘ 

.v~sen a 2%x* cos x 

< I + A J V (I+X 1 ) 9 


tf , /'(A) 2 

= 7; . = 

fix) x 

Multiplicand*) por fix) so oblienc: 

2 a cos x 


/'(A) = 


■ UT 


n + a ) 


6.9 Ljerqtdos 

1. a) Hal i ar lodes ios valotes de r isles que log x — c + | r / _l dt para iodo x > 0. 

b\ Sea /(*) * liiR. [< 1 4 - jO/H — *)] si x > 0. Si a y b son ncmcros dados, siendo 

ub ^ — 1 . aiailar todos lea jc sal^s t|ut / ( .v t = j{tt) + /(■&■>- 

2. !:n c&da hftllar can jc real que sadsfaga 5a iguaLdad dada. 

(a) log (I + x) - log<l - a). (e) 2 Log a - a log 2, x ? 2. 

lb) log 1.1 + A) - l + log {I - A). Id) logt\ A + V A + 0 = 1- 

V Se# /r <*> — (log x)fx si x >0. Dcwiribir Ios iniervalos en los que / cs crecicnte, decrccicn- 
le, convex? y cores v a, Esbozar h grafka de /, 

En I os Ejcrcicim 4 al I), h altar la derlvada fix). En c#da caso, la functen f sc supone 
dcfjnida parsr lotto x seal para Ios que la formula dads para fix} ticne serUsdo, 


4- fix) m log (I +* a ). 

7- fix) 

S. fix) m |<>g \ ] + A', 

8, f{x) 

6 fix) = log y 4 - x 2 . 

9. fix) 


log (Log A). 
IOg(A = log x). 


1 log 


A 4 - 1 

X s + 1 * 


opyrighte 
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10. f(x) - (* + V f +x*)* lt f L + xVb 

LL. m - vTTT - logo + yT TT). m " 2vS ,og - *V5* 

] 2, /(-*) = x log (j + l/l + **) — Vl + a 1 . 14, « r nr[seti(log x) — cos (log jc)] i 

15./(x) 

En Los Ejercicms 16 al 26, ealcukr Iks integrates. 


,6 J: 


dx 


2 + 3 * ' 

17. J log* * dx. 

18. jV log x dx, 

19. j x log* x dx. 
-*-> t/f 


20 


i: 


0 1 + f 

21. J cot x dx. 


22. j** log (ax) dx. 

23. J x* Jog* x i/i. 
dx 




25. r" !a<i^* 

jt I - # 


r log 1*1 
J xvTT 


26. I — .. ■- - dx. 

Jog \x\ 


27. Deducir la formula rtcumentc 

ioe" 1 x n C 

X 1 ™ log" t dx - toe*™ 1 X dx 

m + 1 m + IJ % 

V uillkarla para imegrar Jx* log* x dx. 

28. a) Si x > 0, sea f(x) = x — I — log x, gir) = log x — I + I lx. Examiner los 4|p» d© 
f y g'' para demostrar que las desigualdades 

1 — ^ < log x < x — 1 

son vahdas para x > 0„ x ^ 1, tvendta x = l P sc cOnvkrICii cn igualdadcs. 
b) Traxar las grificH de lias furasigmes A j B delinidas pur las igualdaiies A{x} = x — 1 
y — 1 — I/* para X > 0, « inuerpnptar goarn^tocanifeFtte las deslgualdades da la 
parte a). 

29. Dmiwlnr que 


tagO +x) 

Lim — =■ — 1 

*— o x 

con I os das m^tadus sigutenlea: a) utilisando la definition de k derivadi i'll); b) usar- 
do el result ado del Ejetelcio 28. 

i£). Si a > 0, hacer us® de la ecuscidn JuncionaL para demostrar que log |£r r ) = r log a para 
todu niimcru rational r. 


ov 
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31- Sea P — flj, flj, , . „ ,, ii b | um pftrticfdn del intervalo 1 1 s Jt J dondc x> I. 

(al Integrando func-joncs CSd&tonadas tfiic son consl antes en Jos subin ter vales ahjerEOS 
dt P ck-ducir las siguientes desigualdadcs; 





- *m \ 

<*t-x ; 


(b) rmerprctar geometricameflie medianfe areas las desigualdadts de 
Cel Especial iiar la paritoidn pm donosirir que r para cpda wlcro n > 1 es; 


ii ^ rt-l | 

2 i < lo s"< 2 i- 

Jr-*2 at— i 


32 . Demostrar las siguientes formulas de cambios de base dc logaritmos. 

lofig x 


<» log * * = logfr a log, x ; 


(b) Log, * - 


log* 6 


33. Sibiendo due log, 10 sc 2,302343. con seis eifras dod males esactas, cateular lofi» e 
uphcamJo una de las rdmulu del Ejerricio 32. /.Cuantas cifras decimales excel as sc 
punk asegurur que se ban ablermJu cn el reSult&do? 

Note: Una table cakulada con seis cifras dctimalcs da el valor Login e = 0,434294. 

34. Una funetdn /. coniinua en el eje real pusllivo, licne la propiedad de que Cualesquiera 
qiw scan x > 0 c y > 0, la integral 


J>* 

es indepe ridicule de x (y per tanto depends s61o de y>. Si }(2) - 2> calcular et valor de 
la integral ,4<*j = fj fU)dt par? lt>do X > 0. 

35. Una luncidn } t coniinua en el eje real positive^ tiene k propiedad de que 

\”rn ai + xj'/w di 

para lodo x > 0 y todo y > 0. Si /(l) = 3, cakular /to) para cada x > 0. 

3b. La base de un sdlido es el con junto de ordenadss dc una funcidn / coniinua en el inter’ 
vato [!,«]. Todas las sece tones pcrpendkulues at intervals) [l.a] son cufrdrados, El vo- 
lumen del sdlido es 4^* log* a — {a 3 log a + fap ~ ^ para iodo a > L Calcular }(a). 


bJO Polmovnioc de aproximocidn pan el logaritmo 


En esta Seccidn demos t rare mos que la futncidn logarilmo ptiede aprmimarse 
por cierios pql inomios que pueden usarse para calcular logaritmo^ con el grado de 
aproxiinaddn que sc de;ee. 
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Para iimplifioar hs formulas resultantes* primero reemplaiamos x por I — x 
en la integral que define el logaritmo para obtener 

log (l -*)= 

ji f 

vdlida si jc < 1. El cambio de variable t — I — u transforms aquella iguuldad en 
k siguiente 

p j 

—log a — jt) = I — , valida para x < 1. 

Ja I — u 

Seguidamenite sproximamos el integrando 1/(1 — u) para polmomios que luego 
mtegramos para obtener las correspondientes aproxiniadooes para el logarilmo. 
Como primer ejemplo mostramos una sene ilia aproximacidn lineal para el inte- 
grando. 

A partir de la identidad algebraica 1 — = (1 — wXl + h), obtenemos la 

fdrmula 

1 u 3 

(618) *! + « + - , 

1 — u 1 — u 

vdlida para cualquler real u 1. Integrando £sta entre 0 y x, siendo x < 1, te- 
nemos 

t 2 f 1 a 1 

(6 19) -log (1 - x) = x + - + du . 

2 Js 1 ’ w 


La griffea del polinomio cuadra tieo E(jt) = x 4- j x* que aparece en el segundo 
miembro de (6.19) esti representada en la figura 6.5 junto eon la curva 
y = — log(l — x), Obsirvese que para x proximo a cero el polinomio P(x) e£ 
una buena aproximaeidn de — log (t — x), En el teorema que sigue, vtilizamos 
un polinomio de grade n — I para aproximar 1/(1 — u) N y con ello obtener tin 
polinomio de grado n que aproxime log. ( t — Jt). 


teorema 6 3. Sea P„ el polinomio de grado n dado par 

w-* + ^ + ^ + - + s-t^. 
23 

Entonces, para iodo x < 1 y todo n ^ 1, se dene 

i* H 1 B 

(6 20) -log (1 - x) = Pjx) + - if — du , 

JO I — II 
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y 



Figure fc.i Polirtomio cuadrutica dp aproximacidn para fa curva y = — Jog (1 — jc). 


Dtmo&tracidn. A parti r de ia identidad algebraiea 
I - if" = I L - wKI + H + u* + r * * + 
obte nemos la. formula 

= 1 + II + U ! + • • ■ + u" ■ + — !£^— , 

1 — H 1 — U 

valida para u t- 1 . Integrindola entre 0 y x> sicndo x < l, obtenemo® (6*20h 
Podemos poner (6,20) en la forma 

(6,21) -Jog (I - -v) = F h (.y) + EJxl 

siendo 3a integral. 



du . 


El valor d$ lUx) represent* d error comelido al aproxirciar ™log (1 — x) eon el 
polinomio Para utilizer £6.2 1 > en Jos c^iculos, necesi tamos conocer si el 
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error es po&itivo o negative y lo grande que puede ser. El proximo teorema nos 
dice que para valores de x pequenos y positives e! error J^x) es positive, pero 
para x negative el error tiene el mis mo signo que { — \) n *\ siendo n el grade del 
polmomio de aproximacion. El teorems tambtfn proporciona cotas superior e in- 
ferior del error. 


teorema 6.4. Si 0 < x < 1, t enemas las desigualdades 


( 6 , 22 ) 


x" +1 

n + 1 


< Ejx) < 


1 

1 - x fl + 1 


Sr x < 0, et error EJ.x) Hens si mismo signo que (— se Hern 

(6 23) 0 < ( - 1 ) “ +, £„(x) £ , 

If + I 


Demostraa&n. Supongamos que 0 < x < 1 . In la integral qoe define E,(x) 
tenemos 0 :£ u x, eon lo que I — x <; 1 — u <, 1 T y par tanto el integrando 
satlsfac* las desigualtfades 


Integrando estas desigualdades, obtenetnos (6.-22). 

Para demostrar (6 23), supongamos x < 0 y sea I = — x = [*j r De e$te roodo 
l > 0 y tenemos 


EM 



f'i=sr*,_ 

J* 1 + e 



a" 

1 + V 


da . 


Esto demuestn que £dx) tiene el mistno signo que ( — l)" +l * Asinmmo, tenemos 


(-i ) M1 £„( S ) - (*Vt- * <. fV dv 

Jcs I + V J# 


|H+1 
n + I 


jxM 

n + 1 * 


lo Cual completa la demostraeidn de (6.23). 

El teorema que sigue nos da una formula muy util para los calculos con 
togaritmos. 

T10REMA 6,5. Si 0 < X < l y si m £ 1, « fane 

1 -L x i X s \ 

I#!- 3 -' 2 {* + - + • + — + Jt„M, 

1 — x • 3 2»i — 1 f 
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(6.24) 


2m + 1 


< RM £ 


2-x x im+i 
1 — .x 2m + l 


Demostracidn. La igualdad (6.21) es vilida para cualquier x real tal que 
x < L Si reemplazamos x pot — * en (6.21), matntniendc x > — 1, obtenemos 
la formula 

(6.25) -log (1 + .v) * P u (-x) + E m (-x ) . 

Si — I < * < 1 , son vSlidas (6,21) y (6,25), Restando (6,25) de (6.21), encon* 
tram-os 


( 6 , 26 ) log ^ = PJs) - £„(“*) + £ ..(*) - £ n (-x) - 

l — x 

En la diferenda P«(x) — P«( — Jt), las potendas pares de x desapareeen y las 
potendas imparts se duplicate Pot consiguieme, si n es par, por ejemplo n — 2m, 
tenemos 


I X s **- 1 \ 

P*M) ~ P* J-x) - 2( x + - + ■♦ + j J * 
y la igualdad ( 6 , 26 ) se iransfonna en 


log 




en donde /M*) — B im (x) — E im { — jc), Esta formula es valid a si x esta en el 
intervalo abierio — 1 < x < 1. Mantengamos ahora x en el intervalo 0 < x < 1. 
Entonces la estimacitin del teorema 6.4 nos da 


I 

2m + 1 


£ < 


l 


x tn+1 


1 - x 2m + 1 


y 


o< 


^lm+1 

2m + 1 


Sumando estas desigualdades, obtenemos las (6.24), ya que 1 + 1/(1 — jt) =s 
= (2 - *)/< | - *). 
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E|F.MPLO. Tomando m = 2 y x = tenetnos (l + *)/{! ~ x) = 2 t y re- 
Suit a la I6raiu!a 

log 2 - 2(| + sV.) + Ui ) , donde Ki) £ < MM £ ¥W = - 

De aquf resultan las desigualdades 0,6921 < log 2 < 0,6935 eon muy pocos 
cilculOE. 


641 Ejercicios 

1- Uiilizar d teorema 6-5 x = | y m = j pw« calcular aproximaciones de log 2, 

Conservar iwtve cifrw decimales en 1 1 os cilculos y obiener ia» detigualdades 0,6931460 < 
log 2 < 0.643 1476. 

2, Si x =1 , seri (I + x)/(L - it) — |. A si poes, el teorema 6.5 nos pemaife c&lcular log 5 
en tune ion de log 2. Tomer x = j y m = 5 en cl teurems 6,5 y empiur las itsuttidoi 
del Ejercicio 1 para u burner lei ttesigoaldactes, 1,098611 < log 3 < 1,098617. 

Nota m Puerto que log 2 < tog e < log 5, results que 2 < e < 3, 

3, Osar el tcorcma 6,5 con x = para ealcular log 5 en funeidn. de log 2, Eleglr ct grado 
del polinomio de aproximacidn to basianle elevado para oblener las desiguaidedes 
1.609435 < log 5 < 1,609458., 

4. Apliear el teorema 6,5 eon .? = | para ealculat- log 7 en functin de lug 5. Elegir el grade 
del polinomio de aproximacidn Id hastame elevado para obiener las deaigualdades 
1 .945907 < log 7 < 1.945911. 

5. Con lot laiultftdos de Ids Ejereidos 1 al 4 calcular am pequena. labia en la que aparez- 
ean logn pare n = 2 , 3, , , . , 10. UtiliKar tantas cifras decimate corrector euamas sea pen 
sibk a partir de las doignaldadeg de los Ejcrcicics del 1 al 4, 


642 La funciofl exponential 

El teorema 6^2 demuestra que para tedo x real existe uno y un solo y tal 
que i(y) = x. Por consign iente podemos apikar el process de inversion para de- 
finir y como funcifri de x r La funddn invtrsa resultants se denomina futtti&n 
exponential, o antitogaritmo, y se represen ta por E 


DEF 1 NICi 6 n. Para amlquier x real, definimos E{x) eomo aquet numero y 
CUyO hgaritmo e$ x, Esto es, y — E(x) signified L(y) — x. 


El cbinmio de E es lodo el eje real; m recorrido es el con junto de ndmeros 
reales positive. La gralica de E t que se represent en la figura 6,6, se obtiene de 
la grdflea de! logaritmo mediaittg una sirnetrfa respect© a la recta y = jt, Puesto 
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y 



Fegueia W /j grdfica de fa fundAii exponential se- obtiette de to del togarttmo por una 

$imetria respeeta a la revtti y — x. 


que L y E ion in versa* una de otra, se ticne 

4ff(.v}] = v para todo x y L[L{y)] = y para todo y > 0. 

Cada propiedad del, logaritmo poede tradurirse m urw propiedad de la expo- 
nential. Por ejemplo, puesto que el logaritmo es estric laments creciente y continue 
en el e|e real positive, se deduce del teorema 3.10 que la exponential es estricta* 
mcmc creciente y contsnya en todo el eje real. La replica del teorema 6.1 es el 
siguiente 

teorema 6-6- La funcidn exponential liene las propiedades biguientes: 

a) £{0) = I, £( I ) = e. 

b) E'ix) = E{x) para todo x. 

t) E{a + 5) = E(p)E(b) para todo a y todo b. 

Demastmcitin. La parti- a) se deduce de las igualdades L{ 1) = 0 y 
L(e) = 1. Scguidamentc demos tramos c) b que es la eeuacidn funcional para la 
exponent ini. Supongamos que a y b son dadas y pengamos 

.v = L{u] , y = E(b ) , c = L(xy) . 


Copyrighted material 

• r J O 



2M Funcidn logaritmo, funtim exponential y funciones trigonometrical inversus 


Tenemos enioncts 

Ux) = a t L(y) = b , Eifi) = \> r ■ 

Pcro c ~ L(xy) = L(x ) + L(y) = a + b. Esto es p c = a -f fc. For tantc, 
£( f ) = + b). Por otra pane, E{c) = *y = E(d)E(6) n de modo que 

£(j + b) = £(«)£( ft), lo que denmestra c). 

La aplicaci6n de la ecuacidn funcional nos ayuda a demostrar b). El coc rente 
de diferencias para la derivada E f {x) es 

£(x + ft) - E(x) = EQc)E(fr) - E(x) = ^ £(*) - I ^ 
ft It ' ' ft 

Par lo fan to, para probar b) hay que demostrar que 


(. 6 . 27 ) 


Mm 


E( h ) - 1 
ft 


= I . 


Expresaremos el cocienfe (6-27) on funcion del logaritmo- Pongamos k=E(k) — 1. 
Entonces k + 1 = £lft) con lo que Lite + 1) = ft yd cocientc es igual a 


(6.28) 


E{h) - I 


ft L(k + 1 ) 

Cuando ft -* 0 es £(A) ■+ 1, pues la funcidn exponential es eoniinua en 1, FuetiO 
que k = £(ft) - 1, lenemos k 0 cuando ft -* 0, Pern 


u Ji±J} =z £(j? + »>- L '< E 3 _ 1 cuando k 

i k 


0 


Teniendo en cucnta (6.28). esio demuestra (6.27) In cual, a su vex, demuestra b) 


6.15 EipOfieneiales expresadw eomo potencies de e 

La ecuation funtional E[a + b) — £(ci)£(fr) tiene muchas consecuencias 
interesantes. Por ejemplo, podemos utilizarb para demostrar que 

(6.29) = 4?r 

para iodg mimerO rational r. 

Tom am as primero b = — a en la eeuaddn funcional obteniendo 

Einm-ti} = E( 0) = 5 p 
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2m 


y por tan to E{ — a) — l/E(a) para todo a real. Tomando b = a t b — 2a, ** . , 
b - m en la eeuaeidn fundonal obteneroos* sucesivarnente, E(2a) = E(a)\ 
E(3a) — E(ff) 1 , y, en general t 

(6, 30) E(na) = Efcr 

para todo n enterc- ppgitivo. En particular, cuando a — l h obtenemos 

m - ^ , 

mientras que para a — Ifn, se obtiexie E{1) = EilfnY, Puesto que £(l/n) > 0. 
flllo implica 

(631) £^j =e iln , 

Por consign iente, si ponemos a = 1/m en (6.30) y aplicamos (6,31), encontramos 



para my n enteros positives eualesquiera. Dicho de oe.ro modo, hemes demosf ra- 
tio (6. 29) pnra cada xiumero r rational positive. Como E{ — r) = 1/Efr) = e~ r i 
tarnbiin es vilida para todo r racional negative. 


6.14 Definicion dc #* para x real cualquiera 

En el apartado anterior se ha probado que e* = £(*) cuando x es un racional 
cualquiera. Ahora se definird e* para, x irrational por 

(6.32) tr — E(x) para cada .v real. 

La mijcima Just ificac ion que se puede dar de esia definicidn es que con ella la 
ley de los exponents 

(6.33) - * 

es valid a para todos los numeros realeg a y fa. Cuando se toma la definicidn 
(6.32), la demoistrflcidn de (6.33) es trivial puesto que (6.33) no es mas que la 
misma afirmaeidti de la ecuacidn fundonal. 

La notation z* para E(x) es una de las comunmente usadas para la expo 
ncncial, En algunt oc&sidn se escribe exp(x) en vez de e* principal mente cuandc 
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upareccn cxpresionus compljcadas en el exponents . En tsie capitulo se scguira 
uiilizando algunas voces £(*), pero mis tarde se usarA siempre e*. 

Se ha defmido la funcidn exponential de manera que las dos ecuaciones 

V - ^ y * “ log y 

signifiqucn exactamente lo ruiirao, En el proximo apamdo se defimran poten- 
cies mas genetales de manera que las dos ecuaciones y = a* y r = loga y scan 
equivalentes. 


6.15 Definition de a* para a > 0 y jt real 

Despues de haber definido e T para x real cualquiera, no hay ninguna dtfi- 
cuhad para dar una definition de a r para cad a a > 0. Un mdtodo es definir 
{f como el numero y tal que log, y = x; claro que este metodo no sirve para 
ff = 1 pueslo que el logaritmo de base I no esla definido. Giro mode es definir 
a r por la formula: 

(6.34) 

El segundo metodo es prefer! ble, porque en primer logar es valido para todo 
positive) a (mtluido a = ] )„ y en segundo lugar porque con cllo es mas fdcil 
probar las siguienles propiedades de exponentialesL 

log ar* = x log a . (ah)* = a 3 if . 

cfa r ™ |j- r+ v . (a 1 )* - (a* f = a** . 

Si a ¥= 1 , entonces y = a* d y sdlo si % = logs y* 

Las demostractones de estas propiedades so dejan corno ejercicto al lector. 

De la misma manera que la gr&fita de la funcuSn exponential se obtiene 
de la del logaritmo por simetria respeeto a la recta x = y f la grafica de y = 
se puede obtener de la de y = log* x por stmelria respecto a la misma recta- 
on la figura 6.7 se dan ejemplos de ello. Las curvas en las figuras 6.7 (a) y (b) 
se ban obteoido de las de 6.3 (a) y (b) respecrivamente por simetria. La grade a 
correspondfente a a = 1 es natural me nte la horizontal y — L 
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Una de las propiedades mis notables de la fynqidn exponential es la formula 
(6 35) £'{x) - Eix). 



Formulas de derivation e integration an las que intervienen exponentiates yOl 

que nos dice que esia funcidti es so propta derived a. Si la aplicamos Junto con la 
regia de la cadena, podemos obtener formulas de derivaddn para fimeiones expo- 
nencsales con base pogltiva a eualqoiera, 

Supongamos fix) — a* para x > 0 . Scgun la definition de it 9 , podemos es- 
cribif 

/U) - - F{x log a) ; 

luego, en virtud de la regia de la eadena, encontramOs 

( 6 . 36 ) f ix) = E'(x log a) ■ log. a ■= Fi * log fl) ’ log a = a * log a , 

Dicho de otro modes la deriy acton de if multiplies simplemenLe if por el factor 
constant? log a, sJendo este lac tor S euando a =■ e. 



0 0 


{a) a > I (bj 0 < a < i 

F i cura 6.7 Grdfiat de y = a* para ratios mbres de a, 

Evidcntcmente, estas formulas de derlvacidn cortducen auto.miticam.ente a 
las Formulas de integracidn correspondiemes. Por ejemplo ( 6 , 35 ) da como re- 
sultado 
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( 6 . 37 ) 


J f 1 dx = + C , 
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m tanto quo (6JG) conduce a la fdrxnula mas general 


<638) 


la'rfx-— +C (a > 0,« * 1) 

J lOG 4*1 


fista puede aiin generalizarse por d mdtodo de sustltucidn, Sustltuimos x en (6,37) 
y (6 38) per it ohteniendp 


(6 .39). 


f 


e" du = e M + C 


, Ja- 


ffa 


log a 


+ C (a > 0, a * 1) p 


en. donde u represen Ea cualqui^r funddn con dcrivada continue Si escribimos 
u = fix), j du = fix) dx, las formulas (6-39) sc corwierten en 

I e'<*'rw dx = e ru) + C , I o fl ' , /'(x) J* = p— - + C • 

J J log a 

siendo la segunda integral valida para a > 0, a ¥= 1 , 

E I EM FLO 1. Integrar JxV’ dx. 

Solution. Sea u = x*. Entonces du = 3x* dx, y se obtiene 

J xV’ rfa = J j e**Ox* dx) = i j e* «f H = + C = ^ + C . 


ejemplo 2, Integrar 


r 2 v * 

J V x 


dx 


Solution r Sea u = =x<4 r Entonces du = l.r~' 1 dx = $ dxj\ x. Luego 

tcnexnos 


r 2^ 1 

r , -i i dx \ . f 

bs*- 1 . 



e|empm) 3, in tegrar / cos x e* — * dx. 

Solution r Si « = 2 sen x, sera du = 2 cos x dx, y se obtiene por tanto 
cos x e* tmr dx C3 | I e* “* x (2 cos x dx) = 4 | e“ du = |t ,M + C = *“ * + C 


yovriah 
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ej e m plo 4 . 1 ntegrar J e T sen x dx. 

Solucidn, Pongamos u = e jr i dr = sen x dx, Entonces du = e'dx, v — 
= — eosx, y encontrarrios 

(6.40) I e*sen.v tlx = I u dv — in) — I r du — — e* cos x *f | e* cos x dx + C . 

La integral j ^ cos x afjt se trata del misnio modo. Tomamos it = e r , dv =cos j dx* 
du = r = sen x t y obtenemos 

(6.41) J cos * d v = t^senx - J f J sen x dx + C , 

Sustiruyendolo en (6.40), podemos despejar Je* sen x dx y re union do las const an- 
tes arbitrarias se obtiene 

r e 

| e* senx dx = (seqx — cos x) + C „ 

ObstSrvese que podemos aplicar cate rcsullado en (6.41 ) para obtener tambien 

,P t >T 

e* cos x dx = — (cos x + sen x) + C . 

J 2 


eiemplo 5 . Integrar 


f-*- 

J i + e 


SoluciSn . Una mantra de tratar estc ejemplo es poner el integrando en la 
siguiente forma i 


1 = e ~~ J 

1 + e * ~ e~ x + 1 ' 

Seguidamenie hacemos u = e~* + l , con lo que du = — dx, y llcgamos a 

J7777 dx - "J 7777 -~Jt“ - 10 * 1*1 + c ” - !og(l + c “> + c ■ 
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t:t rcsultado puede poncrse de otra fornia si modifepmes el logaTitmo, Por 
ejemplo, 

-i°*d + «"*) - " log 7 Ti “ 

= log (e*) — log (tf® 4* 1) = x — log (1 + e*) ■ 


Otr® mode de resolver ei ejemplo consists en poner 


1 4- e* 


1 + 


Entonces se tiene 


J 1 + e* J I 4- e* j « 


dondc [/ = 1 + f'. Encontramos ast 

djf 


i 


1 + e # 

que es una de las formas obtenidas antes. 


- x - log (1 + **) + C„ 


6.17 Ejereickis 

Em los Ejercicios 1 al 12, hallar la derivada fix). Bn cacta caso la fungiort f Be la supine 
definiila para nsdo x res! para el t)ue la expresifin que sc da de fix) tenia setstsdo. 

1, /(*) = s 3 *- 1 . 7, fix) - 2* 1 [que lignEfica 2^% 

2. f(x) =<***. 8, f{x) - 

3. /(.v) = e-*\ 9, /(a) - e'"* 1 * 

4. /(x) = e V X 10, fix) = e*°* 3 . 

5, f{x) ■= 1 1. /(at) * *** [que (ifnilica 

6, /(x) *= 2 2 , 12. fix) = c*** [que ilghifica exp (e^)]. 

CalculHT las integrates indefi nicies de los Ejercicios il at IS. 

16, \x t e'° iM ^x- 

17, l^dx. 

18, jV<T*V:e. 


13, Jxe*d!x. 

14, |jt«" a «&. 

15, 
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19, !>elerramar lotjas las qun5t®ntcs ff y b tales q'lie x'' ** b 4 i$L 

Scan A = j ^ cosfafffc y i) = J (" JJt sen bx dx, donde a y b son conslanlej, no simul- 
linesmen tc nulas. 

liitcgrando por paries demostrar que 

uA — bB = ^ cos bx 4- C\ „ aB 4- bA = sen bx +• Cj - 

sitndo C n y C,. eCmstanwi arbitrarias. Despejar A y B para obtencr las siguienlcs formulas 
de iTUcgracSon: 


| e"** cos bx dx 
| eA* sen bx dx 


i A7 {a cos bx 4- b sen iur) 
id + />- 

e' 1Jf {ff sen bx — b cos bx) 
<d + t? 


+ C, 

4- C. 


En los Ejerricios del 21 al 3* ( hallar la derivada ft#)- En cada caso. la fun-don / se su- 
pone defmida para vaiores reales da x par* las que la formula dada de fix) liene sent! do. 
La derivada logarftmica puede simplificar el tr&bajo en ulgunos cusos. 


2L/U1 = -d. 

21, fu; - fl + jtKI + **>. 

e 1 - e a 

24 . /(jt) = a"'" + td * + ed '. 

25. /(*) = log [log (Lag *)]. 

26. /(je) - log (e* + VTT7^>. 

27. /(*) = **". 


28. /U) =(IogxJL 

29. fix) - a 1 -* r . 


30 , /(a) 


tlog jr>^ 


3 1 . fix) = (sin xf 0 * J 4- (cos r| -■ z 

32. fix) = a 1 ,r , 

- 3 , (1 _ — j + jr yw' 

34 , /{a) - ff (a - o^i. 


3 S. Sea = x”, dondc a > 0 y r es un mimero real cualqujera. La formula fix} — ra M 
se demo&trd par® f mdonal 

(a) Probar que est® formula es valid® taoibten para r real cu&Equicra. lindtc&cion: Es- 
Criblr x T = 

(b) Disctitase be jo quo ecmdidon.es el resulrado de <a> se a plica para x <, 0 . 

34, Apltcar la definition a* = ^»oes pars deducir las siguienies propiedadcs de la ck- 
POnencial general; 

(a) log a J - x log ff, 

(b) (. abr = 

(e) ^erv = tf tv 

(d) (a*y = {a v Y - fi 2 L 

Si a **l, mionoff y = a* si y sdta si a = log,y f 
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37. Sea /(x i = + a" 1 ) ss & > 0, Prob&r que- 

fU +y) + /(a ->■> - 2/(,v)/(v:, . 

38. Sea jf(x) — ff Cf dotidc c es ua» constant?. Prcbar que f{0) = c y apliear t$l« rtsullado 
para demostrar la siguiente relscibn: 



39. Sea f una funcidn dcfmida en tedo cl eje real, can derivada f que sati&facc la ecuacitin: 


fix) = r f(x) para todo *, 

domic c cs una constant?. Prdbar que «istc una const ante K sal que fix) ™ gef* pars «• 
da x. 

[ indication ; Higase g(x) = fix)e~ t ' x y consid&rese g'Dr).] 

40. Sea / una funcidn defini da en (Odd el eje real. Supdngase ademas que f saUsfscc la ccua- 
uLijn fuitcionah 

(i) fix -hr) = f {*)/(?) para iodo icy 


(si Aplicando idlo la cctuicion functional demostrar que /(01 cs 0 6 1. Demostrar Ljini- 
bi4n que si /(0) # 0 enlonccs fix) ^ 0 para i^o x. Supdngase. ademas de ti)„ que fix) 
exist c para todo x, y derou^strense las siguiente* propiedades: 
f b> fu tfty) - p(r)f(x) para tu do x e y. 

(c) Existe una COtlstflnie c la I qua fix) — cf(x) para loda x. 

(d) Kx)= 5L m * o. [Indication veasm Ejcrcicip 39. 

4tx (a) Sea fix) = e' — I - x para todo- x, Demostrar que fix) iO si x £ 0 y f'(x) < 0 
si x ^ 0. 

Hacienda uso de cure hecho deducir las desigualdndcs 

c J > t + x » 0 * > l - x , 

vilidas para todo x > 0. (Cuando x = 0, se convierten en igualdades.) 
fntegrar estas dcsigualdadcs para deducir las siguiertles. todas vilidas para x > 0: 


(b> e* > I + x + ^ . e * < \ - x +j t , 

x 2 x* jt 2 .v' 

(c) e r > I + x + — 4- — , e~ J > [ — x + — - — , 


ld)Enqnciar la genorafPTacidn sugcrida y demudstrese, 
42. Si n es un entcro positive y si x > 0, demostrar que 



y que ^ < | i - ^ j si x < n r 
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Ellgiendo n en forma adeeuada, deducir que 2,5 <« < 2,99, 
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45. Sm Hx r >') = X v dondr x > 0, Demostrar que 

a/ . Bf 

T*~- yx * — = j'iogi. 


6* IB Fund ones hiptrbolicas 

Frecuentemente m An^lisis §e presentan ciertas combraaciones de funcio 
nes exponentiates que merecen que se les de nombrus espeda]c$ y que sb estu- 
dien como ejemplos de nuevas fynciones. Estas combination^ se denoroinan 
sen# hiperbvltco (senh), cosenO tripe rhvlicy {cosh), tangents hiperbdlica (tanh>, 
etcetera,, y se- definen como sigue: 


senh x = 


e* - p-* 


cosh x = 


e x + 


tanh =■ 


senh x _ e* — e~ * 
cosh x e z + 


csch x = 


I 


senhx 


sech x = 


1 


tosh x 


coth x — 


l 


tanh x 




Fioura 6,8 Grdficm de lax futtaonex hiperbdUcat* 

El call heat i vo *hiperbblico» se debe a que estas funciones se pueden referir a 
una hlperbok de la misraa mane r a que las funciones trigonomtiricas estSn re- 
feridas a la tircunferencia, Esta relation se discut if a con mas detail? en d 
capltulo 14 etiando $e estudie la hiplrbela. Las grafieas de senh, cosh y tanh se 
dan L-n la figura 6.8, 

Las funtiontes hiperbdlicas lienen muchas propiedades patecidas a las de 
las funciones trigonometrical, tigunas de las cuales se proponen como ejertitios 
on el apartado que sigue. 
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6.19 Ejercidoa 


Dedticir las propledadet de las funcionn hiperbdlicas escfiias en los Ejcrcitius J «l 15 
)' compararlas. slemprt quo sea posibtc, cot las propledades corre&porulientcs de las funcio* 
rses trijomxmciricas, 

] . cosh® x — senh 1 x = 1. 

2. senh £ — xt = — s^iih x. 

3. eosh £ — x] * cosh x. 

4, tsnh { — k) = — lanh .*v 

5. frcnh lx + y) = senh x cosh y + cosh x senh y. 

6. cosh (x + y) — cosh x cash y + smh x scnh y 

7, senh 2 a — 2 setth x cosh 

8, gash 2x — cosh 3 x + srnh®x, 

9, ceshx 4- sensShi x = e*, 

1 0. cosh x — senh x — $ \ 

11, (coshi + wnh x)* = cosh nx + senh fix (n cxitcro). 

12- 2 s™h 2 | .V = cosh x — 1, 

13. 2 oosh* jx = c«h x — I . 

14. tanMx +- sech 1 * = 1. 

15. cot h 2 x — cseh” -« — 1, 

|6. Sicndo scnhx = | halLar cosh x. 

17. SasEsdo cos-h x = f y x > 0 cilculur senh x. 

|£. Siendo tanh* =A ► calcular scnhx y cosh x. 

J9. Sbndo senhx = f > aenh y ** | hallar cosh {x + y). 

20. Sicrwlo tanh X = J, hallw tsnh 2x. 

En (os Ejfifoigios del 21 al 26 demostrar las formulas de dehvtciiSn<. 

21. £> senh x se cosh x. 24. D colh m = — gsch' 2 x. 

22. D cosh x — senh x. 25. D sech x = — ueh x tanh *, 

23. D tanh x = «ch ! x. 26. D eggh xst — each x colh x. 


6.20 Dertvadas de funciones inversus 

Hemos aplicado el proceso de inversion para constroir la funcidn exponen- 
tial a partir del lopritmo. En la prdxima Secddn, invertiremos las funciones trU 
gonometricas, Al llegar a ests punto eonviene considers an teorema general que 
demue&tra que el proceso de inversidn transmite la derivabilidad de una funcidn 
a su in versa. 

teorema 6,7. Supcmgamos / estrietamenfe crecieme y continua en un in - 
tervato [ff, b] t y sea g la in verm de f. Si exist* la derivada fix) y no es nula en 
un panto x de <>, b) t ententes la derivada g'iy) tambim existe y no es nula en el 
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correspondents panto y. siendo y = f(xh Ademas, las dos derivadas son reci- 
procals una de otra ; esto es t tenemOs 

{6A2) *'(>•) = — ■ 

Sofa: S3 usamos la notacldn <d« Leibniz y escribimos y en lugar de fix}, dyfdx en 
lugar de fix}, x en lugar de g{y) y cambiamos g\y) por dxfdy t entonces la igtialdad 
(6.42) se ccnvietie et} 

dr 1 

5 "(IT 

quc tienc 1* apariencia de una trivial j den tided algebra ice 

DemOsiradSft, Supdngase que x es un punto de ia.b) so el que f(x) 
existe y es distlnta de eero, y $ea y = f{x). Se trata de demostrar que el cociente 
de diferencias 

gty + k) - g(y) 

k 


itende al limits t ff'(x) cuando k 0. 

Sea h = giy 4° k) — giy), como x = g(y) es h = giy -\- k) — x o x + 
+ ft — g{y + k). De aqul nesulta y+ £ = /(*+ ft) y por tanto k = j(x±h)~l(x)* 
Obsirvroe que h^O si k^Q ya que g es credent® en sentido estricto, Lue- 
gO, si k¥=Q el cociente de diferenetas en cnestion es: 

g <y + fc) - siy) h 1 

(6 - 43) Jt fix + h) - fix) U(x + h)- f(x)]fk ‘ 

En vimid de la contimildad de g en y [propiedad (b) del teo-rema 3-10] cuanda 
Jt -» 0 la diferencia g{y + k) - giy) -* O r o sea h -* 0 cuando A -» 0 Pero -se 
sabe que el cociente de diferencias del denominador del ultimo mtembro de 
(6,43 Jt lends a /'(*) euandt? h -* 0 [puesto que fix) exisie]. For tanto, cuando 
k -*■ 0, el cociente del primer miembro de (6.43) tiende al limite 1 ff'(x) lo eual 
praeba el teorema 6.7.. 


6.21 Invenas de las fun clones trigonometricas 

El proceso de inversion se puede aplicar a las funciones trigonometrical 
Se etnpeiara par k functtin seno. Para determinar una inversa hnica se ha de 


□vrionte 


2-rial 
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const derar un infervalo en el que el seno sea montitono. Mav, evidenteniente, 
muchos de estos intervales, par ejemplo [— ^ Jf], (fir, |tt]^ [ — Sit, — etc., y 
se puede e$coger uno cualquiera de ellos. Se acostumbra iomar [— ^ir, $ir] y de- 
fin ir una nueva funcidn / como signer 


/(*) = sen x si - < * < ^ ■ 


La funcidn / as! definida es ereciente en sentido estricto y tom a todos los va* 
lores entre — I y + 1 exactamente una vez en el intervalo[— 4n\ fff].(v6ase fjgu* 
ra 6,9)- For Unto, hay una unica funcidn g definida en [ — 1, 1] que asigna a 
cad a numero y de [ — 1, 1] el numero x de 1— para el cual y — sen x. 
Ista i'ttncidn se denomina inverse del seno o arco seru> y sxi valor en y sc designs 
por arc sen >\ Asi 


u = arcsena implies t? =■ sen u 


rr . .*r 


La gjfiftea de arco seno se ha dibujado en la figura 6.10. Observes? que d arco 
seno no esta definldo fuera del intervale [ — 1, 1], 

La derivada de arco seno se puede oblener medknte la fbrmttla (6,42) de la 
Seccidn 6.20. En este caso se dene f{x) — cos x que es d is tin to de cero en el 
intervale abierto (— 4^, |jt) . En virtud de la formula (6,42) se dene: 


v v 1 1 

* o> - - 


si — 1 < y < 1 . 


/'{-*) COS X V 1 -sen* x V' l -y i 

y con no caoibio de notacidn se puede escnbir este resultado como sigue: 


(6 44) 


D arcsenx = 


1 


si -(<>:<!. 
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Evidentemente, esie resultado da lugar a una nueva formula de integracidn, 
que es 

f J i 

(6.45) I . dt ac arcsen x , 

V 1 _ jf* 


vdlida para — 1 < x < 1. 


Nota; La integral en (6.45) se puede totrtar como pun to de parcida para uns tcoria 
complctament? anaLitica de las funciones trigonomStricas, sin ninguna referenda a la 
Gcomctris, La idea, enpucsta brevemente consists en empezar con la funcidn aroo sene? 
deftnida por la integral (6.45) igual como se define el togaritmo median te una integral. 
Lucgo la funcidn seno se define como in versa de are sen y cl coseno como la dcrivada 
del seno. Pars llevar a cabo completamente este programs, se han de precisar muchos 
detallcs, por lo que «qui no se intenlarfl, En el eapftulo 11 se mencionari otro mtlodo 
para inlrodueir analflicamente las funciones trigonometrical. 


Con la notaddn de Leibniz para integrals indeftnldas se puede escrabir 


(6.46) 


f tlx = 

J V| _ *- ' 


= arcsen x + C . 


Integrendo por partes se obtiene oira nueva formula de iniegracidn. 


/■ 


a resen x dx = x arcsen x 


_ f x dx _ 

J VT— r 1 


x arcsen x 


+ Vi - x J + c , 


El coseno y la tangente se invierten de forma an&loga, Para el coseno se 
acostumbra elegir el intervals [0, ir] para hacer la inverstdn (vease fig, 6.. 11). 
La funritin in versa resultame,, llamada areo eosepo, se define como stgue; 

u = arocos v im plica v = cos u y 0 u £ w , 


En la figure 6,12 esta represented a la grafica de la funcidn arccos. 

Pare inverter la tangente se eiige e! intervale abierto ( — (vease figu- 
re 6.0) y se define el area tangenie como signet 


u = arctan v implies v = tan u 


v ^ ^ 
- r- < « < T 
2 2 


En la figure 6,14 se ha dibujado una pane de la grafica de la funcidn arco 
tangents. 
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El razontuniemo utilizado para dedudt (6*44) se puede aplicar a las fun* 
clones arco coseno y arco tangents con lo cua! se obtienen las. sigtiientes formulas 
de derivacLon : 


16 - 47 ) 


D anecos x 



vfllida para — 1 < x < 1 y 


(6-48) 


D arctan x ■* — — + 
1 + x* 


valida para todo el n timer o real x. 



FrcUPA & 13 y 55 tan x 


Figlra &J4 y = arclanjf 
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(6.47) $e puede tradutir en fa siguientc formula de integration: 

( 6 . 49 ) I — dt = (arccos x — arccos G) = - — arccos x 

J« V i — f 2 

si — 1 < x < L Comparando (6.49) eon (6.45) se deduce la relation bn — 
— arccos x = arc sen x (Jo que tambien sc puede deducir de la cotiocida j dent id ad 
sen (iw — y) = cos >\ escrifeiendo y = arccos x). Con la notation de Leibniz 
para integrals defioidas se puede escribir (6.49) eomo sigue: 


(6,50) 


/ 


dx 


VTT'r 1 


= arccos x 4- C 


Anibgamenie, de (6.48) se obticne: 


(6-51) 


p dt = 

J) 1 + t' 


= a rctan jc 


Jr 




+ X* 


= aretam x + C 


Aplieando el metodo de integration por partes junto con (6.50) y (6-5 U §e 
pueden deducir las siguientes formulas de integration 


r , 4 r 

J arccos jc dx — x arccos x 4- | : = 


= Jc arccos jc 


- vi - jc» + c t 


j 


arctan x dx = x a reran x 


I x dx 
J 1 + x 


— x arctan x — | log (I + x*) + C . 


Las inversas de la cotangenie,. secants y cosecante se pueden deinir por 
medio de las siguientes formulas 


(6.52) 

(6.53) 

(6.54) 


arceoi x = arctan x 

2 

arc sec x = arccos - 
jc 


arcese x = a resen — 

x 


para todo x real, 
si |x| ^1, 

si |x| i> 1 , 


Las formulas de derivation e integraeidti para estas funtiones se encuentrsn 
en los Ejercitios siguientes. 
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6,22 Ejercicios 


Dedueir las formulas de derivacidrn dadas so k>s Ejerciciios 1 al 5. 


L D artcos x = 

2. & arctan x - 

3. Dafcc^lJc - 

4. D aicsecx = 

5. D a re esc x =? 


X'l -x* 

1 

1 4 x 2 
-1 

I +X 3 

l 


I*IV^ - i 

-1 


si =1 <i < 1, 

para todo x tea], 
para redo x real. 

*i W > 1. 
si |x| > 1. 


1*1 Vx* - 1 

Bedurir las fdrmnilas de tiareiiraeidtii de los Ejercicios 6 al 10. 
6. f arCCOt x (be - xarccot x 4 | log ( I 4 x 1 ) 4 C. 


7. f anc&ec x dx = x arose C x - log \x 4 \V — U +• C. 

J U1 

8. | arccsc x dx - x arccsc x 4 ^ log ]x 4 V X s — II 4 C. 

9. J (arcsenx)* dx - x(Hrcscnx) 2 - lx 4 2v'l — x 3 arcsrnx 4 C. 

fa resen X 

10. — ^ — dx = log 

It. (ai Demoslrar que D j arceot x — arc tan ■ | = 0 para todo v ** 0. 

(b> Probar que no exists ningun* constants C (al que arc coe x - arcten(!/?} = c para 
todo x ^0- Explicar por que egto no coni rod ice el leorema de li derivads nula <ieo> 
rente 5.2}. 

En Cos Ejereieios 12 el 25, encoortror is derivada fix). Se supotw que en cada caso 3a 
futtddn f esti defusidd pare (odoi los vulores reales, x para los cuales 9a formula fix} llene 

Ecntido. 


1 - V i - ** 


aregen X 


4 C. ' 


1 2. f{x) = a resen - . 


13. f{x) ™ arccos 


I -x 

VT 


14.. fix) = srccos- . 

Jt 

15, fix) — arcsen (aenxK 


iDvriah 


aterial 
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16, fix) = \ x — arctan v a, 

17, fix) = arctan x + l arctan (**). 

1 - x* 

f(x) -arcsen-p— 

19. fix) = arctan (tan 2 *), 

20, /(*) - arctan U + V'T" + a 4 "), 


21, f(x) = arcsesi (sea* — cos x) 


22. f{x) = arccos. V 1 — x t . 

. 1 + X 

23. f[x) * arctan . 

I — x 

24. fix) = [arccos (rf)] -3 , 

25. f(x) = log | arccos j 


26, Probar que dy/dx — (x + y)/(x - y) si arclg (y/x) — log Vx* + y*. 

27, Calajl&r d*yfdx* si y = (arcsen je)A / J — -rfpara \x\ < I 

28, Sea /(*) - arctan x - x + Examinar d signo de f, para demostrsr que 

x — — < arctan x si Jr > 0. 

El) los Ejercicios 29 al 47, calcular las integrates indftfmidfli. 


29 

30, 


dx 


a ^ 0. 


■ j vv 

' Jvi -2*~ 
r dx 

31, a 

y 


32. 

33 


(ab ft 0), 


■ j**-* + -> 

34, J x arctan a dx. 

35, J x 3 arccos a dx. 

36. | x(aretan a)* dx, 

37. J arctan y/xdx 

41 ' J : 


dx 


h a. 


V(x - d)(b - x) 

UndicacMm x - a = (b - a) serf «.) 


d 


38„ I — ^ 


arctan \ x 


dx. 


y x(i + x) 

39. jyl — X s dx.[Indicacidn : x - shim.] 

imlnu x 


w - J(TT^ 

4I - J a + *y * J * 

4L J(TT 
«. J T 

44. j 

<>■ W- 


•rf) 

’arccot rf 


dx. 

dx. 


a > 0. 


46. | v U‘ — «K b — x | dx, b ^ u, 
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6.23 Integration por fracciones simples 

El cociente de dos polinortiios se denomina funcidn rational. La derivation 
de una funcitin rational conduce a una nueva foncidn rational quo puede obte= 
nerse por la regia de la derivada del coden to, Por otra parte, la integracidn de 
funciones rationales pitede conduct? a fund ones que no seam rationales. For 
ejemplo, se tiene: 

= arctan x + C . 

1 + x 

Se dara a coniinuatidn on metode para calcular la integral de una funcion ra- 
tional eualquiera y se vera que el resultado puede expresarse siempre por medio 
de polinomios, fundones radon ales, arcotangentes y logaritmos. 

La idea basica del metodo consists en dcscomponer una. fraction cn sums 
de fracciones simples que pueden iniegrarse por las kenioas dadas anteriormente. 
Se expond la manera general de proceder por mediO' de on ntimero de ejeim- 
plos senctllos que indican todos los pasos tsentiales del mtiodo. 

EfEHPLO L En eslt ejemplo se empieza con dos fracciones simples 
l/(x — 1) y l/£x + 3) cuyas integrates se conocen, y se ve qu4 ocurre cuando 
se forma una combination lineal de estas fracciones. For ejemplo, si se toma 
dos veces la primers fraction, mas Ires voces ia segunda, se tiene 

2 _J 2(x +3> + 3(x - 1) = 5x + 3 

x - 1 X + 3 = (X - IK* + 3) X s + 2x - 3 

Leyendo ahora esia formula de derecha a izquierda, dice que la funcidn ratio- 
na! r dad a por r(x) = (5x 4* 3)/(x a 4- 2x — 3) se expresa come una combination 
lineal de l/(x — 1) y l/(x 4- 3), For tamo, se puede escribtr la integral de r 
escribiendo: 

f— ^L±i_ j x = + 3 f-^- =. 2 log |* -l| + 3 log|x + 31 + C. 

J x s + 2x — 3 Jx — 1 Jx4-3 

ejemplo 2. El ejemplo anterior sugiere un procedimiento para calcular 
integrates de la forma /(ax 4- b)/(x* 4- 2x — 3)dx. For ejemplo, para calcular 
J£2x 4’ 5)/(x a 4- 2x — 3)dx se trata de expresar el integrando corno combine 
cion lineal de l/(x — 1} y l/(x + 3) escribiendo 

2x 4- 5 _ A B 

x* 4- 2x — 3 x — 1 x 4* 3 


/ T- 


= log |x| 4- c 


! 


TlClht 


in 


( 6 . 55 ) 
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donde A y B son constantes que se Kan de determinar Si se puaden ancoiurar A 
y B de matter* que la ecuacldn (6. 55) sea una identidad, enipnees la integral de 
la f race ion del pr imer miembre es i gual a la suma de las integrates de las fraccio- 
tits del segundo miembro., Para hallar A y B se 1 multiplican am bog mi cm 
bros dc (6.55) por {x — 1 Kx + 3) para quitar los denominadores, Con lo coal 
sc tienc 

(6-56) A(x + 3) + B(x - 1) = 2* + 5 , 

Para determinar A y B a pars 3 r de esta igual dad hay dos me sodas cornu nmenfe 
usados, Uno cons isle en 3 guslar los coeficienies de las potencias iguales de x en 
(6,56), Esto conduce a las ecuaciones X + = Resolviendo 

este par de ecuaciones simultaneas, se obtlene A =\ , B = 1- El otro mdtod'o 
consiste en dar a x en (6,56) dos valores distintos con lo cual se obtlene otro 
par dc ecuaciones en A y B* En este easo particular, la presend a de los factores 
X — l y x A- 3 sugicre cl tpraar log valores x = 1 y x — — 3, Poniendo x = 1 
en (6,56) el coeficiente de B sc anula y se dene 4,4 = 7, q sea ,4 -= f. Analogs- 
mente se puede anular el coeficiente de A poniendo a = — 3, con lo eual — 4B = 
= — I , o sea B = ir En am bos cases se han hallado los valores que satisfa- 
cen (6-55), dc manera que se tienc: 



2x + 5 
+ 2x - 3 




+ 


sj 


^ = bog|*- L| -t- bog I* + 3| + c 
X H- 3 4 4 


Es claro. que el metodo expuesio en el eietnpb 2, se a plica tambidn a inte- 
grales dc la forma fj(x)fgix) dx en las que / es un polinomio lineal y g un poli- 
nomio cuadrdtico que se puede descomponer en products de factores lineales 
eon codictentes reales g(x) = (a- — a,)(a — a*), En este caso, el coriente se puede 
expresar como una combi nacidn lineal de l/Qr — a,) y 1/(x — x z ) y la inte- 
gracidn de f(x}/g(x) conduce a la combi nacidn corre&pondiente de los terminus 
logammicos log |r — jf,| y log; x — xj. 

Los ejemplos precedentes se relieren a funciones racionales f/g en las que 
el grado del numerador es menor que el dd denominador, Una funeidn rational 
con esta propiedad se denomina una funciun radonal propw. Si f/g es tmpropia, 
es decir, el grado de / no es menor que el grado de g t se puede expresar f/g como 
suma de un polinomio y una funs son radons! props a* En efecto, basis simple- 
mente dividir f por g para ob tetter : 


- 6(a) + 


it*) 


■fr 


ay rights 


-rial 


M 

Six) 
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donde Q y R son polinomios (I Lam ados cotiente y resio, respect ivamente) tie ma- 
nera que el resio es de grade menor que g. Par ejetnplo: 

* 3 + 3.v _ - , 10* + 6 

- 2* - 3 x* - 2x - .3 ' 

Por tanto„ a! estudiar la tecnica de integracbn, no se quka generalidad Is mi tan dose 
a las funciones rac tansies prvpias y por lame en ta suresivo sc cousiderara 
Jf{x)/g(x) dx donde / es de grade menor que g. 

Un teorema general de Algebra dice que toda functan racional sc puede 
express? como sum a finite de fr acetones de la format 

A Bx + C 

(x + af y { x * + bx + cY* ' 

donde k y m son entcros positives y A, B, C, tf, b, c consiantes con la condiddn 
b* — 4c < 0. Esta condicidn indica que el polinomio x* 4- fr* -r c no se puedte 
descomponer en fac tores lineales con coeficientes reales, que es 1o mismo que 
deem que la ecuaeidn quadratics, x 1 f bx -f c = 0 no ticne r&fces reales, lit* 
polinomio de esta forma se dice que es irreducible en el campo real. Cuando una 
funcidn radons! se express de la manera indicada se dice que se ha descom- 
pucsto en jmccione$ simples. Por tan to, el problema de integer esta funcidn ha 
quedadu red Lid do a I de Integra? sus fraccctanes simples,, to que se logra fac 11 
mente eon las t&nicas que se exponen en los cjemplos que siguen, 

Aqui no se iratari de probar que la descomposieiun en fracciones simples 
existe siempre, sino que se vera (por medio de ejemplos) edmo se obtienen las 
fracciones simples en prdblemas concretes, En cada caso^ cuando surja, la des- 
composicidn en fraccbner pardales se podra efectuar directamente. 

Es conveniente discut ir por separado los cases, segun sea la forma en que 
se descomponga el denominador del cociente lix)/g(x) en products de factoies, 

CASO 1 . Et denominador &s un products de factares lineales distintos. Su- 
pdngase g(x) descompuesto en n f adores lineales, es dedr: 

£<*) = {x - *,)(* - x t ) - ■ (x - xj . 

Se observa que una combinacitin lineal de la forma 



se reduce a una limea f race ion con el cocntixi denominador g(jt) siendo el nume- 
rsdor de esta fr&cckSn un polinomio de grado menor que n que con liene las A. 
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For tanti), si sc pueden encOntrar las A dfi manera que este nutnerador sta igual 
a fix) se tiene la descomposicidn 

${x) x — x i x — x :rt 1 

y la integral de j(x)fg(x) serf igual ajLiA- log \x — xi\. En d ejemplo que sigue se 
resolverf un case para n = 3, 

4- 5v — i 
— — if. x . 

r 1 4 a* — 2 a- 

Sduddn. Puerto que x* + x* — 2x = x(x — 1 )ix 4 2) e! denuminador cs 

el producto de factored liueales disdntos y se irala de hallar Am A tf A*, de manera 

que: 

2a~ 4 3 a' — 1 ^ 4 ^ ^ A 3 

x 3 4 x 1 - lx ~ x ' x — I ' x + 2 ' 

Qukando denominadovts se tieue 

lx' 1 4 5x - 1 = 4 3 (.v - [){x 4 1) 4 .-44. v 42) + A 9 x(x - 1). 

Para x = Q se dene — 24 , = “l, es dedr, 4, = Para r s 1 se obtiene: 
34a ^ t>, o sea, 4a = 2, y para x = —2 results 6A } = — 3, o sea, 4 a = — J. For 
tanio se dene: 

f 2x g 4 S * — I _ l dx * f fix _ J f rfx _ 

J T a 4 , X ‘ _ 2x X ~ 2 J * jx - \ 2 J X 4 2 

— | log | a | 4 2 log jx - If — | log | x 4 2| 4 C 

C.45Q 2, El denominador es un producto de (adores litteales idgwios de bs 
cuales se repiten, Se i1us.ua esie east) con tin ejemplo. 

f x 2 4 2x 4 3 

ejemplo 4, Imegrar — dx. 

k J (v - n+v + ip 

Solution. Sc ham de encomrar 4 , , 4,. 4, de manera que 

** + ** + l - Sl. + -A.. + _di__ 

(. t -l)(* + l» a x-l X+I (X-H> 2 
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Son necesarias las dos fracciones A 2 f[x + 1) y A a /(x + l) 1 , asi como A, fix — 1) 
a fin de conseguir un polinomio de grado dos en el numerador y fener tarn as 
ecuaciones como consumes euando se trate de de term mar las -4. Quitando deno* 
min adores se tiene: 


( 6 . 58 ) x*- + 2 x + 3 = A |( v + if + A t {x - I || v + I ) + A£x - 1 ) . 

Sustituyendo x = 1 se tiene 4,4 , = S o sea Si x = “ 1 se obtiene 

— 2A a = 2 y ,4 a = — 1. Se nece&ita oira ecuacitin para dcterminar A 2 . Puesio 
que no es post bile otra etcccidn de x que aimlc algiin factor, se procure tomar x 
de maneta que los caleulos scan lo mti s sencillos postbles, Pot ejetnplo, hacienda 
x = 0 se llega a la ecuacidn 3 — 4,— — A 3 de lo qua results A 7 = — |. 

Otro melodo es derivar ambos miembros de (6,58) y luegq sustituir una x conve* 

nieme* Derivando en (6,58) se obtiene la ecuacidn 

lx + 2 = 2 A,(x + 1 ) + A*{x -]) + AA.v + D + A it 

y hacienda x = — 1, se encuentra: 0 = — 2 A, 4- A, es deeir A x “ I = — X 
como antes, Halladas las .4 qoe satkfacen (6.57) se tiene: 


r 2x + 3 th ^3 r dx _ | r dx _ r dx _ 

J (x - 1 K-t + 1 f £ X 2 J x — l 1 J x + I J { X + if " 

= ; log I* - 11 — \ lo 8 \* + 1 1 + — + C . 

j— •_ Xr 1 

Si, en el primer miembro de (6,57) hubiera habido el factor lx +■ 1)* en 
^ez de (jf + I) 1 se hubiera tenido que aftadir en el segundo miembro el t£rmmo 
Aj(x + If. Mis general, ii un factor lineal aparece p veces en el denomination 
para este factor se ha de tomar una suma de p t^irninos, es deeir: 


(6.59) 


A k 


donde las A son constants, Para cads factor lineal repetido so ha de tomar una 
suma de este tipo. 


CASO X El denommador emtiene factor** cuadrdtko* irreducible* ningu- 
no de los males se re pile. 


EIEMPLO 5, 


Integrar 


J 


3x ; A 2x - 2 


dx 


4/nc 


frial 


.v 3 - i 



Integration por fracciones simples 


121 


Solution. El denominador se puede descomponer en el produclo ... :i — i _ 
= (.v — l )(-v* + v 4 I h donde x 2 4 x + 1 es irreducible, y se tiene yroa descompo- 
sicidn de la format 


3 a s 4 2x - 2 _ A Bx 4 € 

x 3 — 1 x — I x* + x + 1 

En la fraction de dcnominador x' 2 + x + I se pone eomo numerador un polingmio 
de primer grado Bx 4 C a fin de tener tanias ecuaciones como eonitantes cuando 
se detemiinan .4, B f C. Quiiando denominadores y resoiviendo respeeto a A, B, 
y C se dene: A = 1, B = 2, C — 3. Por tanto, se puede escribir: 


f ^ + 2 x - 2 

J x a - 1 




2 x 4 3 
x* 4 x 4 I 


dx . 


La primers integral del segundo miembro es log x — I), Para calcular La gegunda 
integral, se escribe: 


f _2x + 3_ Jx _ f^£ + l_ rfl + f — 4 

J ** + ^ + 1 J x* 4 x 4 I ~ x 4 * + 1 

= log (x* 4 Jr 4 0 + 2 j 


(x + if + I 


Hade ndo u = x 4| y * = Vf la iSIlima integral es: 


J Jm 2 „ H 4 rx 

2 - ■ — - — - arclati - = - V 3 arctan 

J tr 4 at* x a 3 


2x_+_l 

V -3 


Por tanto se dene: 

~ V2 ^ 2X ] dX = IOft |X " 1 1 + (** + x + 1 > + ” v/ 3 arctan 1 1 4 € 

CA SO 4. El denominador eoniiene Jactores cuadmikm irreducible s atgunos 
de los cuales estdn repetidos. La situaddn aqui es aniloga a la del caso 2. Admi- 
times que es posible una descomposiddn de f{x)fg(x) en fracciones simples, en 
primer lugar en una suma de la forma (6.59 J por cada factor lineal, tal CO mo 
se dlio antcrionxienie; y en segundo lugar, si un factor cuadratico irreducible 


>DvriQhtE 


trial 
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se repite m veces, se admite que se puede descomponer en una suma de m ter- 
nrinos, die la forma 


f B *x + c * 

£4 iX + bx + e f ' 
1-1 


donde tad a numerador es lineal. 


El EM F LO 6, Integrar I — + 2x * A + 2 

J (a - I )U a + 2) a 


Solution. Se escribe 


- x 3 + 2x* - x + 2 _ A Bx + C Dx + E 

{ x - 1){ + 2 f x-\ x a + 2 {x t + 2>* ' 

Guitando denoininadores y resolviendo re spec to a A, B r C, D, y E se tiemc 

A^l Bml c=-l> D = — \, E = 0 . 


For lanto. resulta* 

- a 1 + 2.* 2 - 




{X - l)U a 


+ 2) 3 J x - 1 J jc 1 + 2 J ( 


x dx. 


(V + 2)* 

= L f . 1 f 2 .v dx _ j f dx _ 1 f 2 xdx 
' 3 J x — 1 3 Jx a + 2 3 J x 1 + 2 2 J {x* + 2f 

= - log | x — 1 1 + ^ log U 2 + 2) - ^ arctan -7= + 

3 3 6 v 2 


+ i 


1 


2 a 2 4- 2 


+ C 


Los- ejemplos precedentes son tnedelos llpicos de los que se presents n eo 
general. El problems de la integration de funciones rationales propias se redtice 
al cllculo de integrates de la forma 


f dx 

j' xdx 


dx 

Hx + ar’ 

J (:k s + bx + c) m 1 

y 

J (X s + bx + cr 



r J 


righ 


nl Sf( 


rial 
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La primera integral es log x + a si ft — I y (x + $■ n > 1. 

Para cal cuter las oiras dos se express la forma cuadratica como suma dp dos 
cuadrados: 


jt 1 + hx + r = [x + ^) + (r — = d + a 1 * 


donde u = x + b/2 j a = l\ 4e — h-. (Esto es posible puesio que 4c — (?* > 
> 0- La sustitucidn u = x + bfl reduce el problems a! de cateular 


(6.60) 


r a iiu r jfu 

J id + a*)™ y J id + dy* ' 


La primers es | log (u= + j") si m = 1 y A [d + *=)’ w /(1 — m) si m > 1. Si 
m = 1 la segunda integral en (.6,60) viene dad a po? La fdnnute: 


r du 
■ d + sr 


1 ti r 

= - arctan - + C 
a a 


El caso m > 1 se reduce a! easo m = 1 aplicando reite rad amen te la formula 
de jecurrencia: 


I, 


du 


(h“ + dy n 


j it ___ _ 

2dim - l){d + d} m 1 


+ 


2f» — 3 f du 

2 xhm - 1) J (d + df'-' ' 


que se obticnu por integration por partes. De lo dacha se deduce qtie toda funcion 
rac tonal puede scr imegrada por medio de polinomios, funciones rationales, 
arcostangentes y logaritmusl 


6 24 Integrates que pucdcn transform arse cn Integrates de ftmeiones rationales 
Una funcidn de dos variables deftnEda por una ecuacldn de la forma 

P(x,y) = i 2> 

m> ' ti n - P 

se denomina polimmio de dos variables. El cociente de dos de estos polino* 
mios se denomina funcion rackma! de dos variables. Integrates de la forma: 
jR ( sen x t cos Jr) dx donde R es una funcidn radonal de dos variables se puede 
reducir mediante la susdtucion a = tan a integrates de la forma Jrttf) du 
donde r es una funcidn rational de una variable. La ultima integral se puede 
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tabular medlante las (dcnicas que se acaban de describir. Se ilustra el m£lodo 
eon un ejemplo particular. 

EfEMPLO 1. Imtegrar f ? d.v . 

J sen r + cos x 

Solution. La susthucion U = tan lx da 


.it = 2 arctan u , dx = 


1 + tf 


du 


_ x x 2 tan lx 2u 

sen x — 2sen - cos - — - — = „ , 

2 2 see 2 tx + if 


cos x = 2 cos 3 I = — i — - 

2 sec bx 




J + if 




1 - id 

1 + u ‘ 


sen x + cos x 


2u + X - tf 

1 + a* 


For tan to se tiene: 


f dx _ , 

f e^u 

_,f 

J sen x + cos x 

J u* - 2u - 1 “ 

J (u — a )«> — h) 


dorsde a - \ + yj y b = 1 — V2. El metodo de fracdones simples conduce a 


1 

r -m . 

7 i i j 

| (u — d)(M “ 6) a — h J 

" if — a H b* 


y puesio quo, a — b = 2 v 2 se obtiene; 


(6.61) 


J 


dx 

sen x 4- cos r 



ii — 6 
u — u 


+ C = 



tan | x - 3 + V 2 
tan 4* — l — % 2 


El dltsmo result ado se puede simplificar utilizando idcntidades trigonometricas 
jdecwdss. En primer lugar se observa que \ 2 — 1 = tan 1# de manera que tl 


Copyrighted material 



Integrates que pueden transjormiirse en integrates de funckmes racititmlea 325 


numerator de La tihima fraction cs tan |.r + tan Jit. EL denominador sc puedc 
escribir en k forma: 


tan * — I — V 2 
2 


- IV2 + U 


( V 2 - |) tan - ~ l 


- ( V2 + I ) 


I — tan - tan - 
2 8 


Tottlando logariimos en la forma indicada en (6.61) y eornbinando el i^rmino 
— |\ 2 log ( \ 2 + 1) con una constants arbitrary se puede escribir (6,61) en 
la forma: 


Hf+f)| + c - 

En una Seecidn anterior sc dedujo la formula de integration 

dx 

. — arcseo.it 

V I _ Jf * 

c-omo consecuencia de la fdrmula para derivar ardsen x. La prtsencia del flrcsen x 
sugiere que tambkn podria caleularse csta integral medknte la sustitucitin trigono- 
metries / = arcsdn x. Tcnemos ententes 

x ~ sen r, dx = cos t di h Vi — x* =■ Vl — sen 1 / — cos t „ 

y encontramos que 


j 


dj V 2 , 

„ — — log 

■sen x + cos x 2 


f dx f cos t dt f j, 

, ■ = = \dt = i = arcsenx . 

J V i _ x t * cos t J 

Esta cs una bucna sustitucidn si cl intcgrando conticnc v'T — x s . En general, 
cualquier integral de la forma fR(x, Vo* — x 1 ) dx, en donde R represents una 
funcidn de dos variables, se puede transform ar median te Sa sustituddn 


x = a sen t , dx = a cos t dt , 


en una integral de la forma sen f t a cos t)a cos t dt. Esia, a su vez.se pue- 
de siempre integrar por medio de uno de 3 os metodos antes expuestos. 


eiemplo 2 , Integrar | 


A dx 


4 - x* + V4 - .T a 


wnohl 


iii 


-rial 
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j P- ■ * 

Sotaccdn. Sea x = 2 sen f, d* = 2 cos / dt, V4 — ^ = 2 cos f, y tm.-on- 
framos qye 


r x dx 

j' 4 sentcosJdf 

sen r d/ 

J 4 - + V 4 _ J 

1 4 cos 3 jf 4 - 2 cos i 

J cos f + J 


= “tog 14 + cos t\ + C = — Jog (J + v 4 — x s ) + <7 . 

El rabmo meiodp sirvc para integrales de 9a forma 

.■ 

J R(i -j- { t)*)dx ; 

se util tea la sustitwidn Irigonometrica cx + d = a sen i. 

En forma parttida se resuelven integrates del tipo 

I K(x, v V + {cx + df}dx 

mediante la susiiludtin cx + d — a tan t, c dx = a see 2 1 dt. Para integral's dfe la 
forma 


j 


R{x, v lex + d f - a 1 } dx , 


se emplea la sustiiucion cx 4- d =; a sec f H cdx — a sect tan tdt. En uno o otro 
caso, el nuevo iniegran-do se convierte en una funcidn rational de sen t y cos L 

6.25 Ejercicios 


Calcula? lis dguknlcs integrals 


1. 

2 , 

3, 

4. 


.( 

J 

\ 

\ 


2x -f 3 


dx. 


(x - 2)U + 5) 
x dx 

{x + \ H.x + 2){x + 3) 
x dx 


jt 3, — 3je H 27 
jd + 2.x - 6 
x* + Jt 2 - 2x 


dx 


<1 

■J 

•J 


Sx 1 -i- 7 


(x + 4- If 

4x 2 4- x + t 


dx. 


x 3 - 1 
x* dx 


dX r 


V* + Sjc* 4- 4- ' 
x + 2 


X s 4- X 


dx. 
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( dx 

9 ' J 


10 


1? 


{X 4 ])(X + 2)Hx + ]p 
X dx 


■S 

In + ir 

f dx 

“ J— ■ 

» 


dr 


(.v 4- 2) dr 


4r 4- 4 


dr 


15 j(r 2 - 4r + 4Kr= - 4x + 5) ' 
(x - 3) dx 


x 3 + '3 a* 4- 2r ' 


■J 

■lc£ 

■S 

■I 


l) 1 ' 

, r 4- I 

IS. | -= — -dx. 
r 3 — I 


r 4 4 I 

19. I— = dx. 


Air 2 4- l) 2 


20 . 


L J * 

} x l - 2.v :! ■ 


/ 


22 , 


23 


I - d 
_r(_r“ 4- I) 
dr 

x*~\ ’ 


dr. 


f.*. 

Jr + r 

24 f — 

' Ju* +2x + 2 )’’ 


25. 

26. 

27„ 

28. 

29. 

30. 

31. 

32 

33 

34 


j* 4 a- - | 

J Or 6 4 r + 

/ 


dr. 


2 sen r — cos r 4- 5 
dr 


I 4- if cos jt 
sct ! j 


h 
i 
I 

/ 


a cos v 
dx 


(0 < 
W > 


I +*cn a jr 
dx 


dx. 


fl 2 sen 3 x 4- b s cos 1 x 
dx 


J (a sen r 4- b cos a)® 
sen r dr 


•I 

(Vi - 

ivT= 

S 


3 4 COS X + sen x 

A 1 dr. 


dx. 


V3 - r 2 


dx- 


36. I A 


J- 

■ J V 

■/ 


r- + 5 dr . 


39 

40 


Vr +jc+ l 
/■ dx 

J Vr* + r ' 


dr. 


■J* 


2 - x — jr 5 


dr. 


a < IJh 
I). 

(dA fi 0). 

(a * 0). 


[Indieaddit: En d Ejetdeio 40, multiplicar mimcrador y dengminadot por 
Vl - x - x*>] 



528 Funcidn logaritmo, funcidn exponential y funciones trigonomiiricas inversus 

6.26 Eje ratios de repose 

1, Sta flx) = Ji(logil/W+ 1) dt si * > 0. Caleulir f{x\ + Como com probation sc 

verificara- f {2) + /(§) - | log* 2. 

2. Encontrar una funcidn /, continui para iodo * (y tto eonstaniemeruc nyla}, tal que 



sen i 

— dt. 

2 4- cos f 


5. lntdntese calcular f**/x dx aplicando el mctodo de imegraci&i por paries. 

4. Integrar J5 a log (e 40 **) dx. 

5, Una fiuttidn / estl definida por Ip ecoaeifin 


I TTf T” 

si x>0 

(a} Eflcontrar la pendienle de La griHu de / cn cl punto en que x = 1. 

(M La region del piano comprendida enire la grilles y el intervale [L4] se hsee girar 
aliededor del eje x engendrando un sdlldo de revoluddn. Calcular esta integral y prabar 
qwe m valor e$ flrlog(J5/fi). 

6, Una funcidn F est£ definida. por Ip siguientc integral indcfmida: 



(a) tPm qu6 valorem de x es clerto qye logx ^ F(x>? 

Ibi Demcratrar que Ji[V/(f +d}dt = e'^C F(x + a) — F(l + a)]. 

(cl De forma analogs, eipipur las siguientes imepalet en funcidn de V . 



7. En cadi cmo. dar un ejemplo de una funcidn cemitnua / quc satisfsga las condicionn 
fijadas para todo real x, o bien txplicar por quo una tal funcidn no exists r 

(a) dt = 

(W Sf/O) * = 1 - 2‘‘. (2* 1 lignifits y«*M 

(0 f;/(rt dt = f\x) - 1, 

8. SI f{x + y) = f(x) f(y ) para todo x e y y si /{*) as I + xg(jr) donde |W ->• 1 cuando 
x— ►{) ctemoslrar que (a) fix) exisie para cad a x t y (b) fix) = & 1 . 

9. Had a una funcidn g que liens una derivida g*(x) para cada real x y que satisfice lias 
siguienles ecuaciones: 


g{x + y) = e*g (x) + e*giy) para todo x y iodo y . 


rightec 


nal 


rm - 2 


V 
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(a) Pro bar que gi2x) = 2e*g{x) y eoconw una formula an&loga para 

(lb) Geoeratizaf (a) para dar una fdrtnula que relatione g(nx) con < g<jr> valid* para 

redo enters positive n. Probar d rcsultado por Induce ion. 

(t) Probar que g(Q) — 0 y halliir el [finite de g(fi)/lj cuandp ft — s> fl 

(d) Exisie «na cgrsiamc C (a] que (ft*) = g[x) + Ce r para tod© x. Demostrarlo y hallar 

cl valor de C. [/nJwidn; Appear 1* definition de la dcrivada de g r (x).] 

JO. Una funpdn periodica (Je periodo <2 $*tisface fix + a) = f{ x) para todo X tie SU -dominio, 
;,Que se puede dedr de una funcidn que es derivable para todo valor de x y que satis- 
face tin# ecuacidn de la format 


fix + o) = bf(x) 


par# ted© x, doodle a y b son qonsiames puaiiivif? 

11. Apll'qucse la derivacitSn logaritmicu para tleducir las formulas de dcrivacjpn de pro- 
duclOS V cocienles, de las formula# cOrrespOndlenlfiv do sumaa y difercncias. 

1 2 , Sea A = | | *{d/CJ 4- ll dt+ Ex prewar los vulorftu de las sjguieniles integrates, por medio 

de la integral A‘ 



(o) 


(dj 



di. 


+ t) dr. 


13. Sea p{x) = c t + c,jt + c** 3 y sea fix) = e*p(x). 

(a) Probar que ffO). derivada n-Mma de / cn el p.inli) 0. C5 <q + fic l +- n[n — 1 )f.| . 
lb) Resolver el mismo problems cuando p es un polinomi© de grado 1- 
(c) General izarlo a un noli non mu de grado m. 

14. Sc# ttx) - xsen ax. Probar que f ls *\x) = (^IjV^ sen vx - 2nd*"- 1 cos ax). 

15. Dcmc&trar que; 



I 

k + m + 1 



1 

k + ff 4- I 


[ImUwdon: ifik + m + U - JJ f*"*-" dt] 

16. Sea F(.v) — /Sy(0 dl. Determiner una formula (o formulas.} para cukulur F(x) para 
todo real x, si / tsd detin id* como sigue: 


<«> m = + u\f- 

fi - / a 

twyw- t _ 


si If I < t, 
si If | > 1. 


(£} fit) = e f . 

(d) fit) = el miximo de 1 y i*. 


;T Un sdlido de revoluddn e$la engendradu por la rotaeidn de 1* grilica y = f{x) para JO, u] 
alrededor del c|e x. Si para cada a>0 cl volumcn «s fl a + fl, b*Jlar La funcidn / 
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it. Sea fix) ™ e~ 7 * para iodo _t. Se dtiignd por S(f) d eotijLi nio de ordenadss <k / nt d 
inteiyalo [0. l], siendo r > 0. Sea A(0 cl irea da S(l), V(i) el volumcn del sdlido obte- 
nid» por la rotacidn dc S(i') en lomo a] cje x, y lV(rj cl vo lumen del s6Jido obtenido por 
la rotacldn de S(0 en lorno at e|e y. Calendar; aj 40 h b) t) IV(0; d) Urn 


r -« 


19. Sea e un ndmero tal quc senh c =|.(No intentar el cdlculo de c.) En cada ease halJar 
todos aquellos x (si esLsten alnunos) que satisfacen la eeuacidn dada. Expresar Sa res- 
ptsesta cn luncidn de tog 2 y fog 3- 


U) log fr" + v'V^ + 0 = e, (b) log (r t ' - y'e 3 * — I) = c. 

20- Detemdnar si cada una de las propo&iciones jiguienles es cierta o falsa- Praha r las ciertas. 

(a) 2*°^ = 5 to * 4 . 

Jogt 5 


K 

Id 2, < IV n para todo « > I. 


Ul 


m log, 5 - 


30^3 


(d> I + wnh % S cosh jr para todo x. 


En fos EjercicLos 2 1 at 24. esiablecer cada dcsiguaidad examinando el signo de la tleii- 
vjiIj de una funcitin adecuada. 


21. - x < sen x < x 


si 0 < x < - , 


K) 


l 

< - 
X 


si x > 0. 
si x > 0- 


22- < H 

x + i 
V 3 

23. x — — < sen x < x 

b 

14, (** +■ <(X* + f> u * 

25. Derriostrar que 

(a) ftf" 1 f dt - e 'if - 1 - x). 

(b) j*e~*Pdt -* 21e - 1 - * - 

P / -t- 

I e f f a di = 3 !e-'( e 1 - 1 - x - - - -J 


si x > 0, y > 0, y 0 < £3 < b. 


tc) 


(d> Emmciar la gener&liiacitfn sugerida y demoslrarla por induccibn. 

26- Si a, b, u , b t son dados, y a b -0. probar que existen constantes A, B, C laics que: 


j 


[i'j sen x + by cos x 
a sera x + b COS x 


dx — Ax + B log \a sea x -f freos x| + C 


[fnJicuctun: Probar que cxistcn .4 y B tales qtifi: 


u A sen x + CoS x = 4(fl«n x + b cos x) + B(a cos x — b wax).] 


rightec 


am 
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Ejercirios de repaso 


21, Encontrar en cada mso una funcidn /, que satisfaga Las candle iones dad&s; 

(a) f(x 9 ) * l(x para ^ >0, /(I) = I. 

(b) /teen* *) = cos a r para todo * , /(I) = l r 

(c) f'(senx) = c«s 2 * para [odp x, /(I) = 1, 

23, Una functem, llamada el fogaritmb integral y que se representa por Li $e define como 
sigue: 


Litv) => | ~ 
Jz lo g t 


si x > 2 


Esta funcidn aps.rcce en la Teoria anal ft tea de ndmeros. donde se demuestra que Li(x) 
cs una aproximacidn muy buena para el niimero de primera < x. Deduct? las siguicnies 
propledade& de Lit*}. 


(a) U(x) 

(b) U(x) 


+ 


r 

1 m 


dt 


>0^ Jz lo ^ ! log-' 


lt-1 H 

V k \ X 


log. X + i-. log 1 '''" 1 . 


+ 


f* dt 

ff! J 3 


+ c„ , 


do tide C, ea una constant® (tiependiettic dc n). Hallar esta ccmstante. 

(c) Probar que esiste una constant® b lal que $'*** e*}t dt = Li(jc>, y hollar c! vulor de b. 

Expreaar la integral J* e** /(t - 1) dt pdr medio del iogaritmo integral donde 
c = 1 + i log 2, 

tel Sea /(* = e* U{J* *) - ** si * > 3. Probar que: 


fix) 


** - "?oTT2 ' 


29 ' S™ M** - Lipiif s-i x < 0. DeTudstrar que / slenc invert, y de&tgnar e»i« invcr&a por «. 
^Cual C3 el domlnio de g? Ha] far una formula para calcular g{y) para cada y en el di> 
miniQ de g. Dibujar La grfifka de g. 

30. Sea f(x) — JoO + f A ) 1 v dt si x i 0. (No intentar el cikulo de esta integral.] 

□ ) Demostrar que / cs estrictamcniq creciente en el eje real no negative, 
bj Designer por g la in versa de /. Dcmostrar que la derivadp segunda de g es propor* 
clonal a g* [esio es. g (y} - c^y) para cade y en el dominio de g] y hollar la const an* 
te de proporeionalidad. 
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aproximaciOn de funciones 

POR POLINOMIOS 


7,1 lntroduecion 

Los polinomios ftgiiran entire las funciones mas sene i Iks qtie se esttidian en 
Analisis, Son adecuadas para trabajar en c&lculos numericos porque sus valores 
se pueden obtener efectuando tin numero finite de multiplicaciones y adiciones. 
En el capflulo 6 se vio que la funcidn logaritmo puedc aproximarse por poli- 
nomios lo que nos perm he calcular logaritmos con Sa precision que se desee, 
En este capflulo demostraremos que muchas drag funciones, tales como la expo 
nencial y las trigonometrical pueden tambien aproximarse por polinomios. Si la 
diferemcia entre una funcion y su aproximacidn polindmica es suficientemente 
pequena, ententes podemos, a efectos practices, cakular con el poiinomio en 
lugar de hacerlo con la funcion original. 

Ex is ten much as maneras de aproximar una funcidn dada / por polinomios, 
dependiendo del use que se ha de hater de la aproximacidn. En este capflulo nos 
interesari obtener un poiinomio que coincide con / y algunas de sus derivadas en 
un pun to dado. Empezamos nuestro comen tario con un ejeraplo sencillo. 

Supongamos que / es la funcidn exponential, f(x) = e J . En el punto x = 0, 
la funcidn / y tod as sus derivadas valen 1. El poiinomio de primer grado 

g(x) = 1 + x 

tambien tiene g(0) = 1 y g'{0) = 1. de manera que coincide ton / y su dcrivada 
primera en 0. Geomdiricamente, esto signifies que la gr£fka de g es la recta tan- 
genie a / en el punto (0, 1), como se aprecia en la figura 7.1. 

Si aproximamos / por tin poiinomio de segundo grado Q que coincida con / 
y sus dos primeras derivadas en 0, podemos esperar una mejor aproximacidn de 
/ que con la fonddn lineal g, por lo menos en las proximidadeg de (0, l) T El po- 
linomio 


QU) = 1 + x + iJt a 
333 
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Fjcura 7J Polinotttios de aprajcimdcitfn de l(i curt’a y = e‘ cerca did putiiu (0., \ }, 


tiene Q (0) = 01.0) = 1 y Q"(Q) = f10) = 1* La figura 7.1 nos muestra qiie 
la grlfica de Q aproxima la curva y = e* rnejor quc la recta y = 1 + * en las 
proximidad.es de (0, 1)- Podemos tatentar ado mejorar la aproximacidn utilazando 
poliriomios que coincidan eon / y sus derivadas terccra y de drdenes superiores. 
Es ficil eom probar que el polinomio 

t7,) „ w= 2 _ = 1 +)(+ - 

t-fl 


coincide eon la Juncidn exponencial y sus rt primeras derivadas en el punto 
x = 0. Natu raiments p antes de que podamos usar tales polmonijos para el cileulo 
de valores aproximados de la funeion exponencial « necesitamos alguna informa- 
ci6n scerca del error cometido en la aproximaeion. Major que discuiir este cjcm* 
plo particular eon mas detalle, e$ preferibie que volvamos a la teoria general. 
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7.2 FolinomJos de Taylor engendrados por un a funcidn 

Supongamos que / ticne derivadas hasia el orden n era el punto x — 0, siendo 
1,e in tent emus enconirar un polinomio P que eoincida eon f y $m n primeras 
derivadas en 0. Deben satisfacerse n + 1 condiciones, a saber 

(7.2) p{ o) - /( 0) , ho) = /m . . . , p w m -/ w (o) . 

asf que engayamos un polinomio de grado b, por ejemplo 

(7.3) P(x) = o t) + <qx + f a * a + 1 ' J + r,x" > 

con /i + 1 coeficientes por determ inar. litiiizaremos las condiciones (7,2) para 
determiner esas condiciones en forma sticesiva, 

Pondreuios, primero, x = 0 en (7.3) y encontramos P(Q) = c &t con to que 
Co = f(Q\ Seguldamente, dcrivamos ambos miembros de (7.1) y sustitu linos 
x — 0 una vez mas eneontrando F(0) = c L ; iuego c, = f(0). Derivando otra 
vcz (7.3) y poniendo x = 0, encontramos que F f { 0) = 2c* , de mode que 
c t — / w £Q)/2, Tras derivar k veces, encontramos FHO) = fc! Ck, y esto nos da 
la formula 


( 7 - 4 ) 




f w m 

k\ 


para k — 0, i, 2 t ... t n. [Cuando k = 0, se atribuye a f'^O) el valor /(0),] 
Este razonamiento demuestra que existe un polinomio de grado <, n que satis- 
faga (7.2). sus coeficientes son necesariamente los dados por (7.4), (El grado de 
F sera igual a n si y solo si j" >J 0.) Reciptocamente, es fficil comptobar que el 
polinomio P cuyos coeficientes son los dados por (7,4) salisfape (7.2) y por con- 
siguienle se tiene el siguiente leorema. 

teorema 7.1. Sea f una funcidn con derivadas de orden n en el punto 
x = 0- Extsfe un polinomio P y uno sdlo de grado ^ n que sal is face las n + t 
condiciones 


Pi C)=/(0) f P'm — / r (0), 

Tal polinomio viene dado por la formula 


F""(0) =f m { 0) 


jt-u 
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a 

Ln la misraa forma, podemos demostrar que exists on polinomio y uno sdlo 
de grade <. n que coincide con / y sus n primeras deri Vidas en el pun to x = a, 
En efeeto, en lugar de (7,3). podemos escribir P ordenado segum las poteneias de 
jr — c y proceder como antes. Si calculamos las derivadas en el punto a en lugar 
de 0, ilegamos a I polinomio 


{7.5} 


JM 


{X 



Este es el unSco polinomio de grado ^ n que satisfaoe las condiciones 

P{a) - /Ui ) , 7 J ‘{u) = /», . P' n '[a) = f»'[a ) . 

y se le llama polinomio de Taylor en honor del matcmatico Brook Taylor ( 1 685 
1731), Con mayo? precision, decimos quo el polinomio (7 5) es el polinomio de 
Taylor de grade n gene rad o par / en el punto a, 

Conviene tener otsa notation que indique la dependence del polinomio de 
Taylor P respeeto de / y n, lndicaremos esa dependence escribiendo P — TJ 
o P = HI simbulo T* sc denomina operador de Taylor de grado n. Cuando 

este operador $e aplica a utia funribn f t produce una nueva funcion T4t d poli- 
nomio de Taylor de grado n. El valor de esta funcidn en x se representa con 
T„f(x) o por T,, [/(*}], Si queremos indicar la dependent ia respeeto de a, escribe 
mos TJ{x;a) en lugar de T„ j(x\ t 

ejemplo 1, Cuando / es la funcion exponential, /(jt) = E{x) — e*> tent mot 
£ [A> (jf) = e' para todo k, a&i que E ,4J (0) — e" =1, y el polinomio de Taylor 
de grado n generado per E m 0 es el dado por la fdrmula 

x k x* 

TM x ) = T JS ) =. X - = L + * + - + * * ■ + * . 

^Jfc! 2! n\ 

Jt-« i 

Si queremos un polinomio que eoineida con E y bus derivadas en el punto a = 1 , 
teneraos K t ) — e para todo k, por lo que (7.5) nos da 

i) = “ *F- 


eIhmplo 2, Cuando /(*) = sen x, tenemos fix) = cos x , /"(#) = — sen a, 
r r ix) — — cos Jf, f A) ix) = sen x, etc., asi que / HtHI 5 (0) = (— 1)" y p 2 ''H(n = 0. 
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A si pues lan solo apareeen potencias imparts de jt en los polinomios de Taylor 
gencrados por la futtcidn sent), en 0, El polinomio de Taylor de grado 2/1 + I 
tiene la forma 


T^imnx) 


x — 


A 5 JC* 
- + — 
5! 5! 



- + t-i r 


X 2» T 1 

Qn + ft? 


EJEMPL© 5. Raic-nando come en et ejemplo 2„ eneontramos que Ids polino- 
mios de Taylor gencrados por la fun don coseno en 0 solo contienen potencies 
impares de x. El polinomio de grade 2n viene dado por 


T 2 Jc os x) = 1 


.t- x* x* x in 

— + ’ + ■ 1 ■ + i — I y — : 

2! 41 6! \2i\)*. 


Observese que cada polinomio de Taylor T m { cos*) es la dertvada del poli- 
nomio de Taylor r aiI _i (sen Jt), Esio es debido al hecho de que el coseno cs La 
derivada del seno. En la signicnLt SeeeSdn vemos que ciertas Telamones que son 
validas entre funciones se transmits a sug polinomiog de Taylor, 


7-1 Calculo eon polinomios do Taylor 

Si una funcidn / tiene derivadas de onden n en on punto a, podemos sietnpre 
forma r so polinomio de Taylor T u f por medio de la formula 

k 0 

Algunas veces el calculo de las dtrivadag f* K ?ii) puede resultar laborioso, por lo 
que es deseabte disponer de otrqs metodos para detenninar polinomios de Taylor. 
El proximo teorema nos cxpOrte pro pied tides del operador de Taylor qtie a me- 
nu do nos permiten obtener nuevos polinomios de Taylor a partir de otros dados, 
En este itorema se sobrentiende quo todos los polinomios de Taylor son obte- 
nidos en ttn mistno punto a. 

teorema 7,2, El operador de Taylor T\ tiene las propiedades sigukntes: 

a) Linealidad. SI c, >■ c t son comtantes, 

TdcJ + Cjg) = cjjf) + c 2 r n (g), 

b) Derivation. La derivada de tin polinomio de Taylor de f es tm polinomio 
de Taylor de f: es decir> se tiene 

(Tjy = T n af)< 
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c) Integracidn. Una integral indefinida de mt polinomio de Taylor de f es 
an polinomto de Taylor de «w integral indefinida de /, Dkho con ma- 
yor precis idn, si g(x } = /* j f(l) dt, $e tiene entonces 


r„ ,*(<)- J" n/(o rfi . 


Demostrundw. Cada propositi 6n a), b) o c) es una ecuacion que liga dos 
polincmios del misirto grade , Para demostrar cada una de ellas observemos sim- 
plemente que el polinomio que apareee en el primer miembro tiene el misrno 
valor y las rnismas derivadas en el punto a que el que apareee en el segundo 
miembro, Entonces basia que recordemos la propiedad de unieidad del teore* 
ma 7.1, Observes*? que la derivation de un polinomio rebaja su grado, en tan to 
que la integracidn lo aumenta. 

El teorema siguiente nos dice lo que sucede cuando sustituimos Jr por cx en 
tin polinomio de Taylor,, 

TEOREMA 7,5. PROPIEDAD DE SUSTITVCltfN. Sea g{x) — f{CX ), Siendo £ 
una const ante. Se tiene entonces 

T^(x ; a) = Tjicx ; ca) . 

En particular , cuando a = 0 , tenemos Txgix) = Tnf(cx). 

Pemostracidrt. Ya que g(x) = ficx) t la regia de la cadena nos da 

g\x) = eficx) , f(x) ~ c‘/M £'*'(*) = c*/ lM («r> * 

Por tanto obtenemos 


T n g{x; a) 


f&£> {x - a t-j£*2) (cx - e«)* = «) , 

k\ k ! 


E]EM PUO&- Reemplazando x por 
diemte a r 1 ”, encontramos que 

j 


— x en el polinomio de Taylor correspon- 


wo “'" ,+ ^-r •• + t - ,r b- 


n! 
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Puesio que cosh* = Je* -f podemos utilizer la propiedad de lineslidad para 
obtener 

r tH fcosh jf) = *7^) + lT tn (e *} = i + ^ + . . . + -*!l . 

21 4! (2n)! 

La derivacidn nos da 

JW-jtsenh *) = J + — H- — + ■ ■ ■ 4- ,r " ' ' , 

3! 5? {In - 1|[ 

El teorema que sigue e& tambien util en la simplifiuflcidn de ellculos eon polino* 
miss de Taylor. 

teorema 7,4. Sea P„ an polinomio de grade n ]> 1. Sean f y g dos fvneio- 
ties con derivttdas de orden n cn 0 V supongamos que 

(7.6) /(v) = PJ.x) 4- V'^U) . 

en dottde g(x) -* 0 cuando x -* 0. El polinomio P* as cl polinomio de Taylor ge- 
ne rado por f en 0, 

Demon ration. Sea h{x) = fix) — P«(x) = x*g(#), Derivando ttpetidamente 
e! producto A"gu) h vemos que k y su$ n primeras derivadas son 0 en x = 0. Por 
consiguiente h / coincide con P„ y sus n primer as derivadas en 0* de tnanera que 
P„ = T„f t como sc afirmd. - 

E|EM HLOS. Partiendo de la idemidad algebraica 

(77) rb- ,+jf+ja+ ■ + *’ + r^' 

valid* para todo x ^ l f vemos. que (7,0) sc sattsfaec eon fix) — 1/(1 — i) 
/’n(x) = 1 + x 4- . , , + j:", y g(jt) = jt/( 1 — jr). Puesto que g(jt) -+ 0 cuando 
x -> 0, el teorema 7.4 nos dice que 

T *(rh) -'+*+*•+•••+**. 

Integrando esta relacidn conseguimos este otro polinomio de Taylor 

_t „J Y n - I 

W-]og (1 - jf}] = * + - + =r + ■ ■ - + J — : - 

2 j rt + I 
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Ert (7,7) podemos reemplazar x por — x* para eonseguir 


- = r - x* + x + - - + (- 1)* x*" - (- i) s 

I + X 1 + ,¥ a 


Aplicando el leorerna 7.4 una vtiz miSj, enco-ntramos que 




hi 


Imegrando esia relation lltgamos a fa formula 


*1 

(arctan jt) = ^ 1)* 


*«© 


1 

2k+i 


7 A Ejcrdcki® 


1. Trow las grificas de 1*5 polinomios de Taylor T % (sen x) = x — . jrVJ! j T a (aet» xl =: 
= x — x 3 /y. + x r, f5l. Poner e$p««ia| ateneidn L-n las punlos en los qua las curves cor- 
tam al efe x, Cwnparar eslas gr£flcas con la de fix) — sen x, 

2. Hacer lo mismo que en et Ejercldo l para los palinomios de Taylor TV (cos x), T (cos *1, 

J fix) = COS X. 


En los Ejercicios 3 al I0 h obtener los poliromio! de Taylor Tdix) que se indicsn, Lo$ 
teoiemsi 7.3 y 7.4 ayudardn para umplilicar los c&tculos en varies casos. 


. v (bg af 

x ^Zk^ x - 

t-a 

4 - r -(rb)=i ( - ,J ‘^ 

y f k- Q 

5 i(r^) = 2 * ±frf1. 


n 

6. r„(iogd +*» =2 

Jt- 1 


(-i) 4| y 


7. T, 


(‘dm-g™ 


». r,[(i +*>■] -2(1)**. f*)« 

... • ' 
n 


*\ *(s — !)*■“■(« — k 4- I) 

~ k \ ' ' 


a-i 


'T“* 1 _ ^ " ■ 

0. T in (stn'x) x*K [Ittdicacitinz eos 2x - 1 -2sen ! jr r ] 



material 



Formula de Taylor con res to 


341 


7.5 Formula de Taylor con resto 

Volvamos ahora a um discus ion del error en la aprcximacidn de una fun- 
cidn f mediants su polinomio de Taylor TJ en. un punto a . El error sc define como 
la diferenria E n U) = f(x) — T„f(x). A si que, si / tiene derivada de orden n en a, 
podemos escribir 


a.s> 


m = y 


/ Ul i“) 

k\ 


(x — af + £*(*) - 


feta so denomina forma la de Taylor con resto E„(x) t es util cuando podemos esti- 
mar la magnitud de E n {x), Express remos el error como una integral y entonces 
se estima la magnitud de la integral. Consideremos primcro el error que aparece 
con, una aproximaeidn lineal. 


teqrema 7.5l Supongamos que f tiene derived a segunda f* continue en un 
cierto entorno de a, Enumces, para todo x en ese entorrta, se time 


fix) = fia) +/'(oX-v — a) 4- EM t 

en donde 

B,(x)= f* lx - r }/'(!) dl 
* 


Demo&tracidn. Segdn la definieidn del error podemos escribir 


Eli*) =f(x)-f(a)-f'(a)tx - a)= \* -fia) | ".if - [" |/ r (f> -/'(d)] dt, 

* id *■ si — 1 r| 


La ultima integral puede ponerse en la forma ,f * u dv. donde u = fit) — fia), 
y v = t — x, Asintbmo du/df ss f%t) y dv/dt = 1 , con lo que la formula de 
integration per partes nos da 


E^x) u de = uv - f (/ — JfJAt) dl = T (.v - t)f r (t) dl , 

- A tfi ■ <B * o 


puesto que u = 0 euando t — a, y r = 0 cuando t — x. Esto demuestra ei tee- 
re ma 

El resultado correspondicnte para un polinomio de aproximacidn de grade n 
viene dado per el siguiente 


svnqht 




in; 
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teorema 7.6, Supongamos que f tenge derivada continua de orden n + l 
en un tier to intervalo que contenga a. Entouces, para todo x m e$te inter valo t te- 
nemm ia formula de Jay tor 

fM = - 4 + E,w, 

fc! 

t-u 

simdo 

£„(*) = - f'(x - di. 

n: 

Demostracidn. El teorema se demuestra por induction respecto a n. Lo he- 
mes ya demostrado para n = 1 . Supongamos ahora que es eierlo para un cierto n 
y io vatnos a demos toar para tt 4- 1, Escribamos la f (Simula de Taylor (7=0) con 
n + 1 y ton pi y restando obtenemos 

Utilizamos la expresMn integral de £«<x) y observando que ix — &)*' '/{n + i) = 
= ftCe- tTdt se obtiene 

£*,{*) - i f\x - <)"/'-’'«) Jr - ()■ Jr = 

rr [ J u m J a 

= — I \x - . 

I! I J a 

La tiltima integral puede escribirse en la forma Jj u dv, dotide u=/^%) — 
— f-* 4 ^(a) jm' = - (x - 0* l /in + 1). Inlegrande por panes y ten iendoen cue n- 
ta que a — Q tuando t = a, y que v = 0 cuando i s= x, eneontramos que 

£»,.(*) - P« dv=-± (% du = f f\x - O’vmo dt ■ 

niJa Mlda (ft + 1)! Ja 

Esto completa el pas® inductive de n a tt T l h con lo que el teorema es valido 
para todo n > 1. 


7.6 Esiimacion del error en la formula de Taylor 

Puesto que el error £„{*) en la fdrmula de Taylor ha sido eapresado en 
forma de integral que afecta a la derivada de orden n + l de / necesitamos alguna 


p— j 
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in forma don mis acerca f***) antes de poder estimar la magnitud de E n (x), como 
se expika en d teorema que sigue, 

teorema 7.7. Si fa derivada (ft 4* 1 Y-Ssima de f sat is face las desigualdades 


(7.9) + t)< M 

par a Soda t. en un cierta intermit? que cOntenga -a, entpnces para iodo x en este 
intervale t enemas la estimacidn uguiente 


(7,10) 


(A - ft) i+1 
m — 

(ft + D! 


< E h {x) <, M 


(x - a)'* 1 
in + 1)1 


si x > a , 


y 

(7.1 1) 


(a - m ni i 

(n + 1)! 


< 


i-lf+ l EJx)£ M — — 

in + I)! 


si x < a . 


Demos! ration. Supongamos que x > a. Ententes 3a integral para EXv) se 
exiiende al intervale [a,x], Para cada t cn este intervale tenemos (x — i) n > 0, 
eon lo que las desigualdudes (7.9) nos dan 


m 


(x - D" . (.1 - rt’ 


/"■‘Vi £ M 


ft! 


(x - ty 

n! 


Integrando entre a y x t crtcomramos que 


(’■12) I \x - 0" .11 < £„(*) < f'u - rt" <11 ■ 

ft l J H. ft ' J, a 

La sustitucion u = x — t. du — — eh nos da 



m .x r— * 

- crdti=- 

■r B 


(X — If ! 1 11 

n 4- l 


con lo que (7.12) se reduce a (7 . 1 0>* 

Si x < a, ]a integration se efectua en [x, trj. Para cada i en este iniervalo 
lenemos f > con lo que ( — 1 > rt (jr —/)"=(( — jr) 1 * >0. Por consiguieme, po- 
demus multipIEcar las dcsigualdades (7.9) por d factor no negaltvo (— l f(x— 
e irtegramos etUre x y a cbteniendo (7.1 1)- 
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tjEM plo 1, Si fix) = e r y a = 0, tenemos la formula 


x* 


e '= 2 r; +J5 *<*> 




Puesto que /*' hL \ jeJ = <f p la denvada f" +i> cs monolona crccicmc tn cualquier 
intervals, y por ianto saiisface las desigualdades e h ^ ^ & en lodo inter- 

valo de la forma [fr.c], E& un lal inter valo, fas desigualdades relatives a E>A%) 
del teorema 7-7 se satisfacen para m = e k y M = e r . En particular, cuando 5 = 0, 
tcnemos 






(#i + 1)1 


< EM £ 


in + 1 )! 


si 0 < x c . 


Podemos utilizer cstas estimaciones para calcular el n uni era e de Euler. Se 
toma b “ 0, c = 1, x = l p y teniendo esi enema que e < 5 obte nemos 


(7J3) 



dgnde 


1 

(n + D! 


< EM < 


3 

in + 1)3 ' 


Esto pe Finite el calculo de e eon el grado de aprodmacidn que se desee, Por ejem- 
plo, si desea mess el valor de e con sieie e liras decimates exact as, degimos un 
n tal que 3/(« + 1)1 < J 10 Pronto veremos que b = 12 & sufieicntt, Con 
bastante rapidez se puede calcular una labia de v stores de \fn\ deb i do a que l jn\ 
pucde calculate dividiendo l/{n — 1 )! por n. La siguiente tabla para 3 <[ n <i 12 
comiene csos tiumeros redondeados hasU nueve decimates. El «redondeo» esta 
en cada caso indicado por un mil o un menus lo que nos indica si la correction 
es por excess o por defecto. (En cualquier caso, el error es me nor que media 
unidad del ultimo orden decimal consider ado.) 


I 

n fll 


3 0.166 666 667 - 

4 0.041 666 667 - 

5 0,008 333 333 + 

6 0,001 388 889 - 
1 0,000 198 413 - 


l 

n n] 

8 0.000 C)24 802 - 

9 0,000 002 756 - 
m 0,000 000 276 — 

1 1 0,000 000 025 + 

12 0,000 000 002 + 
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Los term in os corresponds Me* a n — 0, 1,2 ttenen $uma ». Sum an do csLe 
numero a fus va lores de la tabla (para ^ <[]2) f obtememos urn total de 2,718281830, 
Si icnemos en cuertta los rcdondcos, el valor efectivo de esta suma puede ser 
rncnor que aqucl valor, difiriendo a lo sumo en l de una unidad de! ultimo orden 
decimal eonservado (debido a los siete signos memos), o puede exceder a lo sumo 
on | de unidad del ultimo orden decimal (debido a los ires signos memos). Lla me- 
mos a la suma s. Enlunces todo lo que podemos asCgur&r media tile CsLC cikulo 
es la desigualdad 2,718281826 < s < 2,718281832, La estimation del error 
EyAD nos da 0 .000000000 < E u {\) < 0,000000001. Puesto que e = s + E,*(l>, 
este calculo nos Neva a las desigualdadcs siguientes para a 

2 .71 §28.1 826 < e < 2.71 828 1 831 


Eslo nos dice que el valor de e, con siete cifras decimates, es e = 2,7182818, o que 
el valor de e redondeado a oebo dees males, es e — 2,71828183. 


dpf.mplo 2. Jrraciunatidad de e. Podemos utilizer 3a anterior estimation del 
error £„(]) para demostrar que <? es irrational. Empezamds escribiendo las des- 
iguatdades (7.13) del modo sign sente: 


i 


(n + 1)5 




< 


i II 


k\ (U +1)1 


Multiplkando por pi! , sc obtlene 


(7. 1 4) 


1 , 
n + I 


ft- a 


3 

n + 1 



si n 3, Para cad a n la suma ncspecto a ft es un eniero. Si e fuera rational, po- 
driamos degir n lo bastante grande para que tambien n\e futse enleto. Pero en- 
tortces (7.14) nos dim qua la diferencia de esos dos enteros sen a un numero en 
tero no mayor que + lo cual es knpotibte, Por tan to e no puede ser rational. 


Las aproximaciones por polinomios nos perm den eon Irccueticla gbtener va- 
lores numericos aproximados de integrates que no se pueden calcular directa- 
rntnte mediants funeiones tie men tales, Un ejempio farnoso es la integral 


/m = J 0 ' <>t 

que sc presen ta en la teorfa de probabtbdades y en muehos problem as de Fisk a. 
Fs> sabido que la funcidm / ast dcEinida no es una {uncivil elemental. Es deed, 


ZJVnqhtr 


>rial 
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j no puede obtencrse a partin' dc polinomios, exponentiates, lopritmos, funcionti 
trigonometric^ 0 irigonomdtricas in versa® mediant? un numero f ini to de pasos cti 
los que imervengan las ope raci ones de adicidn, subst race ion, multi plication, divi- 
sion, o composition. Otros cjcmplos que con frecuencia se presentan tanto en 
teoria como crt la prtletica son las integrates 


r.f 
J i> 


sen/ 

i 


di. 


sen(r) tit r 


J n 


^ 1 — A 1 sen" Jf di 


(En la primera de estas, se subrentiende que d cocieme (sen t)/l se reemplaza 
pur I cuando t = Q, En la tercera, A es una constame, 0<A<l.} Terminnmos csta 
Section con un ejemplo que hace ver como la formula dc Taylor puedc tisarse 
para ebtener una buena estimation de la integral '\h. 


eiemplo 3. La formula de Taylor para e r con n = 4 nos da 

■ 3 1 

PJ5| d = t + * + ~ + “ r + 7 - + EM . 

21 3 - 4 ! 

Supongatnos ahora que x ^ 0. En cualq trier intervale dc la forma [ — t\ Oj tene- 
tnos t- _r < < ,J ^ |, dc modu que ptidtmOs util tzar las desigualdades (7,11) del 
Leone ma 7.7 to mo m — y M = 1 para escribir 

0 <(- 1 )=£.(*) si .*<0. 

Dicho dc otro modo, si x < 0„ entonces EAx) es negative y > r/5!, Reempla- 
zando x por — f en (7.15), lenemos 

C7,toi e -^ { .^ + L_L + L + ^ h 


en donde - r/5i < £\( - s 1 ) < 0 + Si 0 < t < encomramos que s'" fit < 
^ 5! < 0,000009, Asi que, si iniegramos (7,16) emre 0 y l, obienemos 

rut ,ii I l 1 

f -' Jj = - - — — + — ■ — + — - ft . 

Jn. 2 3 * 2 s 5 • 2 5 - 21 7 ■ 2 T ■ 31 9 2 U 4! 

donde 0 < fJ <, 0,0000045. Redondeando hasta cuatro decimates, encomramos 
.t'yv |J dt — 0,4613. 
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* 7.7 Otras formas de la formula de Taylor con resto 

Memos expresado el error cn la formula de Taylor conio una integral 

Ejx) = - I ( x - t}" f Uni (t)d( . 
n ! 

Tambiesi pucde wpresarse en tnuchas otras formas., Puesto que el factor (x — t) K 
del integrando nunca cambia de signo en cl intervale de integration, y que es 
eominua en este intcrvalo. el teorema del valor medio ponderado para integrates 
(teorema 3.16) nos da 


(v - 07'" ' 1 '(ft di - f ' 1 ■ p ( c) I \x - m" dt = f " ' ll ( c ) - ^ * 

1,1 ~ ■! fl -j“ I 


esiando c en el intervale cerrado que une a con x. For con&iguietUe, el error 
puedc escrlbirsc en la forma 


E n (xl 


t.f 

(« + I}! 


uY ' 1 


Esta es la llamada forma de Lagrange del resto. Se parece a los antericres tertni- 
nos dc la formula de Taylor, salvo que la derivada f H ' i:i {c) esta calcutada on un 
ciertc punto c desconorido y no en cl putito u T El pun to c depende de jc y de tt, 
tanto como de f r 

Con tin razonamiento dc tipo di si info, podemos prescind ir de la continuidad 
de f K * K ' y deduct r la formula de Lagrange y otras formas del resto bajo hipdtests 
mis ddbiies* Supongamos que f n * li existe en un cierto intervale abierto (h,k) que 
contenga ell punto a, y que f lm} sea continue en d intervalo cerrado [/t, fc], Elija- 
mos cualquier x^a en [fc,L], Para simplifies, ad mi tamos que x > a. Man- 
tengamos a ftp y definamos una nueva funeidn F en el intervalo [a t x] del $i* 
guiente mode: 


FU)= fit) + 


Z. M 



£ - I 


Observemos que Fix) = fix) y f[a) = T m f{x ; a), con lo que fix) — F(u) = EA jc). 
La funeidn F es cpntimia en e| intervalo cerrado [«, *] y eg derivable en el 
intervalo abierto (er, x). Si catculamos P(r), teniendo en cuenta que cad a tdrmino 
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de la suma que define Fit) es un producto, encontramos que todos los terminos 
te reducers exceplo uno t y nos queda la igualdad 

F '( l ) = ( ~^/'" 1 ’(0 . 
n! 

Sea ahora G cualqukr funcidn coniinua en [a, *] y derivable en Podemos 

entonqes apligar la formula del valor medio de Cauchy (teorema 4,6) y escribir 

G'(c)[F[x) ~ F[a)) - F'[c)[G{x) - G» ). 

para un derto c en el intervale abierto id. x}. Si G* no es eero en ia* *>, se obtiene 
la siguiente formula para el error E„ix): 

E.M = (<H*) - C(o)l ■ 

o He) 

Podemos expreiar el error de varias maneras media nte elecciones distintas de la 
funcidn G For ejemplo, tomando Git) = ix — f)"*\ oblenemos la forma de 
Lagrange 


ft 

EJx)= J 

in +1)1 


donde a < c < x . 


Tomando G(0 x — t, obtenemos otra formula, llamada forma de Cauchy del 
resto, 


£,(*) ^ /tHhnfr) (x - cY\x - a) t donde a 
a ! 

Si G{t) — (x — t)*, siendg p ^ 1, obtenemos la formula 
r<n+iy r \ 

EJx) = f — (x - c) n ■ l -\ x - a ) fi , donde 

Ft l p 


< C < -T 


a < c < x , 


7 .8 Ejcrclclog 


En log. Ejercicios !, 2 y j se dan ejemplos de de Taylor eon ream. Eti cada csso 

demosirar qua d error satisfice las dc«gu»ldade« qm se dan. 


l. 


sen ,t 


Z {2k - t)t 

jt — i 




l^nWI £ 


1*1 


m+i 


(2rt + l)t 



mater i 
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2. COS x (ZA)! ^tn+iCOI ^ (; n 2') E * 

*-o 

3. arctan x ^ + j + £^,U)p l^,(*)l_ £ ^ +. | s ‘ 0 £ 1 i 1 

*-a 


4. a) Obtcncr el numerOi r sl V 15 — 3 como aproxiinacLdn de la rafi no nula de la ecua- 
ddn ** — sen* utilizando el polinomlo de Taylor de lercer grade- que aptoxima sen x. 
b) Demaalrar que la aproximacidn de la parte a) $atisf«ce la dcsigualdad 


|smr -' 11 < 555 - 


dado que \/ 1 5 — 3 < 0*9. Decir si Ja diferencie {sen r — r®) es positive o negativa. Dar 
Los de: tallies del rszOrtaitt ie n to svguido. 

5 . a) Lhilizar el polinomio de Taylor de tercer grado que aproslma arctan x para obiener 
cl mimero r — (v'Tl — 3)/2 como aproximacitin de la raise no nula de la ecuaddn 

arctan x = * 3 . 

b) Dado que \ 21 < 4,6 y que 2 ™ = 63536 , demostrar que la aproximacLdn de la par- 
te a) aallsface Ea desigu&Edad 


[r 2 - arctan ^ 


Decir si la difereacia {r 11 — arctan /) as positiva o negative. Dar Eos do idles del razona- 
ttiienio seguido. 


rii 

j. i + 


x*> 


6. Dcmostrar qw 

7, Demostrar que 0,49394® < 


^ dx - I +■ jy , dtirade 0 < C < I - 


p ! _ 2 _ 

L i + 


tU < 0,49 395S, 


g, a) Si 0 £ jf < I* demostwr que sen at - * — x*iV. + r(#l , donde Kx)| £ C | It®/ 5 1 . 

b) Utiliiar la estimation, de [a parte a) para cncontrar un valor aproximudo de la inte- 
gral a .’’ s sen (r a ) dx. Dar una estimaciftn. del error. 

9, Utilizer los fres primeras iftniinox no nulos de la formula de Taylor de sen* para en* 
contrar an valor aproximido de la Integra! (sen x}/x dx y dar una estimation del error, 
[Se sofercnELende que el cociente (sen *)/* es igual a S cusrido x = 0 ] 

10. En esle Ejcrcitid sc espone un metcjdu para calculiir ir, usando la formula de Taylor 
de arctan * dada en el Ejerdcio 1. Se base en que w es proximo a 3,2 f de modo que 
| ?r es pn6.xi.mo a 0,8 6 3, y esle valor es proximo a 4 arctan 3 Poner at ~ arctan 1, 

£ — 4 -S — 1 71 . 

a) Utilizer la identidad tan(A + B) = (tan A + f?)/( l- — tan A tan B) poniendo ,4-=B = s 
y tuego A im B — 2* para hallar tan 2s = ,* a y tan 4a = jj|. L-tiliznr entonces La iden- 
tidad una V6i mas con A = 4#, B = - |w obteniendo tan fjt Eslo origina la sigui an- 
te identidad notable descubierta en 170b por John Mach in (T6&0-I73H: 

tt — 16 arctan | — 4 arctan iaf, 


vriohiec 


sri 
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b) Utilifflr cl pglincuniy dc Taylor T", ^arcian jo con x= | para dcmottrar qitc 

3,158328934 < l6arctan | < 3 1 58328972, 

c) Utilizer el pdinomio de Taylor lysrclan jr) con x para deraos-irar que 

-0.016736309 < -4 arelan < -0.016736300. 

d) Utilizer las partes a), b) y c) para tlemo&lrar que el valor de v t eoes siete deciffllks 
es 3,1415926. 


7$ Olrai observaciones sob re el error en la formula de Taylor* La nofaeidn o 


S3 1 tiene derivada de orden (n + 1) coo tiny a en tin cierto imcrvalo que con- 
tenga un punto a. podemos eseribir la formula de Taylor en la forma 


(7.17) 


/w= t^(,- 8 r + £.w. 

.t -v 


Supongamos que mantenemos x en un cierto intervals cerrado [a — c t a + c] con 
centra en a, en el que / |t11J es continue. Eniomces f”' 1 ) g§|| acoiada en este 3n- 
tervalo y satisface por lanto una design aldad de la forma 

siendo M > 0, LuegO, segun cl tcorema 7.7, tencmos la estimacidn de error 


\£M\ < M 


I a - u\ r " fl 
(n 4- IV 


para cada x en [a — c 1 a + c], Si manienemos x -A a y dividimos esa desigual- 
dad por |jt — fl|™, eneontramos que 


0 5 


EJx) 
{x - af 


M 


(" + I)! 


I* 


*t| ■ 


S3 abora hacemos que x -* a, vemos que E H {x)/(x — fl)" -* 0- Esto lo expre samos 
didendo que el error E„(jr) es de orden inferior a (jc — aT euando x -> a 
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I'.s decir, en las condiciones estableddas, fix) puede aproximarse en un en* 
tor no de a por tin polinomio en (x — a) dc grado n„ y el error en esla aproxinta- 
cidn es de orden inferior a (x — a)* cuando x -* a, 

En 1^09 E. Landau, in trod u jo una notacidn especial muy apropiada 
euando se utilize en conexidn eon la formula dc Taylor, Esta es la notacidn o (la 
notacidn o minuseula) y sc define com® sigue . 

uef-inicign. Supongamos g(jr) # 0 para tado Jr # a m un cterto intervalo 
qua commga a. La notation 

fix) — o(^(jr)) cuando x ► a 

stgnifica que 


r-^ g(x) 

El simbolo fix) = o(g(jc) se lee «f(x) es o-minuscula de /<*)» o «/(*) es de 
orden inferior a y dene por objeto dar a entender la idea de que para x 

proximo a a, fix) es pequeno comparadc con g(xl. 

eiemplo 1. fix) =o( 1 ) cuando x a signifies que /(*) "* <J cuando x a. 

epemflo 2. f{£) — o{ x) cuando x -* 0 signifies qoe f(x)/x -* 0 cuando 
x -* 0, 

Una igualdad de ta forma fix) = h(x) + o{g(x)} signifies que /( x) — h(x) = 
= oigix)) o, dieho de otro modo h lf{x) — /iU)3/g0r) 0 cuando x -* a. 


sen x “ x j^n x 

EJEMPLO 3. Te nemos sen x = x + otx) porque — = — l -+ 0 

cuando x — 0, 

Las observaciones precedentes relatives al error en la formula de Taylor 
pueden ahora expresarse con la notacidn-q, Podemos eseribir 

Pi f-X \t \ 

fix) = "V - — — ix - Li .r + o({x - tfl") cuando x - a , 
j-* k f 

JC 


(U Bdmando Landau (1877-1918) fuc un f^moso malcmilico alemufl ■quL* hizu impOrtPnKs 
co m ri bucioties a Li MatemaHca, Es nin-cida por 5 us tibros de Analisis y de Tcun'a dc nu- 
Tnerui, llenos dc claridad. 
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siempre que la derivada f* +n sea continua en tin tierto mtervalo que contenga el 
pun to a. Esto express, brevemente, el heeho de que el t£rmmo de error es pequeno 
coroparado con (x * d)" cuando x e$ proximo a a , En particular „ de la discusifin 
hecba en anteriores seccciones, tcnemos los ejemplos siguientes de formula de 
Taylor expresadas con la uotadtSn a: 


1 - x 


= 1 + x + X" 4- 1 ■ ' + x ' 4 + t^x") cuando X —*■ 0 . 


log (I + x) s= x — — + — — — + ' + ( — l)” 1 — -f i?(x h ) cuando x *- 0 

2 3 4 n 


e 1 ' = \ + .t + “ + -+“ + o(x") cuando x — ■ 0 


2 ! 


n 


a, i 7 2^3 

sen x = jc — — + + - - + + i — t T * 


3! 5! 7! 


{In - H’ 


+ oix in ) cuando x -*■ 0 


x= . V x 6 


X 




cos X = l + : — ‘ 1 } r 

2! 4! 6! (2rt)f 


+ o(x 2 " - ') cuando x 0 , 


X* X s x T 


X 


iii-l 


aretati x = x — — + — — — + ' + + ( — 1)" 1 

3 5 7 2 n — l 


+ o(x‘ ) cuando x - 0 


En los cdlcutos relative® a aproximaciones de Taylor, con frecuencia sc hace 
neeesario combiner varies lerminos que eOntienen el slmbolo-o. En el ieorema 
que sigue se dan unas pocas reglas sene i I las para el manejo de los simbolos-o. 
La mayor parte de las situac tones que en la prictlca pueden surgir pueden re- 
sol verse con esai regjas. 


teorema 7,8. algebra of. simbolos-o. Cuando x -* a t ienemos: 

(a) ± o{ g(x)) = of£(x», 

fb> o{cg{x)) = o(g{x)) si c 7 * t). 

(c) f{x) ■ o(g(x)) - 0(f(x)g(x)), 

(d) o(o£,irtx)j) = eifg(x». 

re) A— = 1 - g(x) + o[g{x}) si Six) — 0 cuando x — a . 

1 + gfx) 



Qtras observations sobre el error en la formula de ’laylor, La notation -o 33 > 

Demostmtidn. La proposition a) sign i flea que si {Ax) = *Hg(r)) y si 
f..{x) = en fences fAx) d= ft(x) — tHgU)). Pero puesto que se tienc 

Ux)±Mx) ^/iW 1 / t fx) | 

g(.x) g(x) g(.x) ' 

cada termino del segundo miembro tiende a 0 cuando x -> a, con lo coal la parte 
a) queda demostrada, Las propositions b), c) y d) $e demuestran ert forma 
amUoga. 

Para demostrat e) h parlimos de la identklad algebraica 

1 * „ u 

= 1 — u 4- u 

l 4* u ! 4- a 

£■(-£) 

y reettiplazamus « pargU) observando entonces que- — ■ — — ^ 0 euando x -* a. 

1 + g(x) 


UfEM Ptx) t. Demostrar qne tan x = x + | i 3 + o(x a > cuando x -*■ 0. 

Solution, Utilizamos las aproximationes de Taylor para el seno y el co$e> 
no, De la parte a) del teorema 7.8, sustituyendo g{x) = — l x* + o{x*), tenetnos 


cos x 1 — |x a 4- ot vb 


= 1 4- - x J + x 1 > cuando a' — 0 . 


For consigulente, resulta 


tan x — 


sen* 


cos A 


ejemplo 2, 


= (* - l xS + “< t*)) (l+Lv* + tif* 2 )) = V + 1 *> + <,(**) . 

Demos! rar que (1 + x) 11 = e ■ [ ] — - + ) 

' 2 24 " / 


cuando a- -► 0. 


Solutidn. Puesto que (1 + .r) 1 ^ = ^(i/»i |tj Ku comenzamos con tin polino- 
mio de aproximacidn para log(l + x). Tomando una aproximacidn cub tea. te- 
nemos 


Jog (1 + A) = x - j + j + (Ha 5 ) + 


io.g(] + x) x x- , 

__ i--+ r + ^,). 


x 
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y a 51 m obtiene 

(7. IS) (1 + x) ,; * = exp (1 - rV,'2 + x 2 /3 + Mx T }) ~ <? - e a , 

en ctandc us — x/2 + x 2 /l -p Pero cuando a 0„ ie nemos e" = 

= 1 4- u -h 1 if 2 + t?(u 2 }, con lo que obtentmos 

= 1 - 5 ^ + „(**) + ' (- f + ~ + i>( S S )J + o(x') = 1 - | ~ 

‘ Si aplicamos esta igualdad a (7.18), obtenemos la formula dcseada. 


7 JO Aplicaciuncs a kg formas iudeierminada* 

Ya hemoi explicado como §e utilizan las aproximaciones per polinontios fill 
el caluulo die va tores de funciones, Tambien se pueden utilizer en el calculo de 
lartiltes. Lo vatnos a explicar con algunos ejemplos. 

eiemplo 1. Si a y b son jiumerqs positives, delerminar cl lfmite 



*-*<> X 


Solution. No podemos resolver cste problems calculando el lfmite del nu- 
merador y el del denominador separadamenle, porque el denominador tiende a O 1 
v cl teorema del coden te dc li miles no es aplicable. El numerador en cslc caso 
iambic n tiende a 0 y se dice que el cociente adopts la * forma mdetertnbmda O/ti* 
cuando x -* 0. La formula de Taylor y la nolaeidn-o nos perm; ten frecuentemente 
calqular cl hrmte de una forma jndeterMmada pared da a esa pero mas send 1 1 a. 

La idea es aproximar el numerador — b r por un. polinomio en x, divider 
luego por x y hacer que x -* 0. Podria aplksrse la formula de Taylor di recla- 
me nte a f(x) = a 1 — b* pero, como a* =c al0 *' 1 y b f =^ fft t es mat sencillo en 
este easo usar las aproximaciones por polinomius ya deduqidas pars la funcion 
exponenciaL Si cometizamos con la aptoximacitin lineal 

ef = 1 + t + <)(/) cuando t — * 0 

y reemplazamos t por x log a y x log b, obtenemos respect ivamente 

y ,6* ™ 1 + v log b 4- o(jc) cuando x 0 . 
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Aqui hemos utilizado el hecho de que o(x log a) == o(x) y o{x log b) = o(jrb 
Si abort restamos y observamos que — o(x) = encontramos ^ — b f = 
= jqloga— log b) Dividiendo por x y teniendo en cuema que o(x)/x^o{l), 
obtenemos 


= log - + o(i) -+■ log - euatido x -* 0 
x b h 


EJEMPLO 


1 ' 1 \ 

2. Demos trar que linv^o a J = 


I 

3 


Sotuci&n. Utiltzamos el ejemplo 1 de la Seceldn 7.9, y el (eorema 7,8 e) 
para escribir 


cot x = 


1 


1 


I 


I 


tats x x 4- |.k 5 + of* 1 ) x 1 + |.r + <?(**) 

= I _ 1 * - ^ 1 J 

" .A l 3 


* s + 0 (x a ) ) -- -\x + 0 (i) 
/ A 3 


Luego, renemos 


- (coi x - - j — — - 4 fl( I ) > — - cuando Jt • * 0 . 
x\ xj 3 3 


eIemplo 3. Demosirar que lim,^ ^ ^ + — a para todo real c, 


Sc/uddn. Si a = 0 h el resultado es trivial. Si a 0, usamos h aproKtma- 
etdti lineal log (1 + Jt) = x 4- o(x). Reemplerando x por ax, obtenemos 
log (I + ax) — ax + o(y.v) — ax + Dividiendo por a y hacietido que x -* 0, 
obtenemos. el li'mite g s 

eiemplo 4. Probar que para todo numero real a f tenemos 
(7-19) lim(l 4 tix) v * = e * , 

JT — O 


Soluddrtr Observemos simp Ionic nte que (I -j- = *ii.vMnirti ,«*) y apli- 

camp? el result ado del ejemplo 3 junto eon la coniinuidad de la funcidm expo* 
nenuial. 
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Reemplazando ax por y en (7,19), encontramos olro limite important^: 

lira (l + y) ,;r = 

*-*& 

Algunas veces c$os limites. se toman come pun to de partida para la teoria de 
la fyncidn exponential, 

7,11 Ejcrcicioii 


1. H«llar cm polinomio cuidrito P(x) tal que 2* = P(x) + 0 ( 3 ?) cuarido 

2, Hall nr up polippmLo cubico P(jc) ial que x cos x = P(x) -f- — 1 > a > cuando x — ► 1. 

J, Hallar el ppiinomie P{x) de rnenor grado tal que sen(x — i*) ■ jP(t) + tuan- 

do x~- * 0, 

4, Haliar las wn$i«n(es a, b, c tat que log* ■» tf + b ( * — 1) 4- e {x — IF + oR* — I) 3 ) 
cuando * — > 1. 

5. Recudnktt que cos * = I — |jF + ^j 1 ) cuando * —*■ 0, Utiliztt «!c rcsullado para dc- 

moatrar que jc = 2 (I — | cuando x — En fomia parecida, halier el limite de 

*"“(1 - cos 2 x - 2x a ) cuando x —* 0. 

Calcular bs limites de los EjerddOs 6 a] 29.. 


6. liftl 
-e-^a 

7. lim. 
j— e 

8. Sim 
r -a 

9. lim 

X 'fl 

10. lim 

a-*i > 

II Urn 
* -o 

12. Jim 

jf—4 


scrj (jX 

16. Jim 

sen hx 


tan 2 x 


sen 3* 

17, lim 

*-*1* 

sen v — x 


~"F" 

!&. llfTTi 


a— 1 

log (1 +*> 


- 1 ■ 

19 . titn 

a -HI 

b — COS 2 X 


x tan x 

20. lim 


t *e 

sen x 


arelun d 

21. 11m 


*-4 

a* - 1 


srrr i> ‘ 1 - 

22. tint 


2-4 


log(l +x) - X 
\ — COS X 

co® -T 
jf — i »" 

|«q(ir/2A-)](log x) 

(Jf 3 + 5X-V - I) * 
cosh * — cos x 
X* - 

3 tan 4ol — 12 tan x 
2kr4x — liser.i' 
it* — a" 81 
? * 

cos (sen -t) - COS x 
x* " ' 


13. lim 

S -*1 


14. lim 

ir ■(* 


Joe x 

■ r k "_L ' x _ 2 " 

1 — COS X s 


23. lilt) x 1 *"- 1 '. 

2. -\ 

2,4. lim (x + r^’*, 


15, lim 

j- ‘0 


x(?* + n - 2^ - 1 ) 


25, lim 

J- rC 


(i + 

x 


e 


OV 

rJ 
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26, 

lim | 

a- '0 ■ 

{1 + x) 1! *\ 1!js 

28. la ml 

x — *-& 

<1 1 \ 

~ 7 ~) ■ 

>. 

\ 

J 

i— ■ 

27 r 

Jin’. | 
a -n 1 

farcsenx\ l/ * 

29 . lim 1 

jf-.L 1 

■ E 1 

i * ) 

Jog -v X - ] 


30, iPar* quc valor dc a Is ^ pres ion x~He as ~ ~ -vi tiende a uti Jtmiie linilo cuando 

x -* 07 iCual « el valor dc tsc Lfmiic? 

31, Dadai dos fvneiQiies fig derivable® en un cierto intervals qut comtenga 0, ea el qtie 
g es positive, Sopoagamoa tombiin. fix) = o<g(*}) euando s~M>* Dccir si son g no 
elerras las proposiciarcs: 


a) j = ©( | ^ g{t) dt\\ cuajidb ,v ►O, (h) f'{x) “ cuando x — i ► 0 . 

32. a) Si gtjr> = o(11 cuando x -*■ 0, democrat que 

- — L-rr - 1 -g(x) +g%*) + a(gHx)) cuando x-*0 . 
i + g\ x ) 

.s.- 1 2;t' ?l 

b) Util tzar la parte a) para dcnwsrrar quo tan x ™ x + — -f — + o<a 4 ) cuando — ► 0 . 

33, Una June ion / tienc derivada terccra cDntinua para todo at y &at'isfacc la relaci&n 

««(. 

Calcylar f[0), /'CO), f(C] y lim 1 1 + ■— j * 


[Indicacitin: Si lint,, tC j?U) - A , g(x) = A + o(]> cuando x -* 0.] 


7.12 Regia de L’Hopital pare la forma indeterminada 0/0 

En much os cjemplos dc las Seccioncs an |er lores, homes calculado el 1 finite de 
uti cocictilc f{x)fg(x) en el que el numcrador f{x) y el denominador g(x) tienden 
a 0, En ejemplos de estc tipo sc dice que cl cociente f{x)/g(x) adopts «ia forma 
indeierminada 0/0*. 

Un mode de resolver los problem as de las formas indeterm imadas es obte- 
ner polinomios de aproximacion a fix) y a g(*> como sc hizo a I Era far los e}em* 
pi os de antes. Algunas veces el trabajo puede abreviarsc con c! uso de una to> 


□vriohte 
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niqa de derivation I lam ad a regia de L'Hopilal , (t) La idea bisku del me redo es 
estudiar el cociente de derivadas f\x)/g f (x) y deduct r de el information relariva 
a f(x)/g{x). 

Antes de establecer la regia de L’HfipitaL demos tramos una relation entre e! 
cociente f(x)/g(x) y el cocieme de derivadas f{x)fg'{x). Supongamos que / y g 
son dos fund ones para las que f(a) = g(a) = 0, Ententes, para x # a, lenemos 

fix) _ f(x) - fin) _ f(x) - f(a) f g(x) — gld) 
g<*) $. x) ~ S(a) x - a * x - a 

Si ■ las derivadas f{a) y g'(fl) listen* y si g*(a) ^ 0, entonces cuando a -► a el co- 
ciente del lercer miembro tiende a } f {a)/g\a) y par t an to f{x)/g(x) -* f%a}/g'{u). 

1 — e m 

eiehplo. Calcular lim^ - , 

x 

Solution. Aqui U(x)=^l—e st y g(x) = x con lo que /'(*)= — 2e*7 g(x) = l , 
For tatilo n0)/^0) — — 2, de manera que el Mmitc en cucslibn es — 2„ 

En la regia de L'Hdpital, no se hacen hipdtesis sobre /, g ni sus derivadas en el 
pun lo x = a, En su lugar, stiponemos que fix) y g[x) tiende a 0 cuando x -* 0 v 
que el cociente f\x)/g'ix) liende a un limite Mnito cuando a a. La regia de 
L'Hopilal nos dice entonces que fixi/gix) tie tide al mismo 1 finite. Con mas pre- 
cision. tc nemos el stguielMc teotetna. 

TEOREMA 7.9. REG LA DE i/h&pital para 0/0. Supongamos que f y g ad- 
mlten derivadas f f (x) y en cada punto x de un intervalo abierto (a, b) y m- 
pongamos que 

{7.20) |im/(x) “0 y Mm g(x) — 0 . 


Supongamos iambien que ${x) d 0 para cadtt x en (a t b). Si el limite 


(7.21) 


lim " 


A*) 


(i) En 1696, Guillermo Francisco Antonio dc L'HdpiwI (I66l-t?04) csoibi6 cl primer JibrQ 
de Calculo difareitcial, Esle trabajo a pa redo en much as. cdicioucs y desempend un papel 
important© en la divulgaciSn del Cileulo. Gran parse del eomenido del Eafero, ineluyendo el 
oonocido como « regia de L’Hdpital*, se bas6 en el trabajo anterior de |utm Bernoulli, 
uno de lo® maestro® de L HOpital. 
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existe y tkne el valor tai cvmo L, entvnces ei Umite 


(7.22) 


I i m 


/(*) 




tambien existe y tiene el valor L 

Obscrvese qtie los If mites (7.20), (7.2 M y (7,22) son «por la derecha». 
Existe, natural mente, un tourer iu similar eti el que las hi poles is se satisfacen en 
un cierto interval o abierto de la forma (b, a) y lodos los limites son «por la iz- 
quierda*. Aiimtsmo, combinando los dos teoremas «por un I ado*. se obtiene un 
ncsultado por « ambus lados# del mismo tipo, m d que x a de cualquier roanera. 

Ames de demgstrar el teorema 7.9, expondremos el uso de eslc leorema en 
unos cjemplos, 

e | e m p lo L Usa retries la regia de L'Hopital para obtener la formula fa- 
miliar 


(7.23) 


.. sen x 

lim — 1 


Era este cast) fix) — sen x y g{jt) = x. El eociente de derivadai es f f (x)fg f ( x) = 
= (cos X)fi y ticnde a I cuando x -*■ 0. begun el ieorema 7.9 el limine (7.23) tam- 
bien existe y es igual a 1 , 

i^li'MPio 2, Para determiner el I (mite 


x 

lim - 

/-■(I x 


— tan -t 

— sen a 


medianie fa regia de L'H&pital, ponemos fix) = a — tan a, g{x) = x — sen a, y 
cncontramOs que 

(7.24) -till = 1 ~ *& * x _ 

g r (-v) 1 — cos x 

Si bien este coeiemc lambien adopts la forma 0/0 cuando x 0, podemos evitar 
la indeterminacidn por medio de transformations trigonometries y algebra icaS. 
Si escribimos 

! — gee* ■( = | _ __L _ cos~ a — 1 _ _ ( ] + cos A)[,j — eos a) 

eos a a 


cos 2 % 


cos" x 
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el cocicntc (7.24) se transforms cn 


fix ) _ _ I + cos x 
g'(A') cos 2 x 


y esie ticndc a —2 cuattdo x -*■ 0. Observes® que la indeterminacion desaparece 
cuandy simpliiieuirms el factor 1 — cos x. La supresidn de facto res comunes suele 
simptificar cl ira by jo en problemas de esie tipo. 

Si cl tocienic de. las derivadas f'(x)/g'(x) toma a m vez la forma 0/0 se 
puede upbear dc nuevc Ip regia de LH&pital En el ejemplo que sigue la itide- 
iermi nation dosaparece despues de dos aplicac tones de la regia., 


EiiiMrLO 5, Para tuaiquier numero real c sc licne; 


lim 

X -*■ 1 


X 


— ■ e.v + c — i 


(x - 1 f 


,> ex*" 1 — t- e(c — Hx r ' 

= Imn ■ — linn — 

— i 2 (t - i) ^ i 2 



En tsia sut-esidn de igualda<k$ se eniiende que Ip e\i$tenda de cad a 3 smite implied 
cl del preecdenle y su igualdad. 

El cjemplo que sc da a cyntinuacion muestra quo la reglade L Hopital no cs 
infallible. 


fil em flo 4. Sep f[x) = e v '' si x # 0 y gix) = x. El cocieme f{x)fg{x) 
toma la forma mdeterminada 0/0 cuando x ** 0+ y la aplicacidn una vez. de la 
regia de L'Hdpital conduce a I codenle: 

fW = <1 Irw = 

x'W 1 ** 

Este, a su vez, es indeierminado cuando x -* 0+ y derivando numerador y de no- 
mi nador se obuene: (1/jrjtf - '^fdx) = e Ujr /(2x A ). Despues dc it pesos se llega 
a I eoeiente e'^^/inlx** 1 ) de manera que per este metodo no desaparecera minca 
la indetcrmmacidn, 

F.fEMPLo 5, Cuando se aplica reiteradamentc la regia de I/Hopical. se ha 
de tenor cuidado en cerciorarse que el eoeiente que se considcra toma efeetiva* 
mente la forma indetermmada, Un error frecuente se pone dc m an i Ties to en este 
calculoi 


lim 

X ”■ I 


3x* - 2x - 1 


= lim 


6a - 2 


x— i 2 x — l 


lim - = 3 

x ■! 2 


TIC 


rial 
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El primer paso es eorreeto pero el segundo to, E] cociente (6* - 2}/(2x — I ) no 
indeterminada cuando x -> 1. El I finite cor recto* 4, se obtiene sustituyendo x 
por I en (fix — 2)(2x — I). 

E JEM FLO 6, Aigunas veees se puede reducir el trabajo haciendo u n c ambio 
de variable, Por ejemplo, se podrfa apliear directamenie k regia deL h H6pital para 
calcuEar el I finite 


lim - 
*->(!+ 1 


V* 


__ 


pero se puede evitar la derivation de k raiz cuadrada esc ri hi on do I = % x y ob- 
servando que: 


lim — _ — lim — — 
1 — e v * *-«+ 1 — e 


•a 


= Jim 

H)+ 


I 

-2t u 


1 

2 


Se trala ahora de demostrar el teorcma 7,9, 


Demvatractim. Sc hace uso de la formula del valor medio de Cauchy (leo- 
reirta 4.6 de laSeccidn4-14)aplkada al intervalo cerrado que tiene a corio extreme 
izquierdo. Pucsto que las funciones / y g pueden no estar definidas en a, se intro- 
ducer! dos nuevas funciones que esten definidas en dr. Sea: 

F[x) ■= f{x) si x u , F(a) =* 0 , 

0'(x) = g(x) si .r#», C(a) * 0 . 

F y G son anibas continues en a, En efccfo, si a < x < b t las dos funciones F 
y G son continuas en el intervalo cerrado [<i f x] y tienen derivada en todos los 
punt os del intervalo abierto (a H x), Por tanto la formula de Cauchy se puede 
aplicar al intervalo [a h x] y se obtiene: 

{Fix) - mmc) - [CAx) - G(a)]F'(c ) . 

donde c es on punto que satisfacct u < c < x, Tenicndo en Cuenta que F(a) — 
— C(d) — 0 se dene: 


/WO = • 

g'U-) es distinto de eero [puesto que, por hipdtesis, g* no se anula en n ingun 
punto de (ff.b)] y g(jc) es tambi^n distinto de cero, En efecto, si fuera gtx) = 0 
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tctidrta que set G(r} = C{a) — 0 y en virtue! del tcorewa de Kollo. cxislirla 
un pumo JCi e til re a y x donde C f UJ — 0 P en contradiction con 3s hipdtesb de 
que g* no se aniik nuitea en (a,b). For unto, se puede dividir por g(c) y g{x) 
ob fen ten dose: 

fix) = 

«(*> £'(0 

Cuando * -> a f el pun to c u (puesto que a < c < x) y el cociente a la izquterda 
t lends: a L fen virtu d de (7.21)]. Por Unto, fi,x)/gix} tiende iamb ten a L y el 
teorema demos trad o. 


7.13 Ejerdcios 


Cakuldr los limites cn los tjercicios i al 12, 


S . Urn 

^ -it 


2. Una 


3 x s + 2x - l* 


x* - x - 2 


jr* _ 4 a- + 3 


; ;; z.x- - n* + 2i 
seith x — sets Jf 


a - - x - 2 


3. Sim 

4. lim 
* ^ *' 

log (cos ax’i 

5. lim - — 

x .o log (cus ft*) 

a — sen -v 
6_ Iliti ~ ■ ■> .■ ■ 

+(> . (A- wnx?'* 


7. lim 
*■ -< - 


\ * — v'tf + \ x - a 


\ x* — < r 
x* - x 

8, Lim , — - 

X 4 + I + I0gjr 

arcscn 2x — 2 aresen jr 

9. Sim 3 

r- -II T 


SO. lim • 

1 1, lim 

*-i 

12. lim 


cot x — 3 


ZLi** -« 

* - 1 


u' at clan 


V* 


A \ Jf 


b a retail 


V* ■ 


S3, Dctcrminat el Untile dd cociente 


(sen4xXsen 3 jc) 
x sen 2x 


euan-Jo .v —*■ 0 y I am Men cuando x— 

14. ^Para que valorcs de las cunsuntes a y b vs 


lim (.^ 3 sect 3x + (tr 1 + b) = 0 7 

X-H) 
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15. Ha Liar las. consumes a y fr tales que 


lim 




hx - m x J 0 \ a + t 


l 


rdt 


16. Uft prcq de circunfcrencia de radio 1 subiiende un tagulo de x radianes, 0 < x < Ju F 
eom-t? h- vc cn la figurs 12. El pumo C es la tnEcrscecEPn de las dos tangcntes en A y 
B . Sea T(jr) el Area del tririnpulo^flCy S(x) cl area dc la regtdn sombreada. Calcular: 


B 



h k;vra ! ■£ fcjerciciO 16. 


a) T£x); b) 3(x); cl el Kmile de T(x) StxJ cuando x-*0 +♦ 

17, La comenle HO que circuta en un cleric ccrcuito elficlrico an el t tempo I viene dada par 

m «|<1 -*r Rt>L ) + 

cn dende E, R r y L son mimeras positives. Determin&r el valor Itmilc de J(f) winds 
Jf -K 

It, Un peso csii suspendido per una euerda y se It causa ursa viferacidrt mediaute una fuer 
aa sinusoidal, Su desplazamienlo fit} en el tiempo t viene dado per una ecuacldn de 
3a forma 


f(t) * ct _ ,.j (sen ki - sen a) * 

dondc 4, c» y He son consume* positives, siendo e h k. Determiner el valor lftnite del 
desplaKBntscnlo cuando c L 


7.14 Los sim botes +oo y — oo + Extension do la regia do L’Hdpital 

La regia de L + KSpital se puedc extender en varias d tree clones, En primer 
lugar se considers el cocientc f{x)/g(x) cuando x ciece i ride fin idamente. Es eon- 
veniente tener un simbolo para expresar breve me rue que x crece indefinidamenie. 
Para ello los matematicos utilizan el simbolo +oo, llamado «mas in finite » r Sin 
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embargo, at simboto +® no se le debt afribuir ningun sigmlicado por M ttti&mo, 
y se da ran definiciones preeisas de varias proposic tones que comjenen este sirobolo, 
Una de ellas es la siguiente: 


liiti f(x) — A , 

»-* + Of' 


que se lee «d tfmite de fix), cuando x tiende a mas infinite, es A». La idea que 
$e quiere expresar con elfo e§ que los valores de la fgncidn /(*} pueden ser tan 
proximos a A oomo $e q users fomando jr suficientemente grande. Para que esta 
proposicibn tenga un sentido maternal ico precise? se ha de expLicar que signifies 
*tan proximo como se quiera» y «fsuficien [entente grander lo cual se tagra con 
la siguiente definicion: 

definici6n, El simbolismo: 


lim f{x) = A 

st^+v- 

signified que para coda numero e > 0, exists otro numero M > 0 {que depends 
dc t ) tal que: 


|/(jr) — A\ < t siempre que x > M , 

£n la pr4ctica< el ciieulo de limites cuando jc^- + ce se puede reduclr a 
un caso mas conoddo, Bast a susliluir x por 1/f (es dec it* x — 1/0 y observer 
que t 0 tomando valores posidvos, cuando jr — ►+oo. Con mas precision, se 
introduce una nueva funcibn F donde; 

(7.25) F(O^/0 st * * 0 

y se observa que las dos igualdadest 

lim fix) = A y limf(r) = A 

X-» + ■*: [ -8 0+ 

stgnifican exactamente lo mis mu. La demoslracidn de esta equi Valencia requiere 
simplemente la definicidn de los dos sJmbolos If mite, y se dep al lector como 
ejercicio, 

Cuando interest eonocer el comportamiento de fix) para valores de x ne- 
gat i vos grandes, se introduce el simbolo — oo < me nos infinite) y se escribe; 

lim f{x) — A 


i 


rightec 


dal 
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que signifies: Para cada < > 0 exisle urt M > 0 tal que 

l/U) — A\ < t siempre que a < —M, 

Si F esta ddinida por (7,25) es fad I comprobar que las dos igualdades 

lim f{x) — A y lim F{<) = ..-I 

J — ■ — T I -■ fl - 


son equivalentes. 

En vista de las observations hcdtas, no e$ sorpretidente enconlrar que 
ted as las teglas usual es para el ealculo eon limites (que se tlieron en el teorema 
3. 1 de la Seccion 3,4) se apSiean iambi en a limilcs oiando i^-ioc, La regia 
de L “Hop i la I es tambien valid a y se puede extender en la forma siguieeite; 

teorema 7,10, Supongamm que f y g tienen derivadas fix) y g*{x) para 
todo x mayor que mt derto numero fijo M > 0, Supongamos tambien que 

lim f(x) — 0 V lim g(x) = 0 , 

r- • r X- • * 

y que g r tx) ■/= 0 para x > M. Si j'ix)/g'{x) Hands a an limits cuando x +00, 
enionces f(x}/g{x) tiene tambien limit e y umbos son iguales. E$ dedr, 

(7,26) lim ^-7—^ — L im plica Mm = L . 

*-*+■* g ( A ) j- - r ■■■ g(,V .1 

pernostradm. Sea F(i) ^ /(I/O y GO) = gil/t). En fences f(x)/g(x)- 
” ^(0/Lr(() si t = Ifx, y / * 0+ cuando ,t=- + x : . Puesia que F(t)/G[t) lo- 
ma la forma in determ in ad a 0/0 cuando t -+ 0+ se cons id era cl cod erne de las 
dertvadus F {0/0*0). Aplicando la regia de la cade n a, sc tiene: 



G'li) 0, si 0 < t < 3/i Mr Si x — l/r v x > M, se liene FO)fG\0 — f\x)/g\x) 
puesto que cl factor comiin — l/r- se simplifies. For lartfe, si f(x )/g'ix) tiendc 
a L cuando x -» + x\ entunces F'{t)/G'lt) L cuando f -* 0+ y por lanto, en 
virtud del leorema IS, F(t)fGu) -* L. Y puesto que F{t)/GO) = f{x)fg{x), esto 
dentueslra (7.26). 

Hay cviJentcmente un leorem-l aifelogo a I 7,10 cuando sc considera el 
! unite para a * — x. 
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7, IS Lilli lies jJlfiniiOS 

En la Section anterior se milizd la notation x~+ 400 para indicar que x 
toma valoces positives tan grander como se quiera. Tambien escribimos 

1 . 7 . 27 ) lim/U) = -f <*> 

o, lambien. 

(7.2S ) f ix) + oo cuando x a 

para indicar quc fix) se ptiede hacer tan grande como se q ultra tomando x 
suficientemente proximo a a. El significado precise de esle ssmbolo esta dado 
por la siguiente definition : 

defikici6n, Los simbobs en (7.27) y (7.28) significant que a coda numero 
positieo M {inn grande como se quiera) correspond? otro numero positive <5 
{que depends de M) tal que 

/( v) > \f siempre que 0 < \x — u\ < A . 

Si f(x) > M siempre que 0 < .v — a < 6, se escribe 

ILm/(.i) = + x , 

- 

v sc dice que fix) tiende a + x cuando x tiende a a por la derecha, Si fix) > M 
siempre que 0 < a — .v < h t se escribe 

Urn f(x) = + * , 

y sc dice que fix) tignde a +w cuando x tiende a a por la isquierda. 


Los simbolos 

I i ni /( x) = — oc , I i m ft x) = - ,x , y I tm /( x) = — oc 

X-*'* *-T+ J - I- 

se definen analog* me rue, con la units diferencia de su.stitu.ir fix) > M por 
f[x) < — M. Fin la figura 7 .1 se dan cjcmplu&t 
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Fitl'RA 7.1 Limited in fin if os r 

Es convenient extender tambien la ddmicion de escos si'mbolos a I caso 
en quo ,v —y ±oQ r Asi, per eje triple. se escribe: 

iSm f[x) = + 

to ■ -f x 

si para cad a numero poshivo M existe otro ngraero positive X taf que fix) > M 
siempre que x > A'. 

E] lector no lendra diftcukad para formular delink: ioncs ana togas para Jos 
sfmbolos 


lim f{x) — + ac , lint /(*) = — x , y lim / (\ ) = — oc , 

j ■ < s ■ ■- f. X~ r — $£ 


ElEMPLOS. En el eapvtulo 6 sc probo que la funcion logaritmo no esta aco- 
iada en cl eje real positive, Este hecho se puede expresar brevememe eseriblendo; 

( 7 , 29) lim log a s* +oo , 

jr- 1 t t 


Tambien se probo cn d Capitulo b que tog a < 0 si 0 < x < I y que cl logariimo 
no ticne cola inferior en el intervalo (0, J). Per tanto, sc puede tambien eseribir 
!ini x .•> log x — — co „ 


36£ Aproximacwn dc func tones par polinomim 

Dc la relation que exists entre la funcion logammica y la exponential es ttrii 
probar que: 

(7-30) lim f - -foe y lim - 0 (o lim e~ x *= 0) , 

a-* (.jjQ *-*—■ » *■*+* 

Aplicando estos resullados no es dificll demostrar que para * > 0 se tiene: 

lim a 1 — +a? y lim ^ = 0 . 

La idea cs esc ri bit x* = e* lu|1 ' y aplicar (7-30) junto ton (7.29). Las formulas 
on (7.30) dan las relacicmes: 

lim e~ lu = + 30 y lim e~ hx — 0 . 

j- 0 - -r— 0 • 

La demosiracidn de cstas igualdades es un buen ejetticio para quo el lector com- 
pruebe si ha entendido las limites quo eontjcmen simbolos ±so. 


7,16 Comporiarnienio de Log ,r y e* para valores grandes de j 

[ os if mites infiniias nos conducen a nuevos lipos de formas jndeterminada$. 
Por ejemplo, se puede ‘toner un codeine fix}/g(x) e" el que f{x ) - f no y gix) 
+oo ft) ambus caws euando .v -> a (o v- > ± ct). En este easo. dectmos que 
el cocienie f(x)/g(x) adnpta la forma indeterminada ®/ : x- Existcn varias exten- 
uiones de la regia de L'Hdpital que a me nude nos ayadan para determiner el 
comport a miento de un codeine cuando adopta la forma indeterminada oc-/x\ 
No obstante, no expondremos esas extensiones porque inuchos de los ejemplos 
que se presentan en la practice pueden tratarse aplicando cl teorema que sigue 
y que describe el comportamiento del logaritmc y de la exponential para vale- 
res gjandes de x. 

TEOREMA 7.11. Si a > 0 y b > 0, se dene 


( 7 . 31 ) 


lirri M 
-v ! 


= 0 


y 

(7.321 


lim *- = 0. 

JW 
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Demostraciyn. Prsmero demostramos (7,31) y luego milizamos el re suit ado 
para deducir (7,32). Puede hacerse una demos traci6n sene ilia de ( 7-3 1 ) parliendo 
de la definition de logaritmo como integral, Si c > 0 y t > 1, tenemos f~ L ^ / e-1 J 
Luego* si jit > L podemos escribir 

0 < log a- = 

For consiguiente* se tiene 



0 < 

v" i- 1 


para todo c > t) , 


Si degimos — \afb, en tongs® x' /r n = .v' 1 '* que li etude a 0 cuando .v -*• + so. 
Esto demuestra (7.31)* Para demosirar (7,32), hacemos el cambio de variable 
t ss e 1 Emonccs x = log I . y por tamo x b l& tr = (logOV^- ,Jero 1 -*■ + =& cuan* 
do v — ► +cc* ton Jo cual (7,32) es consecuenda dc (7,31). 


Con una natural extension de la noiacidn-o* podemos escribir las propodcio- 
nes. §qb re limites que acabamos de demostr&r en la forma 


y 


(log ,v) b = d-V 41 } cuando v — + ec , 
,v b = cuando v — ► + sc , 


Dicho de otm modo, por grande que sea h y por pequeho que sea a (ambos po- 
si lives ), (log ;r} b tiende a infinito mas lentamente que x*. Asimismo, x 6 tiende a 
infinite mis letilatnetUe que e t,r . 


eiemplo 1* En el ejemplo 4 de la Sect ton 7.12 se demostro que el com por* 
taraiento de e” 1 u j x para x proximo a 0 no podia ser decidido mediants urn mi’ 
mero cuulqniera de apt teat; ion es de la regia dc L’H&pital para el caso 0/0. No 
obstante, si escribimos f = 1/x, este cociente sc transforms en t/e 1 y adopts la 
forma ifideterminada ac/x- cuando / — ► + ac-. El leoretna 7.11 nos dice que 

t ' 

lim - = 0 . 

i ■ + +<P £ 


Por tan to, e ''?*jx ■+ 0 cuando x -* 0+ o* en otras palabras* <? 1/# — o{x).cuan* 
do x -* 0 + . 

Ademis de 0/0 e x?/-x< existen otras formas indeterminadas. Algunas dc 
esas, representadas con los simbolos 0 J tj, 0”. e ac sb i lust ran con I os ejemplos 
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que se dan a euntinuatidn. Ln ejcmpkis parctidos a esos. transformaclones alge- 
bra teas nos perm i ten & menudo redueir a una forma indeterm inada del tipo 0/0 0 
-/ ■ -j-. que puede ser resuelta con la regia de L 'Hop it a], por poll numios de aproxi* 
macidn, o por medio del leorema 7.1 1. 

EIEMPLQ 2, (0 ' »), Demostrar que v T log v = 0 para cada valor 

fijo de s > 0, 

Solution. Ponicndo t = 1 fx t en con tram os que x* log t = — (]og|)/f J y t en 
virtud de (7.3 f >, tiende a 0 cuando / -*■ + co. 

F.TF.Mfi.0 1, (0"). Demostrar que lim .v r = 1. 

Solution. Puesto que x r = por la conLinuidad de la funcion expo- 

nential ten ernes 


Jim x* = exp ( lim x log \ > , 

i *14- r-Ht + 

si cxiste et ultimo limine. Pero segun el ejemplo 2 sabemos que X log X 0 cuando 
x 0 + , y por tan to .r -* e" = \ . 

F.fBMPiO 4, (x*J. Demos trar que lim *- • » x lU = I. 

Solution* Poner t ~ 1 fx y a pi I car el resultado del ejemplo 3, 

En la Seccidn 7-10 se demostro que 
17.33) lim (1 + ux) i: * - f y Jim (I + xf !r = e" . 

z^9 j '0 

Cada una de cstas relations e* una forma lndeterminada de! tipo 1 Podemos 
sustiiuir x por \/x en esas formulas y obiener f respect ivameitte 



valid as las dos para lode a real. 

Las relatione* (733) y la* de los ejemplos 2, 3 y 4 son todas de la forma 
/(a'F ( '\ Ord inaria me ntc se resuetven poniettdolas del modo stguientc 

/ (.v)^ = N/t-o 

y iratando luego el exponenle g{x) tog J{x) por uno de los metodos diseutidos antes. 
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7, 1 7 F.jerdcios 


Cakular l(» Limitcs 4c los Ejcrcicios 1 al 25* Lus ]>ei ru.s a y b represcntan con$ tames 
posiiivas* 


r I -''-T 1 


1 , lim 


r < X 


IUOU 


sen (!/.*) 


2, lim . 

.j. . , j sreian 0}x} 

lan, ix 

3. lim r 

x . lan x 

logCfl 4- hr ) 

4, lira — . 

j t — ^ V a + ijt a 

( I 3 | 

5. lim jc 4 ms l +- \ 

T . r . * \ a 2x\! 

log sen .v| 


6. lim 


7. lim 

ic *1— 

8, lim 

in-r t 40 


- , kjg | sen 2x\ ' 
log (I -2 ji) 


tan ttx 
cosh (x +■ I ) 


a 


9. lim -7 h > 1 . 


■►4 ^ 


10. lim 


Ian j — 5 
sec a 4- 4 " 


1/1 1 i 

13. lim — ~ . 

e+ Vi’ y.f 

12. lim A ,l! ' 4 5en U/ y’xl- 
■* - -»> 

25* iimf 


i-»oMog(jr +• V 1 4- a 4 ) log 1( + x) 


- — }■ 
: + x ) ' 


13. Urn (jt a “ V** — .r* + 1), 

T7l] 

15. lim (log at) log ( l —x). 

j-+i- 

16, lim jf ,rr ' 11 

j- ■ i? - 

17* lim [x ui) — 1], 

x-H> : 

1®, lim (l - 2 r } mJ . 
x -ni- 

19. lim x h ' kK £ , 

* i 

20. lim (col -V| 

21. lim (tgn j) 1;tn Er . 

j- " ■ • • 

22. Ilm | log - J . 

23. lim n+klL ' ih . 

j? 'i>- 

24. lim (2 - 

iS »i 


14. lim 

r v- 


26. Halljir t de modo que 


Ilm 

gr-H-CE 



- 4, 
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Aproxiitiacidn de func tones por poiinormos 


27. Demosirar quc (I -f jr) r - I +« + cKjt) cuando jr — * 0. Aplicar cstc rcsultado para 
ealcular el ] smile tie 


{(ac 4 +- — i 1 } etiando x -+ «>. 


28. Para un derso valor <k c, el fiimsle 

lim ft* 5 + 7x* + 2 Y - x } 

i— ■+ ^ 


ch fiaiio y no milo. Deierminar esc c y citlcolar el valor del 1 1 Ell i 1 -l" - 
29- Sean *(*) = xe* 1 y /(*) = f* gftKf + I/O dt. Calcular cl 1 unite de cuando 

x -* + 

30, Sean g(a) = x'#** y /( -)* + 1 ?**&, Para un cierto valor de e, el lfmiie 

de f(x}?g J {x) euanda x =» +- cues finite y no nulo. Determinar e y eateular el valor del 
1 smile, 

31, Sea f(x) = si x * 0, y f{ 0) = 0. 

a) Demomtr quo para tgdo rn > O. f{x)/x m — * 0 cuando * — * 0, 

b) Demoss rar que para r ^ 0 3a derivada tinsima de / es de la forma = f{x)P{Uxh 

Remits Pit - ) un pollnotniu en / . 

i) Demostrar que f (0) s= ® para todo nil, Eslo demue&ira que todo polinomio de 
Taylor cngcndmdo por / en 0 es el polioomia nolo. 

32- Una eaptidad de P peseta sc deposUa en on banco a anieres eompue^lo al r por ypo 
anual, «cum«Undo$e Jos iaicrewi m veecs por anp; « dscir sc fupanc el ano dividido 
en m partes iguales y cad a nr-simo de ana el in Seres producido sc incorpom al capital, 
a) Demtratrar que eE capital Cotul obtfinsde al citbo de n anus es P{ I -4- r./iti )“ l ■ Si r y 
n ae martiienen fijos, e$a eantidad tiendc a Pt'* cuinda m -*■ + a. Esie hecho da orijjeni 
a la sifuieme definiridn: Dedmos que una cimidad de dinero end impetta a interds 
continue al r pot uno anual si la caatidad /(f) deapuda de t afios es pja", siendo r 
eualquier numeru real no negative. Cakular a pro *ima dame me el tiempo necesario para 
quc una cantidad de dinero se dwpliiquc colocAndola en su banco al 0 % anual a inerS 
campucalo, acumulindoK las interests bi en forma caniintn, c) pot trimeatnrs. 
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INTRODUCC16N 


A LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 


8.1 Introduction 

Se presentan una gran varied ad de probkmas, en los cuaks ae desea deter- 
mtnar on elemento variable a parti r de su coeficieme de variation, Por ejemplo, 
se quit re determinar la position de una particula mdvil conuciendu su velocided 
o accleracion ; 0 bien, dad a una sustanda radiaetiva que se des Integra, con 
coeficieme de variaridn conocido, se trata de determitiar la cantldad de stistancfe 
remanente despues de un isempo dado, En ejemplos como estos, se trata de de- 
term in at una funcitin desconocida median Ee dates re lac ion ados per una ecuacidn 
que contiene por lo menos una de las derivadas de la funcidn desconocida, Estas 
ecuaciones- se enominan eemdams diferenciales y su estudio constitute una de 
las ram as de la Matematica que tienen mis aplicaciones, 

Las ecuaciones difereociaks se clasifican en otdimrms y pardales segun que 
la incognita sea una funcidn de una sola variable o de dm q mas variables, 
Un ejemplo scneillo de ecuactdn diferencial ordinaria es la relaeidn 

(8,1) fix) «= fix) 

que se satisface en particular para la funcidti exponential fix) — d. Se veri 
desptks que toda solucidn de (S, 1) ha de ser de la forma: fix} = Cd, donde C 
puede ser una constants cualquiera. 

Por otra parte, una ecuaridn como: 

3*/(x» y) . ffiu, y) _ a 

By 1 

es un ejemplo de una eeuacidn en derivadas pareiaks, Esta ccuacibn, 11am ada 
ecuadon de Laplace , se presents en la Teorla de Electricidad y Magnetistno, eo 
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la Mecanica de flukloi, asi tomei cn oiros capkulos de Is F is tea matcmatica. 
Dichu ecuacidn ad mi it: tipos distintos de soluc tones enlre las. cuales estan /{*■> 4') = 
= .v + 2y, = r cos i\ y /(.v, v) ™ logG 1 + r*j, 

El estudio de las eeuaciones diferenciales es una pane de la Matemaiiea 
que, quiia mas que cualquier otra, ha side direct amen te inspirada por la Meca- 
nka, la Astrongmfa y la Flsica matem&tiea, Sw his tori a empezo m el siglo XVII 
cuando Newton, Leibniz y lo§ Bernoulli resol vieron algunas ecuaeiones difenem 
c tales sencillas que sc prcscniargn en problems de Gcometrfa y Meeaniea, Esos 
primeros descubrimknius, que coTneniaron alrededor de 1690, Ikvartm gradual- 
■ mentc al dcsarroHo de una especie de « bo Isa de truces* para resolver cfesrtos tipos 
par lieu lares de ecu ad ones diferenc Sales. Si bien esos trucos sort aplicabks nHati- 
vamcnie cn pueos casos, nos permilen resolver muchas ee undone* diferenciales 
que se presentan cn Meeaniea y Geometrla, de modo que su estudio es de impor- 
tant ia prictica. Algunos de esos me tod os especiales y afgunos de log probtemas que 
con ell os podetnos resolver scran expuestos hack el final dc esie capitulo. 

La eKperiertcia ha demosttado que es diffcil oblener teorias matenrfticas de 
gran gene r alidad ace re a de las soluciones de las ecuadones diferenciales, salvo 
para unos pocos tipos, Emre estas podemos citar las Hamad as ecuadones diferen- 
c tales line ales que se presen lan cn una gran variedad de problems dentiTicos. 
Los tipos mas sencillos de ecuadones diferenciales lineates y algunas de sus apli- 
caeiunes se comentan en este capiiuio de introduccidn. En el Volumen 11 se hace 
tin estudio mas compklo de las ecuadones lineales. 


8,2 Terminologta v notacion 

Cuando se trabaja con una ecu scion diferencial tal como 18-1) se aco$Lum- 
bra rseribir y en vez tie fix), y' en vei de f'ix) y las dcrivadas de orden supe- 
rior sc indican por y”, y"\ etc, T ambien sc utilizan etras leiras en lugar de y 
tales como h, r, i, etc, Se entiende por orden de una ecuadun diferencial cl 
de la deiivada de mayor orden que aparece en la ecuacidn. A si (8.1 ) cs una 
ec uac ion de primer orden que puedc escribirsc y' = y. La ecuacidn diferencial 
v f = x y ■+ scn{ ry") es de segundo orden. 

En este capitulo se consideraran, en primer lugar, las ecuadones de primer 
orden en las que se puede despejarse la y\ y que se escribe n de la manera siguiente: 

(8.2) j- -/(*, v), 

en donde la expresion f{x,y) del segurtdo miembro fiene diversas formas part icu la- 
res, Una function derivable y = Y{x) es una svlutidn de (8.2) eti un iniervalo / 
si la funeibn Y y su derivada V" satisface la relacion 

Y'(x) = /f t, Y{x)) 


ov 
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para todo x en /. Ei caw mis senrillo se presents euando fix, y) cs indepen dien 
te dt y, En tal caso, (8.2) se eon vie tie en 

( 83 ) y= Q(xh 

en donde O se supone que es una fundon dad a definida en un cierto intcrvalo /. 
Resolver |a eguacton diferendal (8,3) signifies enconlrar una primitive de Q. 
El segundo teorema fundamental del Calculo nos dice edmq hacerlo cumdo Q es 
continue en wna intervale abierio /. Sencillamenie.se Integra Q y se agrega una 
constants cualquiera. A si, toda solueton de (8.3) queda inctoida en la formula 

(8.4) v-IClv)dv+C, 

si end o C una const ante cualquiera (llamada corrieiuemenie eonstanie arbiinria do 
mtegracion). La ecuacion diferencial (8-3) pusee una iniinidud de sol uc tones, una 
para cad a valor de C, 

Si no es posible calcular la integral (8.4) por medio de func tones etemen tales, 
tales como poSinomtos, func tones rationales, fund ones irigonomelricas y trigonome- 
tricas inverses, Loguritmus. y exponent Sales, se considers que la ecuacion diferencial 
ha si do resuelta si la solucton puede expresarse mediante integrals de func tones 
conoeidas. En 3a practice, existen varies metodos para calcular aproximadamente 
integrals que nos He van a una util in format ton ftcerea de la solucidn. M Aquinas 
calculadoras automat teas de aita velocidad se ban disenado pensando en ssic ti- 
po de problemas. 

EI^mplo. Movimiento lima! determitwdo por la velocidad. Supongamos 
que una particula se mueve a to largo de una recta de manera que su vetocidad 
en el ins tan te i es 2 sen t. Delerminar su position en ese instante f. 

Solucidn. Si V(t) represen la la posidon en el ins lame t, medida a parttr 
del punto in ieiial, la deri v ad a Y'(t) represents la velocidad en el ins tan te /, Tcne- 
iiiqs, pues, segun tl enundado 


Y'U) — 2 sen i . 

Inlegnmdo, encontratnos que 

E[f) — 2 I sen t tit + C — —2 cos t + L . 


Esto es todo cuanto podemos deducir acerca de >1.t) a partir unicamenrc del co- 
nodmiento de la velocidad; algo mas de in form acton es necesaria para fi jar la 
funcidn de posicidti, Podemos determiner C si eonocemos d valor de Y en un 
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cierto in st ante. For ejemplo, si Y(0) = 0, enforces C = 2 y la funcidn position es 
¥({) — 2 — 2 cos t Pero si Y{ 0) = 2. entonces C — 4 y la funcion posicidn se- 
ra Y(t) = 4 — 2 cos t, 

En eierfos aspect® d ejemplo que acabamos de resolver es tipico de to que 
en general esurre, In algun momenta del proceso de rescind 6n de urta ecuacton 
difcruneia! de primer ordcn, sc rcquierc una inEcgraeidn para eliminar la derived a 
y y en esc mornenio apirece urta constant* arbitrarifl C. El modo por el coal I a 
constante C enira en la solucldn dependent de h naturaleza de la ecuacidn dife- 
re tidal dad a. Puede aparecer como una constants aditiva, como en la ecuacidn 
(8.4) pero es mis facil que apareica en alguna otra forma. For ejemplo. cuando 
resol vemos la ecuacidn / = y de la Seccidn 8,5, encontramos que tod a solucibn 
tiene la forma v = Ce r . 

En muchos problemas es necesario seleccionar entre todas las soluc tones la 
que tiene un valor a sign ado en on cicrto pun to. II valor asignado sc denomina 
condition initial, y el problema de detemtinar una tal solution es un problems de 
vafores initiates. Esta terminologfa se origino en la Meed idea, en dondc, como en 
d ejemplo anterior, el valor asignado represents la posiqidn en un eierio instante 
iniciul. 

Comenzaremos nuesiro estudio de las ccuac tones di Ferenc iales con un caso 
particular import ante. 


8.5 IciLBcidn diferencial de primer ordcn para la funcidn exponencial 

La funcidn exponential cs igual a su props a derivada, y lo mismo es vilido 
para cualquier producto de una funcion exponential por una constants, Es facil 
demostrar que esas son las unless func tones que satisfacen esa propiedad en todo 
cl eje real. 

TEO»EUA 8.1. Si C es un numero real dado, exists una y sdb una funcidn / 
que sat is face la ecuacidn difcrencial 

fX*) - fix) 

para todo x real y que sat is face tambien la eondicicm initial KG) = C, Esta fun- 
cion time dad a por la formula 

m - cti . 

Demostratidn . Is fid I comprobar que la funcidn f{x) — Ce* satfaface la 
ecuacidn differencial y la condicidti initial dad®. Ten cm os que demostrar ahora. 
que csta es la unica solnddn. 

Sea y = g(x} una soluddn cualquiera de este problems de valores in ic iales: 

- g(x) para todo x g(0) = C , 
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Queremos demostrar que g(x) = Gr'' o que g{ x)e'* = C. Consideremos la futicion 
ft(x) — gixje'* y demosiremos que su derivada siempre es cem. La derivada de ft 
viene dada por 


h r (x) = gUte* - £{x )e~* = e _, [f'(jr) “ £<*)] = 0 ■ 

Luego, segun el tcoieuia de la derivada nula, ft e$ tonslante. Pet© g(0) = C por lo 
que ft(O) = §(0)^' = C. Por tars to, tenemos ft(r ) = C para lodo x to eual signifi- 
es que gU) = Ce ! \ eomo se deseaba demostrar, 

El teorema 8,1 es un ejermplo de teorema de existence a y unicidad. Nos dice 
que el problems de va lores ink tales dado tiene una solucidn (existential y que 
liene una sola solution (unicidad). El obfeto de gran parte de la investigation en 
la teoria de las ecuaciones diferenciales es descubrir teoremas de exisiencia y 
unicidad para dases amplias de ecuaciones. 

Seguidamente content amos un tipo imports nte que incluye la ecuacion dife- 
rencial y r — G(jt) y la ecuacion f = y como caso particular. 


8,4 Ecuaciones difertneiaks line ales de primer orden 

Una ecuacion dife rencial de la forma 
(3 5 ) y + P(x)y - Qix) , 

en donde P y Q son funciones dadas,, se denomina ecuacidn diferendal limat de 
primer orden, Los tlrminoi que contienen la funcion inedgnita y y su derivada y* 
aparecen como una combi nation lineal de y e f. Las funciones P y Q se suponen 
continues en un cierlo intervals abierto /. Vamos a buscar codas las soluciones 
y de fin id as cn L 

Consideremos primero el caso particular en el que el segundo miembro, 
Q(x) es iddnticamenie nulo. La ecuaci&n 

(8.6) y 4- P(x)y = Ct 

se Hama ecuacidn homogenea o reducida correspond lente a la (8.5), Resol veremos 
la ecuacion bomogdtiea y lucgu udlizaremos el resultado para resolver la conation 
no homogdnea (8.5). 

Si y no es nula en I, la ecuacion (8.6) es equivalence a la eeuacidn 

( 8 . 7 ) | = -Hx) 

Eslo es. Coda y no nula quo salisfaga (8.6) satisfice lambitn {8.7} y recfprocamente. 
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Supongamos ahora que y es una funcion posltiva que satisface {8.7). Puesto que d 
cociente y fy es la derivada de log v,. la ecuacidn (8,7) sc convierte en Dlogy = 
“ — Pix'h de la que resulta log y = —{P(x)dx + C, con lo cual tenemos 

y = e~ Ail \ cfonde A(x) - [ Rid dx - C. 

•r 

Es dedr, si existe una solution positive de (8,6), necesariamenie debe tener la 
forma (8.8) para tin ticrto valor de C, Resulta ahora Weil comprobar que toda 
funcion (8.8) es una solution de la ecu ac ion homogenea (8 j 6)> En sfecto, tenemos 

>■' = -tT Ai ^A\x} = -P(x)e AlJ> = -P{x)y . 

As i que, Memos e neon l ratio todas las soluc tones positivas de (8.6), Con ello, re- 
sulta send No expresar todas las soluciones. Establecemos el resultado cotno un 
teorema de existenda y uniddad, 

teorema 8.2, Supongamos P continue en un interval# abierto I. Ekjamos 
un punto cuaiquiera a ett i y sea b un numero teat cualtfuiera. Exist# entottces 
una y solo una funcion y = fix) que satisface el problems de valores initiates 

(8.9) / + P(x)v = 0, con /fa) = h , 
en el interval# /. Estti funcion viene dada por la formula 

(8.10) f(x) = be , donde Aix} = ^ Pit) di. 


Pettiest ration. Sea / la Funcion dciinida por (8,10). Ententes A{d) = 0 con 
lo que f{a) = he" — b. La derivation nos baee ver que / satisface la ecuacidn di* 
ferenoial (8.9), por lo que / es una solution del problema de valores initiates, 
Tenemos ahora que probar que es la times solution. 

Sea g una solution ctialquiera. Queremos demostrar que gU) = be~ Un o que 
g(vV l|J> = br Por tamo cs natural introdutir hlx) — gUte' 1(J L La derivada de h 
viene dada por 

(8.11) tax) = fUk JVI + tfx}tr il *'A'ix} = + P{x)g(x)] . 

Rues to que g satisface la ecu pc ion dife rencial (8,9), tenemos g'(jr) + P(x)gix) = 0 
en todo f, luego h‘(x) = 0 para todo x de /, Esto significa que h es cons tan te en /. 
Se tiene pues, ft(x} = h(a) = g(a)e* (,r) = g(<r) = b. Dicho de otra mancra 
g(.¥)o' 1|J,J = b, de manera que g(r) = lo coal demuestra que g = f. Esto 

complete la demostratidn. 
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ultima parte de Ja demostraddn anterior sugiere on nietodo para resolver 
la eeuacion diferencial no homogenea (&.51 Sitpotigamos quc g ts una fund on 
que saiisfaga (8.5) y pongamos M*) = g(jr)t?- 1(J> en dotide, come antes, 
d { -t ) = P({) dt. Entonces la ecuaddn (8.11) taimbien es valida, pern ya que g 
satisfies (8.5), la formula nos da para 

fi'(.r) = e f ^Q{x), 

Recordando ahora d segunda icorema fundamental escribimos 

M-v) = h{u) + I dt . 

For tanto, ya que h[a) == gia)> toda solution g de {8, 5) tiene la forma 

(8.12) gfx) = e - iir 'h\x) = g(a)e - ttTi + e m \ ' dt . 

■ >1 

Reciprocameme, por derivation directs de (8.12), es facil comprobar que cada 
una de esas g es solucion de (8.5), con lo que homos encontrado todas las solu- 
c tones. Obtenemos, puss. el result ado sigufeme* 

TECS em a 8.3. Supongamos que P y O non continuas en un intervato abler- 
to I. Eli jamas un punto a cuatquiera en 1 y sea b cualquier n timer o real. Exists 
entonces una funcidn y una sola y — fix} que satis face el problem# de yt dares 
iniciales 


v' + P(.v)t = Q[xi con fit r) — h 
en el intervah /. Esm hincidn viene dttda por la formula 

J ( x ) = he Al ' 1 + r Aljt | Q{ t )r 1 dt , 
en do tide .4u) = k P(r}dr. 

Has! a ahora la pa la bra « intervale » dgnifkaba un intervalo acolado de la for- 
ma (a. [ a , b) o <d,b], siendo a < b. Es conveniente tambien considtrar 

intervales no acotados, Se represen tan mediants los slmbolos (a, + x), ( — oc, al 
[d T +oo) y ( — x , £?]„ y se define n del sipniente modo: 

{a, + x ) = {x 1 .v > a\ , {— x . a) — J.v | a < a) , 

[a, = \x ! x > n't , (-'X, a] = |.v .v <, a\ . 


yric 
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Ademas* conviene icfcrirse al conjtmto de iodm los numeros reales citindolo como 
el interval* (— ^ +ao), A si' puts, euando discutamos una ecuacion diferencial 
o su solution en un intervalo /, se sobrtntenderi que i es uno de loa nueve tipoi 
descritos. 

EjEMPMX Hallar todas las soluciones de la ecuacion diferencial de primer 
orden xj/ + ( 1 — x)y = £ SI en el intervale (0, + <©). 

Soituddn. Primero se pone la ecuacion en la forma / + P(x)y = 0(x> di- 
vidiendo por jr. Esto nos da 


/ + 



X 


> 


con 1® opal P{x) = l/x — 1 y Q(jt) = e* r fx, Puesto que P y Q son continuas en 
el intervalo (0, + cc) h exisie una solution tinica y = fix) que sat is lace cualquter 
condition inicial dada de la forma f{a) = b. Expresarenws todas las sol uci ones en 
funcidn del valor inicial en el punto — 1. Es decir, dado cualquier numero 
real b, detertninaremos todas las soluciones para ks que f(\) = b. 

Calcukmos primero 


A(x) = j P{t) dr = j ( j- — ij dr = log x - (x - f ) . 


Ttnemos por tan to e A ' m = e* 1 " Jo *' — e* V*+ ¥ = le * ** con 1° 

el teorema S3 nos dice que la solucidn viene dada por k formula 




dr 


jw| 


= b 


r ^ e tx ( r ri 


Esto lo podemos tambien escribir en la forma 

e* 1 + Ce £ 

m - - t— 


stead® C = be'” 1 — t. Lo que nos da todts las soluciones en el intervalo (0, + •■*)* 
Pucde ser i mere same estudiar el comportam iento de las soluciones cuando 
x -* 0. Si aproximaiiios la exponential mediants su polimomio lineal, de Taylor* en.’ 
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contramos que e 2j — I . + 2x + cKj) y v 1 = t 4- x + o(x) cuando x * 0, con 
lo que tenemos 


„ , (I -f C) + {2 + Ox + o(x) 
/(*) = 


— - + {2 + 0 + 0 ( 1 ). 
X 


For cQitsiguiente, sdlo- la solucidn correspond iente a C = — l tiende a un iMte 
iimto cnando x O a siendt) cse limite L 


83 Ejercicios 

En cade wno tie Ids Ejeteicios del 1 al 5, resolver el problems de valtsres Lmcialcs en el 
intervale que $e sndica, 

1. y' - iv = e u en t~* + -+ * >, con y ■ 0 cutndo x * 0. 

2. xy‘ — 2y ■= :x- <n(0, + 7 ), con y ™ I cuindo x ^ L 

3. / + >-tan t = sen 2x en <-!*, |«), con y = 1 cuande x =0. 

4 r f + xy = X s en ( - x. , + « >, <qn V * 0 cuando X = 0, 

$, ^ + x ■= i-f en < — to, + '*) T con x = I cuando / = 0. 
iit 

6. Hallar todas las soluciones de / sen x + y cos x = 1 en el interval® (0, w). Demostrar 
que una exaetamente de estas soluciones tiene limite linito cuand® x — * 0 B y oira lo liene 
tambi^n finite cuando x — * sr. 

7. Hallar todas las soluciones de x(x + I )y + y = xfx 4- tFe" 13 eft el inter vaio ( — 1, 01. 
Frobar que todas las soluciones lienden a 0 cuando x L „ y que tan sdlo una de elUs 
item; limite linito eusndo x — ► 0, 

8. Hallar todas las soluciones de / + y cot x = 2 cos x en el imervalo tO, sr), Frobar quo 
exaclamente una de esas tambidn es solucibn en (- « h + «), 

Hallar todas las soluciones de <x — 2Kx — 31/ + 2y = (* — 1M* — 2} en cada umo de 
los intervales siguientes; aj (— *,2); b) (2,3); c (3, + ®J. Demostrar que todas las 
soluciones lienden a un limite finite cuando x — ► 2, y ninguni liene limite linito cuando 
x-* 3 . 

10, Fongamos sfx) = (sen x)/x si x v* 0, y s(0)=^1. Definamos T(x> = Deaws^ 

trar qua la funcidft /(x) = *T(x) Htiiface ia eeuieidu diftrendil *y — sen # en 

el iniervaio (-*, + oe) y hallar todas las soluciones en e$e iottmlo. DtmOdnr qxie 
la ecuacidn difeieatitl no time sotueidn qua utistigi la oondiddn jitieia] /(Q) * 1, y 
explicar por qu 6 esto no contradiee el teoroma S.3, 

1L Probar que existe una sola funcidn /, cantinut en el e|e real posiliva, f&! que 

m - 1 + ~ j‘m * 

para todo x > 0 y hallar esta fiiEicidn. 

12, La funcidn f ddinida por la ecuaddn 

fix) - - „--*}* [; ,-teftt dt 
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para a* > 0 liene las propiedades de que 1) es continue en el efe real positive., y 2) sa- 
(ufaee la eeuaciin 

/(*> « i -*]’/«* 

para todo x > 0, Hallar todas, funeiemes Lun esas dos proptedadca. 

Ecuaeidn de Bernoulli!. Una ecufleibn diferertciai dc la forma v'd-Pta)? = 
dfflidc n no te 0 ni I, sc llama ccusctdn de Bcmaulli, Esta ecuaciin no es lineal debido 
a la prtiMrteia de y". El cjereicio sipalcnlc nracstra que sieinpre puede tmnsformarse en 
una, ecuadbn lineal die primer orden con una nueva funclbn inedgntta r, donde t — y k r 
k — I — in, 

13. Sea k una constant no nuk. Supongsmos que P y Q son coniimios en an intervalo I, 
Si a H $ y si h cs «n numero real, cualquicra, sea if - gfjr) la unica soludbn del pro- 
blems de vakfres inieiales r' + kP[x)v - kQ{x) en f, eon gta] = b. Si ii ^ 3 y 
k = 1 — n, demostrsr que una funddn y = fix) no adenticBmcntc nuia erv /, e& una 
solucidn del problems de valo-res- inlgMlcs 

v' + n*\y = QWf en /, eon f{a? = b 

si y s41o Si la pOlencia de f es igua! a g eh I. 

En cad® uno de los Ejcrcicios |4 »| 17, resolver cl problems de valores snieiales en el 
interval^ que se cita. 

| 4 , y — 4 y = Zd en (— x, + x) t con v = 2 cuando x = 0. 

15. y — y = ->“(** -I- jt + 1 } en ( — at , +- con y - | cusndo x - 0. 

16. X Y - ly - 4xV ^ en ( — + x), con } = 0 cusndo x - I. 

17 d xy' -fry ■= y x -d log x en (0, + *), con y = [ cuando Jt = I. 

I®, 2xyy* + (1 + *)>* = <**en (0, + «), con ia) > = \ e cuando x = 1; (b) y = —ye 

cuando x *= 1; (c) un limits t ‘mi to cuando x 0. 

19, Una eeuscidn de la fomna / + P(x)y + Q(x)y* = J?(4 &e llama ecuaeidn de RiccatL 
(No se cynoee mliodo para resolver la ecuacidn general de RiccaiL.) Dexno&trar que si 
u es una solucidn cttnocida de e&a ecu uc ion, otisten enlonces Otras soluciones de la 
forma y — u + l/r r aiendo v una funcibn que satiaface una ecuacion lineal de primer 
orden. 

20. La eeuacidn de Rticcati > ,r + >’ + y* — 2 tienc dos tolution« constanles, Pariir de csda 
una de eut y ulilizar el Ejerclcio 19 para hallar olns soluciones del modo siguiente: 
a) Si — 2 < b < 1, ha liar una solucidn en (-», + ») para la que y— b cuando 
x = 0, bl Si b > 1 o b < — 2 , hailsr una solucidn en el intervale (• 36 , + «) para la 
que .v = b cuando x = 0. 


8,6 ASgunos problem as fisicos que cotiducen a ecuacicmes difereticiales de pri- 
mer orden 

En esta Scccidn discutiremos varios problemas fisicos que pueden ser formu- 
I ados mateniStieamentc como etuadonts diferendales. En cada caso* la ecuaci6n 
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differencial representa una simplification idetilizada dd problema fisicu y $ e llama 
modelo m&tmn&tko id problem#. La ecuatidn difcrcneial se presents ccmo una 
traduce ion de una cierta ley fisica. la I como la segunda ley del movimienio de 
Newton, la ley dc la «conservaddn» p etc. Nuestro proposito aqui no es just dinar 
la election del modelo matematico si no mas bien dedutir conseeucncias Ibgieas 
del mismo, Cada modelo es sol amen re una aproximacidn de la realidad, y su 
justification pertenece propiamente a la cientia a la que el problema correspondc. 
Si-la intuition o la evidenci-i experimental coneuerdan con los result ados dedu- 
cidos matemai sc amen te, apretiamos que el modelo nos results util. Si no cs asf. 
in ten tamos encontrar un modelo mis convenience. 


EIKHPLO 1. Desintegraciun rtidiactiva, Antique los dislintos demen log ra- 
diactivos presentan diferentias notables en sits codi dentes dc desintegraddn, lodas 
las susrancias itenen la prop ted ad com Lin de que la vcloddad de decomposition 
de una detenu inada sustancia cu cada ins (ante es proportional a la c and dad de 
sustancia existent? en aquei instante. Si sc designs por y — fit) la cantidad dc 
sustancia radiactivq cxisfcntc en cl insiante (, la derivada y r = fit) represent a la 
velocidad de cam bio de y on el instance i y la ley de deseomposicidn express: 


donde k es una constante posit iva l llama da constant# de desintegr acton) cuyo valor 
depende dd deruento particular que se esta de scorn poniendo. El signo menos es 
debido a que y decrees cuando t creee, y por tamo f es siempre negative. La ccua- 
cidn diferencial v' — — fry es el modelo ma tenia tieo utllizadu para problemas re- 
latives a desimegracion radiactiva, Toda solution y = f(t) de esta ccuacidn diffe- 
rencial tie tie la forma 

( 8 . 13 ) fin - /[Oh- u 

Por consiguiente, para determinar la can 6i dad preseme en e! insiante t, nece si tamos 
conocer la cam i dad initial /(0) y el valor de la cons (ante de desimegracion k. 

Es interesante ver quo information sc puede dedutir de (8.13), sin conocer 
exact amen te cl valor de /(Q) o de k. En primer iugar se observa que para ningurt 
valor (ini to del (tempo t se amu la fit) pueslo que la exponential e' kt es siempre 
positive; por tamo, no se puedc hablar de diempo total de vida» de una sustancia 
radiactiva. Sin embargo, es posible delemiinar cl tiempo necesario para que se 
desintegre una fraction de la raueslra. Frecuemememe se elige 3 a f race ion l , v el 
i tempo T en el cual f(T)/f(0) = j se denomina vida media de la sustancia, que es 
cl t tempo neoesario para que la masa de fa sustancia radiactiva sc reduzea a la 
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mitad. Estc valor d else pnede determine? resolvlendo la ecuacidn e~ KT — I re$- 
pec to 7\ Tomando logariimos se liene —AT = —log 2 6 T — (log 2 )jk. Puesto 
que es; 


fit + T) ^ ^ t 

/(t) ^ /(0)r‘' * 2 ’ 





m ve quc Is vida media es 3a misma cualquiera que sea la muestra de un material 
radiaLtivo dado. La tigum 8.1 da una ides general de la forma de una curva de 
desintegracidn radioed va P 

ei em plo 2. Cat da de im cuerpo en un medio resistenle r Un cuerpo en 
reposo de masa m es lanzado a gran altura en la atmdsfera ler resire. Supuesto que 
cae en linea tec la y que l as unices fuerzas que aefuan sobre 61 son la de la gra- 
vedad terrestre (mg, doode g es la aceleraddn de la gravedad, supuesta const m re) 
y una fuerza resis-tente (debida a la resisteneia del aire) que es proportional a sii 
vclocidad, se trata de estudiar el movimiento nesnltante. 

Sea s = fit) la distanria reccnrida porel mdvil en el instante t y sea r — s' = 
= f r (t) m velocidad. De )a hipdtesis de que parte del reposo se deduce f'(0) = Q, 

Hay dos fuerzas que aciuan sobre el cuerpo, una descendente mg debida a $u 
peso y olra ascendente — kv (debida a la resisteneia del aire) donde k es una 
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constant!* pos-itiva. La sepinda ley de Newton dice que la sums de las fuerzas 
que actuan en un cuerpo era cada instants es igual al producto de su tnasa m 
per su aceleracion, St se Indies por a la aceleracidn en d instante t, entonces 
a — tf = s" y la ley de Newton da la eeuaeMn 


met = mg — kv . 


fista se puede considerar cotno una ecuacidn diferenrial de segundo orden si se 
considers la funcidn de desplazam lento s o de primer orden si se considera k 
funrion velocidad r. Como ecuacidn de primer orden en r, es lineal y puede es- 
cribitse en la forma 



m 


Esta ecuacidn es d modelo matematicc del problems. Puesto que t; — 0 cuando 
t = 0, la unica solueidn de la ecuacidn diferendal vietie dads por 9a formula 

<3. 14) v = e- ktlai \ du = ^ ( I - . 


Obsfrvese que v -*■ mg/k cuando f-*- 4- ac, Si derivamos k ecuacion (8.14), en- 
contramos que la aeelerackki en lodo instante es a = gf"* VlN r Asimismo a 0 
cuando Interpretado f!s teamen le> esto signifies que la resisteticia del 

aire tietide a cquilibrar la fuerza de ia gravedad. 

Puesto que i = s r y la ecuacion (8.14) es a su vez una ecuacion diferencial en 
la fun cion de desplazamiento s, que puede integrate directamentc rcsultando: 


j 


mg 

k 


t + 


fe a 


c. 


Puesto que s sfl cuando i as 0 se tienc C = ^gm^/k 3 resultando la ecuacion 
del movimientoi 


s = — ! + — (tf _tiyra 

k 


- n 


Si la velocidad initial es r M cuando t = 0 P La formula (8.14) para la velocidad 
en el tlempo i se ha de sustituir por 


= !^ a - e _t<,,nt } + *r i,y ' 
k 
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Hs inlercsante no tar que para tods vdocidad Inicial (positive, negative o cero) la 
vdocidad Hmiie euando t crece indelinidamerite es mgfk, numero independiente 
de iv El lector debe buscar la explication de este hecho en razones de carat (er 
fisico. 

EIemplo 3, Un problems sobre enfriamiento. El coeficienle de variaeidn 
de la temperatura de un cucrpo es proportional a la diferencia enire so tempera- 
tura y la del medio ambicnte. (Ley de ertf riant lento de Newton.) Si y = }U) es 
la temperatura (desconucida) del cuerpo en el instanle t y M(f ) designs la tempera- 
tura (conocida) del medio ambicnte, la ley de Newton conduce a la ecuacidn in- 
ferential 

(8.1 5) / - — A[|- - M{s)] o v' + ky = k\i(t) , 

siendo k una cons tame posidva. E&ia eeuaciOn lineal de primer orders es el mo- 
de lo matematico que usamos para los problemas de enftiamiento. La nraiea solucidn 
de k ccuacidn que satisfaee la condition initial f(a) = b viene dad a por la 
formula 

(8.16) /(i) = be~ ht + ) ' kM(u)^ du . 

<3 


Const deremos ahara un caso particular en cl que cl cuerpo pasa de 200° a 100* 
en 40 minutes al ser sumergido en un medio cuya temperatura se mantiene cons- 
tante, sea por ejemplo M{t) ss 10*. Si medimos t en minulos y f(l) en grades, terse- 
mos /(0) = 200 y la ecuacidn (8.16) nos da 

(fi- 1 1 ) J (0 - 200# kt + 10 ke Si f e tu du = 

, a 

= 200sT tf + 10(1 - ?-*') = 10 + me kt . 


Podemos talcukr A- a partir dc la informaeidn de que /(40) = 100. Ponietldo en 
(8.17) t = 40, encontramos 90 = I90e-* i,, i eon lo quo -4Qk = log (90/190), 
k = A (log 19 - log 9). 

Seguidamente, calculamos el iiempo que necesita este misrno material para 
enfriarse de 200° a 100* si ia temperatura del medio se mantiene a 5". Eiuonces 
la ecuacidn (8,16) es vplida con la misma oonstante k pero con Miu) — 5, En lu- 
gar dc (8.17), ponemos la formula 


ov 

r j 


right 


Tl i 


-rial 


AO “ 5 + 195#- fcJ . 
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Para eneanirar d ins tame 1 para cl cual f(t) = 100, ponemos 95 = \95e tr , con 
lo que — ki — log (95/ 195) — log (19/39), y por tan(o 


! = -j- (log 39 — log 19) = 


40 


log 39 — log 19 
log 19 — log 9 


En una tabla de logariimos con cuatm cifras decimates, enuontramos log 39 = 
= 3,6636, log 19 = 2,9444, v log 9 — 2,1972 con lo que, aproximando, encomra 
nius i = 40(0,7 !9}/(0, 747) = 38.5 minutos. 

La ecu ad on difcrencial (8,15) expresa quo b vcloddad de enfriamienio 
ducrecc considerable meric cuando la tempt rat ura dd cnerpo tiende a acercarse a 
la temper at lira del medio, Como cjemplo, se puede buscar cl tiempo necesario 
para enfriar la misma sustancia de 100° a I0 D con el medio eonslantemente 
a 5\ El caleulo conduce a log (5/95) = — kt t o 


t ^ 1 log 19 = 40 


log 19 


log 19 — tog 9 


40(2.944) 

0,747 


158 minutes. 


Observese que el dcsccnso de tempera (urn dc 100° a 10° neeesita tin tiempo que 
excede a cuatro voces ct t tempo necesario pap® pasar de 200“ a 100“- 


EfEHPLO 4, Utt problem# de diwlucivn. Un deposito contiene 100 3 do 
una d i sol u cion saltna cuya concent racidn os 2,5 g de sal por lit no, Una di solution 
conteniendo 2 g de sal por Intro entra en el depdsito a razdn de 5 I por rninuto 
y la mczcla (que se hace uni forme por cl, muvimientu) sale a la misma veloeidad. 
Enconirar la cant id ad de sal que hay en cada ins unite en et deposito. 

Sea y — fit) el mimero de grflmos de sal que hay en cl depdsito t minutos 
despues de haber comcnzado la mezcla. Hay dos fac tyres que produc^n la varia- 
tion de y, la disolucidu que agrega sal a razdn de 10 g por minute y la mezcla 
que sale que disittinuyc la c anti dad de sal a razdn de 5(y/ 100) g ramus por rninuto. 
(La fraction y/IQQ represents la concentration en el [tempo f.) Por lanto la ecus- 
tidn diferential es: 


v = 10 — ^ e o y‘ + r — 10. 

Esla eeuatidn lineal es el modelo matematteo para nuestrq problcma, Ya que 

y = 250 cuando i s 0, la uniea solution vienc dada por la formula 

(*•!» - 250c £ |0c" ,M ,/u c a» + J0c 

Esla eolation muestra que y > 200 para lodo t y que y -* 200 cuando I erece 

indefinidamente, Luego el mini mo de conte nido de sal es 200 g, lo que Lambicn 
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hubiera podido deducirse del enunciado del problems, En la ecuacidn (8.18) se 
puedc despejar t en funcidn de y obletiiendose; 



Esta ecuacibn permit? encontrar el t tempo en el que La sal contenida sea una 
determ inada eantidad y, siempre que 200 < _v < 250. 

eiemflo 5, Circuits eUctricas. En la figura 8.2(a) h apareee una fuer- 
za electromoiriz, una resistencia, y una auto induce ion conectadas en serie* 
La fuerea electronnotriz produce un voltaje que origins una ccmente electrics 
que recorre el circuito. Si el lector no c&ii familiarizado eon loss circuitos electric os. 
no debe preocuparse. Para nuestro objetOj todo lo que predsamos oonocer acerea 
del circuito es que el voltaje, de&ignado por V(O t y la intensidad de la corriente, 
destgnada por /(0 t son funciones del tiempo / ligadas pot una eeuarion diferencial 
de la forma 

uv) + ri(i)= nn. 

Aqui L y R se suponen cqnstantes positives. Se Hainan teepee Li vamente, la 
induetanciQ y La resisiencia del circuito. La ecuacidn diferencial es una formula- 
cidn matematica de una ley de conservacidn, llamada ley del voltaje de Kirchkaff, 
y sirve como modelo matemitico para d circuito, 

Aqudlos lectores no versadcs en circuitos pueden encontrar util imaginat 
quo la corriente es como el agua que circula por un tubo. La fuerza dectromotrtz 
(ordinariamente hater i a o genera dor) es aria log a a una bomba que hace flu if el 
agua; la resistencia se parece a la friccidn en el tube, que tiende a oponerse al 
flu jo de corriente; y la in due tanci a es una influeucia estabilizadora que tiende a 
impedir cambios brusces en la corriente debidos a variaciones subit&s en d voltaje, 

El tipo corriente de pregunl&s relativas a talcs circuitos es este; Si se apiica 
cn el circuito un cierto voltaje Vfr)* ^cuil es la intensidad resultante l(t)7 La so- 
lution se consigns median te una ecuacidn diferencial lineal de primer orden. 
SI 7(0) represents la intensidad initial en d Instante t — 0, la ecuacidn tiene la 
soJucidn 


1(0 = i(0)r*‘" + ™ } ■ 

Jo Li 

Un caso particular importante se presents cuando el voltaje aplicado es cons- 
tants , por ejeinplo VU> = E para todo I, En este ca.sc}, la integracidn results f fieri 
y nos conduce a la formula 

/(I) = 1+ (j(0) - ■ 


>DVi f iQh1 
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FlGUAA -8.2 a) Dia grama para an circuit a simple en sCrie. b) Ihtenxijiad rG&uttante at apiic&r 

un vultaje comUmte E. 


Esto demuestra que la naturikza de la solucidn depertde de la rdadtin entre la 
intensidad inicial J(0) y el codente E/131. Si /(0) = E/R. el Lcrmino exponential 
no aparece y la intensidad es constants, 1(0 = E/E. Si 1(0) > E/R, el codkiente 
del tdrmino exponential es positive y k intensidad deereee hacia e! valor limits 
E/R enando t -► + oo + Si 1(0) < E/R , la intensidad crece hacia el valor Ktni- 
te £/jR. La constante E/R es la components esiacionaria de k intensidad, y el 
tdrmino exponencial [J£G) — E/R]e~ Kt/L es la components variable de la itiisma* 
Vdan.se ejranpki® en la fnpit& 8.2(b). 

Los ejemplos precedentes haten ver el poder unificador y k utilidad prictica 
de las ecuaciones difereragiales, Mucstran edmo diversos tipos de problemas fisicos 
pueden conducir ex act amen te at mismo tipo de ccuacidn difertnckL 

La ecuacidn diferencial (8.19) es de especial interes debido a que sugiere la 
posibilldad de acomeler la solution de una amplia variedad de problems* fisicos 
usando medics ekctricos, Por ejemplo, supongamos un problem^ ffsioo quo nos 
conduzca a una ecuaddn diferencial de la fonua 

/ + ay = Q , 

siendo a una constants positiva y Q una funtidn conoetda, Podemos intentar la 
construecidn de un circuit o ekctrico eon una inductancia L y una resistentia R 
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de manor a quc sea R/L — u j entonces aplicar un vohaje LQ en. el circuito. 
Tcndriamos cnlonccs un c Strut to electric© con el mismo modclo matem&icd que 
el problem* fisico. A si $e podrian obtener dates num£ricos de la solution del 
problem* ffsico eon mcdiciones de la in tens] dad en el circuito ekctrico. Esta idea 
se ha pueslo en prictica y ha conduct do al desarrollo de los calculadores amld- 
gicos. 


#.7 Ejercicios 

En los Ejercicios que siguen, utilizer una ecuacidn difereneial de ptimer oiden adecuada 
com* modelo nuiematico del pioblcma. 

1. La vide media del radio es aprenimadfiirrentc I GOG affos- ErtcQntr&r qu4 poreemaje de 
una cantidad dada de radio se ha desietegrado en 100 anus. 

2; Si urm cepa de bscferias aumcnta cn forma proportional a la cantidad presents y si la 
poblacidn sc duplic# cn una Ihora, i.en tuinlo an me rH ara al t abu de 2 horas? 

3. Sea y— fit} la cantidad de uim sust a n cia que exists ep el instance i. Supongamos que 
k desintegra en forma proporciemal a la cantidad presence, Si n as un entero positive. el 
numcro T para el csal f{T) s f{Q)fn es 3a vida ct-fistma de la suslaneia, 

at Iiemnalrar que dkho valor T es el mismo para tada mue&tra de un material 
minadot y calcular T en funcidn -de n y dc la consume dc desimegrec&n k, 
b) Si « y fe son dados, probar que f puede expresarse en la forma 

fit) - J 

y determinar wft). Esto prueba quc la esmidad presente en el msumc * es una media 
geomdirica pondcrada de las camtidades existences en dos instantes t ~ a y i = b. 

4. Un hotnbre prwisto de un paracaidas se Iwu desde gran, altura. El peso con junto del 
hombre y el paracaidas c$ kg. Sea t=(l> la vclocidad (en metros, par segundo) t segundos 
despuis del ianzamienta. Durante las 10 pHnneros segundos antes de abrirse el paracal- 
das at supone quc la resistenda del aire es 0.1 1 «) kg> Despots, una vez abierto el para* 
cai'das, la reststencia del al re es 2i?(t) kg. Se supone que la aceleracidn dc la gravedad es 
9JB m/sg 3 y sc trata de hallar formulas explicits* para la vclocidad i'(0 y el tiempo f, 
(Puede utiiizarse la aproximacidn e = 37/128 en los eAlcuios,) 

5. Ten ten do en cuenta el ejemplo 2 dc la Seccidn 8j6. y uulizando la regia de la cadena 
para esenbir 


dv ds dv Jt 
dt dt ds 1 ds 

demostrar quc la ccuacidn difercncial del ejemplo puede exprtsarcc del modo siguiente: 

ds in: 
dc c — V " 

en dor»de b — m/k y c - gm/k. Integrar esa ecuacidn para expresar s en funcidn de p. 
Comparer el result ado con las formulas para e y s deduct das en el. ejemplo. 
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6, Mod ill car e! cjempkt 2 de la Scombri 8.6 supomendo que I* resislencia del aite es pro 
po-rrional a r a , Dcnnoslrar quc la ecu&cidn dlferencial puedc poncrsc cn cada um de las 

formas siguietties; 


d, m p di m 1 

dt = I d - f3 ■ Jv^J ^ ' 


en domic e = \ mgjk> Jntcgrar cada una de el las. y obiener la s siguicritcs ferny] as para n 


I' 


i 


(I 1 

A 


^ _ e -bl 

V = C 


C Lanh hi d 


■en donde b — \ kgfm. Determine* los va lores If mite de v cuando 1 — > + *. 

7. Un ttieipo en una hub it acton a W* F se enftia de 200* F a 120 T F en. media hum, 

5 a) Probar que tu temper&iura despmfs de f mjnuios es 60 + f 40^ , ‘ * 2 donde 
k = (Log 7 — logi)/30 

(fa) Probar quc cl tiempo neccsaria para alcanzar (a temperature T*F eiti dado por la 
formula t ==■ [log 140 — log (7" — 60)]/* donde 60 < T ^ 200. 

(el FI a liar el instsute cn que La iempcraturs es 9C‘F. 

(d) Hallar una ifbrmuta que express en funcidn de t la temperaiura del cucrpo cuando 
la tempera tura tie la habUacidn no se manlcnga constantc, sino quo disminuya a razdn 
de IT cada 1U minutes.. Se supondri que la temperetura. de la habUacidn es W F 
cuando la del cuerpo es 2O0C F. 

S. Un lermteetfo se mamenia guardado en una babitacidn euya temperature era 75* F. 
Crnco minutes despuds de haberlo sacado de ia habitacibn cl tcrmbmciro marca 65* F. 
O iros drum minutes tiespu& marca 60* F. Caleular la temperature exterior. 

9. Un tatique cotuiene 178,5 J I de una disducidn salina obtenida a] di solver 22,68 kg de 
sal. Por una ertinula fluve agua al lanque a raz6ri de t1„16 I por miiiuio mantenidndose 
la concert [THeidn uniforms por medio de BgitadOrcs. iCuinta $al faubra en el Eanque al 
cuhu de una bora si por un dcsBgiie sale disuluddn a razon de 737 I pur mirulO? 

10. Las cOridic tones sun las del Ejqrclcio ar tenor. EG fondu del tanque esta Cubierto con 
una mead a de sal y material insoluble, y sc supeme quc la sal sc disuelve con una vclo 
cidad pruporcional a la difcrcrcia entre h concert! radon de k solucion y ia dc una 
disolucidn salurada 062 gramos por litre) y quc si el agua fucra pure se disokna 
453.6 g de sal por minuto, iCuanta sal habra en la solucion cuando haya transcurrido 
la horn? 

11. CoTtsidcremos un circuit© etecirico patecido al del Ejetricio 5 de la Section S.6. Supon- 
gamos que la fuerza elccl romol riz es un gencrador de corriente alterna que produce un 
voltaje Vid — t sen cur, donde £ y w son constanics posiiivas. Si M0) » 0, demos try r que 
la intensidad ticnc la expresidn 


hr) 


£ 


cn donde * sdlo depende de u», L y R. Demostrar que i = o cuando L isl), 

12. En el ejemplo 5 dc la Seecidn 8.6, suponer que el voltajc es una fgncidn cscaloitada de- 
tin ids asi; E<0 = E si i) £ J < b, siendo (? > 0; Fit) - 0 para Ciralquier olru valor de L 
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Si i i 0 j = 0 demosirflr que in intcnsidad vicne dada por las fdmtilaa siguientes: 

/(f) - Q Si t < a; 

F E 

lit) — — (I - si flSfii; /(I ) - - Kb,L — e Ra!L ) ii i > b . 

I ! « 

Hacer un esquema indicando la mtvrala* de la grifica de f. 

C recirniento fie id poblacion. Eti cl estucjio del Creci itLiemo de una pobiacidn (qUe puede 
set humane, animal y baHerianu), la furtcidn que cuentu el ruimeto X de individUQs pre< 
acmes cti d inntante t ca necesariamcnle una tunciun esc h I unadu que solumem* tomfi va, lores 
CTlerw, Por consiguicnl* cl verdaderc &efid4nte 4t crtcimient# dxfdt e» tern (si t Hti 
conlenido «n un intervale abierto donde k n consianic), o Wna la derived* dxfdt no exlste 
(cuando x salts de un enlero a olroV No obstante, k pucdcn obcener informationes utiles si 
se supone que la poblacion x m urca funeidn continua de t con dcrivada continue dxfdt en 
cada instant* En la hipdtesis anterior. » postuian las *lcyes de cncimiento dp la public 
ci6a*. que dependen de factores del medio ambicnte que puedcn eslimular 0 rCUrdar el sreci- 
miertio. 

Por ejemplo, si el medio ambicnte liene on efeeto pequeno o nulo. parecc natural suponer 
que la vek>dd&d de crecimiento es proportional al total de la poblacido, y cntonccs la Icy 
de LTecimienlo lOtnari la forma: 


( 8 , 20 ) 


dx 



donde k es una constant® que depend® de la naturaleza de la poblBcidn. Puede oeumr en 
determinadas eondiciones que el (actor k varie con d ticmpo, y In ley de cttcMnto (8.20) 
puede genera I tiarse wmo sigue: 

(S. 21 ) j f =k(t)x. 

Si, por alguna «z6n, la poblaeidti no puede eweder a cierfo mdximo M [por tjemplo, 
por ago! arse Its aiimento&h (Htrece natural supplier ia vtlacidad de crecimicnio projuitional 
a ambus x y M — x simultancamente. Sc tiene puts tin seguado ttpo de ky d t crecimiento. 


(8,22) 


— = kxiM - x) , 
at 


donde, cocno en ( 8 , 2 It, k puede ser constant*, o mb generalroente k puede variar con el 
tketpOi Mejorw tecnoldgicu pueden haeer que el valor de M crczca o decrease paubttna* 
fltcnle y por tan to «e pu ede gentmliiar ( 8 . 22 ) supontendo que W vatia eon el iieutpo, 


ll. Exprestr x en (unci6n d* t para cada una de las deyes de cTccimiento* en (£.20) y 
(8,22) (con k y M ambai eooatantes). Probar que el resuUado dr (8,22) « puede expre* 
sar como sigue: 


(8 2 J) 


M 

I + e J '< int * 


donde i *s una constant* y r es d tiempu en el qu* x — Mfl. 
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14 . Cuiliid treat la ky de trecimlemo «n U formula t&.23) del Ejerrido 13 y supdrigasc que 

hauemlo el ceirso en ires inimaltu de liempo iguales t ( , f ]P f B „ los. niimeros han s-ido 

x „ x x. ■ Demoiitac que sc lumen dntaa suficientcs para dtietnimr M y qw et> cfecto 
1 " 1 ? ^ 
sc ticne: 


(8.24) 


M = X; 


x^ x 2 - -V| ) - - x.J 

-*1 - 


15. Dcdudr lii formula que generalizs {B.231 delEjcrcicio 15 para la Ley dc qredmienlo (8.22) 
cuandu k no «s ncecsariamente cunsiame. Bxprcsar el re&ultado con relacicn aLtiempo 
J 1 ,, para el vuul x = ,W/2. 

16. El Census Bureau da los siguientes dstus (en mil I ones) de pobladdn en los Esiados 
Unidos en imervalos- de 10 arte desde 1790 a 1950; 3,S, 5,1.' 7.2, 9.6, 12,9, 17. 25, 3 3, 
39, 50, 63, 76, 92, 108, 122, 135, ISO. 

U> Aplkando la equation 1.8.24^ delurminar el valor de M 9 base de los datos del censO 
para 1790, 1150 y 19 It). 

(b) Lo misma que en (a) para I os anas 1 9 Id. 1930 y 1950. 

(c) Paniendo de [os. calculgs bcchos cn (a) y (b) £se puede considers r come aocp ta- 
ble o no la ley de crceim Lento {8.23) para la pobliiddn de los Estados Unidos? 

17. (i) Dibujeso la grali<B dc log* Como furcidn de 0 donde x represents ios dfitos del 
cense dados en ei Ejcrcicio 16. UlSlisear esia gririca para demosirar que la lev de creri* 
m lento {8.20) sc satisfacria con ituidia aprojiimacidn destie 1790 a 1910. Delertninar un 
valor medio razonable de k para e»le perfodo. 

<b) Detuminese un valor medio r won aide de k para el penodo desde 1920 a 195*0; su- 
p6nga.se que la ley de crcctmientg t$-2U) cs valida para csta k, y predecir la poblacidn dc 
los Estados Unidos para Ids aite 2QQQ y 2030. 

18. La presencia de loxinas en tin cicrtcr medio destruye un cultivo tie baclerias, siendo el 
cociente difercncial de destruction proportional al numcro dc bactcrias y a la cantidad 
de loxlnas presemes en el cultivo. Si no hubiera loxinas las bue tunas crecerian con 




Figure 8.3 Ejerckio 18. 
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una vdocidad proportional a In cantidad total de bacterias etisientc, Sea x el numero 
de bacterial vivientes cn cl inaiamc t. Svpdng«$« que ta canudad de toxinas crece con 
velotidad £dn»(anle j que la production de loxinas empba en -el insiante t = 0. Esia> 
klecer una ecuacLGn deferential para x. Resolver la ecuacidn diferential, Una de las 
eurvas. de la figure 8,3 es Id que represent* mejor el camportamienio general de x 
ccuno funcidn de (, Decir evil es la elegida y e^plicar el porqu£. 


SJ Ecttaeioncs lineal?* de segundo orden eon coeficlentc* const antes 

Una ecuacidn dif ere tidal de la forma 

f + PM/ 4- P t (x)y = R{x) 

se denomina ecuacidn tinea! de segundo orden, Las fund ones P, y P t que mufti- 
plican la funcidn incdgnita y y su derivada y f son lo$ coeficientes de la ecuacidn* 

Para las Ccuaciones lihealcs dc primer orden, dimog un teorema de exists nets 
y unicidad y detenni names todas las solutions median te una formula. Si bieo 
existc un tcorema de existencia y uniddad para la ecuacidn general lineal de se- 
gundo orden, no hay una formula que nos de tod as las sc luc tones. salvo en algunos 
c&sos particulancs. En cl Volumcn H se ex pone un estudio de la ecuacidn lineal 
general de segundo orden, Aquf &6lo tratamos el caso en el que lot coefttientes 
P i y P 2 son eonstantes. Cuando cl segundo miembro ff(jr) es idlniicamcnte tiulo, la 
ecuacidn se llama homogenea „ 

La ecuacidn lineal homogenea con coeficientes conslaules fue la pritnera Ecua- 
cidn diferencial de un tip© general que se resol v id completameme. En 1743, Euler 
publico una primers solucidn. Aparie de su interes historico* e$ia ecuacidn se pre- 
set) ta en una gran variedad de problems s de uplicacidn, de manera que su estudio 
es de importancia practica. Ademas, podemog dar formulas para todas las solu- 
ciones. 

Considers mas una ecuacidn lineal homogenea con coeficientes constantes que 
esersbimos asL 


/ + ay + by — 0 . 

Buscamog soluciohcs cn todo cl eje real { — oc-, -fee). Una solucidn es la funcidn 
eonstantc y = 0., fista se llama la solucidn trivial. Nos interesa hallar soluciones 
no trivialcs, y comen zamos nuestro estudio con algo nos eases particulares para les 
que pueden cneontrarsc solucioties no trivialcs, por simple inspection. En todos 
csos casos, el cuefitieme de y' es nulo, y la ecuacidn liene la forma y" + fry = 0. 
Veremos que resolver esia ecuacidn particular equivale a resolver el caso general. 
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JT9 Existencia lie salucsones de (a eeuaddii y“ 4- % = 0 

EiEMPLO 1, La ecttQcivn Y’ = 0, En este case sun nulos los dos cocficien' 
tes a y b, y podemos deiemtinar tod as 3 as solucioncs con facilidad, $upongamo& 
que y es una funciOn cuajqukra que satisfaga f* = 0 en ( — oo» 4 -oq), Ententes 
sn derivada / es constants, pongamos / = c,. Integrands esta relation, encontra- 
mos que y es necesariamenle de la forma 

i = t j.v + c, . 

en donde c, y c t son eons tames. Recfprocamente, para cualquier par de cons tames 
c, y c Zt el polinomio de primer grado y = + l\ satisface Y f — 0, con lo que 

hemos hallado todas las solucioncs para estc easo. 

Seguidamente suponemos que b # 0 y iralamos por separado los casos b < 0 

y b > 0 .. 

Eiemplo 2. Ecuackm y" + fey = 0, siendo b < 0, Ya que b < 0 f podc- 
mos escribir b = — k 2 , siendo k > 0 h y la cc nation diferencial turn a. la forma 

f = k-v , 


Una soluctdn jnmediaia es y — o tx l y otra y ~ e ^ A partir de el las podemos 
cbtener oiras solucioncs const myendo combinariones lines les de la forma 

siendo f, y c 2 constants arbitrarias. En cl teoncma fL6 sc dcmo&lrard que todas 
las solucioncs quedan induidas en esia fdrmula, 

KftM klo 1, Ecuacion y” + by = 0, siendo b > 0. Aqui podemos escribir 
b = k~ , donde k > 0, y la ecuacion diferencial loma la forma 

ft r ft . . 

y — —A y . 

Otra vez, obtc nemos soluc tones dc modo inmediato. Una soluddn es y = cos kx t y 
otra y = sen kx. A partir de el I as logramos oiras solucioncs formando combi na- 
ciones lineeks, 


v = c L cos kx + sen k x . 


en donde c, y c t son const an tes cualesquiera. Ed leoretna 8.6 demostrara que esla 
formula iritluye todas las solucioncs. 
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SJO Reduction de ]a ecuacidn general il caso particular y" 4 by = 0, 

El problems de resolver una ecuaciort lineal de segundo orden con coeficien- 
tes constants puttie reducirse al de resolver los easos particulars quo aeabamos 
de ver, Exist? un metodo para hacer lo qoe se aplica tambien a ecuadones mas 
generates, La idea e§ considerar tres funciones y, a, y v tales que wt\. Deri- 
vando obtenemas / = uv r + iA', e y" = uv" + 2uV + i/V, Expresemos a bora 
la combination y" + ay' 4 fey en funcidn de u y r, Oblenemos 

^8 25) y fl 4 oy' + by = wt" 4 2u , i* 4 w ff t ! 4 + wk) + Ant? » 

B (p" 4 aa' 4 bv) v 4 (2d' + arju + i>u\ 


Elijamos seguidamente e para quo el coeficieme de id sea cero. Esto exlge que 
f = — avf2, eon to cual podemos degir v = Para esta t : tenemos 

(■" = — av't l — a*vf4 r y el coeficiente de u en (8,25) se convierte en 


, „ , , ( 4b — cJ a 

u 4 av + fry = — — — + bv — — - — v . 

4 2 4 


Asi pues, la ecuacidn (8.25) sc reduce a 


y* 4 «y‘ 4 by = 




P ties to que v = la funeidn v nunca e$ cero, con lo eual y satiaface la ecua- 

cion dtferencial V* + ay* 4 fey = 0 si y sdlo si u satisface u tf 4 {{4b — a 2 )u — 0. 
Ass pues, homos demostrado el siguiente teorema. 


teokbka S4, Sean y y u dos funciones tales que y — ue~ nxft , Entonce s. 
en el mtetvalo {—ecu + so), y sat is face la ecuacidn diferencial y" 4 4 fey = 0 

si y sdlo si u satisjace la ecuacidn diferencial 


u" 4 



= 0, 


Estc teorema reduce el cstudio de k ecuacidn y tf 4 ay 1 4 by = 0 al ea§* 
particular y" 4 by = 0. Hemos eneontrado soluciones mo trivkles de esta ecua- 
cidn pero. salvo para el cast? b = 0, no hemos demostrado que se ban ha I fa do 
Unless las sol u clones. 
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ahora que ioda$ lag solucicnes tienen esta forma. HI caso b = 0 foe establerido en 
la Section S.9, de modo que podemos supotier que b l* 0, 

La idea de la demostracidn cs esta: Sea y = f(x} una soluci6n cualquiera de 
y" + by = 0. Si podemos demostrar que existen constants c, y e t que satisfacen 
el par de eciiscioncs 

(EM) <■,!/,( 0) + <yq<0) - f(0 ) , cXm + C^d) = f( 0) , 

emtonces / y c t u L + son soludones de la ecuacidn difercncial /' + by = 0 
que tienen el mi&mo valor y la misma derivada en 0, Segfin el teorema de unieidad, 
results que / = Ciil t + c t ui. 

En d caso b), tenemos «,(*)= n 2 (x) = e' k *, con lo que u,(0) = i/^0)= 1 
y u'CO) = k, i/ a (0) = ^k. Con. ello las ecuaciones (8.28) se convierten en 
c t + c t — f( 0), y c t — Cs - f(0)/ft, Tienen la solucidn c, = |/(0) + l/'(0)}k, 

c 2 = i/(o) - \f(m> 

En ei easo c) h teneraos iqU) = cos kx, u a (jc) — sen kx, y as! es u 5 (0) — 1, 
u s (0) — 0 t u r (Q) — 0 S i/ 2 (0j — k t y las solucicmes ton c, = /( 0), y c % = f(Q)/k, 
Puesto que siempre wbicn c t y c? que satisfacen (8.28), la demostracidn es com- 
pleta. 


8.13 Solucidn complete de la ecuacidn y* + fly + by — 0 

El teorema 8,4 nos dice que y saiisface la ecuacidn diferencial y"+fly f +by=0 
si y sdio si u satisfaoe u"+ \{Ab — fl a )u = 0, siendo y = e~**?*u, Scgun el teote^ 
ma 8.6 sabemos que la naturaleza de cada solucidn u depends del signo algebrai- 
co del (Meficieme de u, esto es, del signo de 4b — <r* o dc a* — 4b. A1 ndmero 
a* — 4b ie llamarnos discriminate de la ecuacidn diferencial y" + ay * -b by = 0 
y lo designamos por d. Cuando combinamos los resultados de Jos-teoremas 8,4 
y 8.6 obfenemos el siguiente, 

TEOREMA 8.7. Sea d — u‘ — 4b ct discriminant de la ecuacidn diferendal 
lineal y” + ay" + by = 0. Toda solucidn de esta ecuacidn en (— co, + oo) time 
la forma 

(8,29) V = + Cl if,(j:)] , 

m donde c, y c t son constantes, y las funciones u t y u s se determinan segun el 
signo algebraico del discriminant del modo siguiente: 

a) Si d = 0, vdx) =1 y u a (*) = x. 

b) Si d > ■ 0, = e** y u s (x) = e'* 1 , simdo k — \\ d. 

c) Sr d < 0, u,(x) = cos i* xu,**) = sera kx f siendo k = \\ -d. 
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e * J = w } — kv. loda combi nation lineal de r*' y e'*' es tambien una combi na- 
d6n lineal de w t y w 2 , Lucgo, el par w t T iv a es otra base, 

Puede demosirarse que to do pat de soludones \\ y r a de una ecuacion dife- 
renctal /' -I- ay' + by — 0 sera una base si la razbn v s /i\ no es constanle. 
Si bien aqui no vamos a ncoe&itar esta propiedad, la mendonam pursue liene 
important’ Ea en la teoria de las ecuaciones lineales de segimdo orden con coefi- 
dentes no cons (antes. En el Ejercicio 23 de la Seccidn 8 14 se esboza una de- 
mostraddn , 


8.14 EJereieios 


Hallar tod u las solucioocs dc las Nguicntc; ecuacbnes diferendates cn ( — + *c). 


1. y r - 4 y = 0. 

2, f + 4y * 0. 

3, y" - 4y' - 0, 

4. y " + 4> = 0, 


6, y' + 2f - 3y = 0, 

7, y — iy ■+ iy = o. 

8, V - iy + 5y = o. 

9, V + iy + y - 0. 

10. V' - 2/ 4 y - 0, 


En les Ejcrddas 1 1 n\ 14, hallar la solucidn particular que satisfaga las condiciones 
initiates dados. 


11. Iy" + 3 y ' = con v = 1 e r = I cuando x — 0, 

12. y +■ 2Sy — 0, con y — — I e y' — 0 cuando -* *■ 3, 

13. y” — 4y' — y = 0* eon \ — 2 c V — I cuundo x = I. 

J4. y" +4 y' + 5y - 0, con y -2c f = y cuando x = 0. 

15. La grifica de up® soiucidri a de la ecuaekm difercncial y"’ — 4y' +■ — 0 corla la 

griftc* de una solution v de la ceuaer6n y" + 4y + J3y — 0 en cl origen. (.as dos cur 
vas itencn la misma pendiente en cl o eigen. Deicrminar u y r si «'{J w) = |, 

16- La grilira de una solucidn u de la ecuacidn difenrncial /" - Iy' — 4y = 0 corf a la grafiea 
de una solution r de la ecuacidn y" f 4/ — 5y = 0 en cl origen, Dctcrminar u y e 
si las dos curvas liener pendienles igoalcs cn el prigen y si 


Hxf 5 

hm TT = Z ■ 

*-* + « * 

17. Hallar lodes Los valOres de la cOnsIMilc ft talcs que Esl CoUftCidn difetOHCid y # + fty = 0 

tonga una tolucidn no trivial y — f k (x) para la cual ^(0) — /;3U = 0. Para cada valor 

adtnisible de ft. deierrmnar la cotrespondiente solucidn y = j k (jr). Comid&ense los valo^ 
res positives y rtegativos de ft. 

1 £ . Si (a, b) es un purtto dado del piano y si m es un niimero real dado, demostrar que 
la ccuaci6n difcrcncial y" + (*)' - 0 ticnc cxaclaTOenic una soluddn cuya grafiea pasa 
ppr y menc cn d ta pendicnlc m. Discut ir tambi4n el ease k — 0, 

19. a) Sean (a t ,6-J y (fl a .b.J dos puntos cn cl piano tales que q, - a w ^ mr, Jtcnd® ri 
entero. Demostrar qoo CKiste cxaciamenic una solucrdn de la ecuaoidn diferetsoial 
y v + y — 0 cuya grafiea pass por csob dos pumos. 

b) La propodcidn dc la parte a), z«s cierta siempte si a t — a es un mtilliplo de ?r? 
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c) Generatizar cl rcsultado de It parte a) para la ecuacidn y' -f ft’y = 0,. Discutir taro- 
then el csm> k = '0, 

20, En cada case, hallar unt ccwaddn difcrenclal lineal de segundo orden qua se satisfaga 
para u, y a r 

(a) «,(*) - **» - * _x - 

(b) Ul (x) - f*=. %(.V) - Jf# 4 *. 

(c) « r O) ** e~* ft cos x, rf a {.¥) = g~* m sen x. 

(d) Hi(x) * sent It + 1), ujx) = sen (2x + 2)., 

(i) s= cosh x, u 9 (x) “ senh x. 

Wromkiano. Dadas las funciones «, y «,,, la fwncidn W defir Ida per tV(ar) = 
■f u 1 (x)tr^{jir) — WjjfJrJu'Jf.r) es su Wnmskumo. dcnominactor usada en atencldn a J. M. H- 
Wronski (] 778-18531 que fuc queen ta introdujo. Los. Ejercieios qw stguen se re fie re n a 
propiedadc^ del WronsItLano. 

21, a) Si el Wronskiano 1V(*) • <fc m y «„ es no to para todo valor de jr en tin intervale 
abler to /, demos trar que el cociente J /a ea cctmanle en L Dkho de otro mode, si 
i/ s /u 3 no es constants en. I, enlonces IVfe) ** 0 por So me nos para un e dc /„ 

bi Demdutrir que la deriv&da del Wronskiano es IV 2 = u^," 1 — x^aixi"'- 

22, Sea W el Wrcmskiano dc dos solucione* u , u s de la ecuacidn diferencial y"+<jy'+fry=0, 
siendo s y b const antes . 

a) Dcmdstrar que W »Btisfacc la ccuacidr de primer orden IV + aW = 0 y por tanto 
W(v) j= WiQ)e'' f . EsU fdmwla praelba que 51 |V{0) p< 0. cnionces 1 VU)j* 0 para iodox. 

b) Suponieruici que u. np es iddnitamenic nyla, demo&trar que MO) =0 si y sib si 
u.Ju t es constants. 

25. Sean c } y v t das solucione; cotksqukrt dc la ecuacidn diferenctal y " + ay +l>y = 0 
tales que c.,/r no* es contume. 

a) Sea y = fix) una wtucidn de la ecuacidn diferencial. Utilizer propiedades del Wrons- 
kiwo para demostrar que exislen constants c t y *.- a talcs que 

+<ww -/(o) , f |P ;<o) + - rm r 

to Demostrar que toda soluesdn es de la forma y = c. i\ + c.a^, Dicbo de flira mode, 
fottnan tma base para el conjunto de todas las. solucioncs. 


8, 1 S Ecuaciunes lincaks no homogeneas dc segundo Orden con coeficientes 

coDstantes 

VolvamcKS a dheutir las ecuaciones no homogenous de la forma 
(a. 30) y” + ay + by = R , 

en las que !os coeficientes a y h son constantes y el segundo mieinhro 1? es una 
fund On cualqukra con lima en ( — ac, +ao). La dtscusidn puede simplificar&e 
median re d uso de un operador. Para cualquier functor / con derivadas f v 
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Queremos elegir t l y („ de modo que L[y,) — R, Esto podemos consegusrlo si tie 
gimos ti y t t de mode que 

- 0 y t\\ \ + Fgi’a = /? , 

Se trata de un par de ecuaciones algebraicas eon las incognitas t[ y t‘... E! detenu i- 
namc de] si sterna es el Wrons kiting de p, y c. A . Puesto que dste minca es ccro, el 
bistem a tiene una soluei&t dada por 

y 4 = riRiW. 

Integrando esas relaciones, obtcnemos las formulas (8.35), completando asi la 
demosi radon. 

El metodo por el que demos obienido la solucidn y 3 se llama a v-eces de i^na- 
cion de constitutes. Fue utilizado primero por Johann Bernoulli en 1697 para resolver 
ecuac tones lineales de primer orden, y luego pur Lagrange en 1774 para ecua- 
eignes l ine ales de segundo grden, 

ftnjy; Puesto que his funciemes t. v r., del (eorerna 8.9 se ex pres bti cOmo integrates 
indcfirtidiis, cbcIb utib de ellfls csla dcttrrri tn ad a salvo qua wn;UntF sditjvB, $j sumiimus 
una const ame c L b ij y una const Bnie c. a L cambiamos la fundtin y, cn una nutva 
funcion y.jf = y, + c,r, +c„r„ r En virtud de fa lineal! dad. tenemos 

UyJ = L(r,) 4 - L(c,t! s + tv*) *= Ux\U 

lo cua! nos dice que la nggva Fungibn y tambipn es una solution particular de |a ccua- 
ci<Jn do homog£neii. 

etemplo I . Hallar la solucidn general de la ecuadon y H + y — tg x en 
<-ir/ 2 > *f 2 ). 

Sohwidn. Las funcioncs r, y y, de las iguuldudes (8.32) vienen dadas por 

r,( v) = cos x , r s Lv) —sen x * 

Su Wronskiang es W{ x ) = — i-Ax)i-\{x) = cos 2 x + sen 3 X — L Por 

tan to, de (8.33) obtc nemos 

(,{.x) = — I sen v tan * dx = sen* - Jog |sec x + tan x] f 
• * 

jv; . y) = \ cos x tan x dx = I sen x dx = —cos x . 


vriohted material 


y 



Hidden page 



Hidden page 



Hidden page 



Ejcntplos de problemas fisU'OS 


w 

fijo de la recta y proportional a la distancia a ese punto fijo. Si toniamos el ori gen 
en el pun to fijo y es y la d i stand a en el instante x. cntonccs la aeeleraeion y ft debe 
scr nygativa cuando y es pusitiva, y posiriva cuando y es negaliva. For consigai en- 
te podetnos cscribir y" — — k*y, a 


/ + kh = 0 , 

siendo k* una const ante positiva. Esta es la ecu acton diferencial del movimiento 
armdnico simple. Sc cm pica a mcnuclo como modelo matematico para el movi- 
m lento de tin punto en m mecanismo vibrante tal como una cuerdu tensa o un. 
diapason vibrante. La misma ecuacion se presen ta en la icon a de circuit us dee- 
tricos en dondc se llama ecuacion del oscilador armcnico. 

El teorema 8.6 nos dice que todas las sol tic i ones tienen la forma 

(8,34) r = A sen A v + B cos kx . 


en donde A y B son constantes arbilrarias. Poderaus expresar las $o|iicione$ en 
funcidn del seno o del cose no tan solo. For ejemplo, podemos imroducir nuevas 
const antes C y i, en donde 

/ g 

C = ^ A* + B~ V ? = are til ri — t 

A 

cntonceg tenemos (ver figura 8.4) A = C cos x, B = C sen x, y la eciuciun (8.34) 
se eonvierte en 

y = C cos a sen kx + C sen a cos kx Csenffc-v 4- x) . 

Cuando la sol uc ion se escribe en esta forma, las const antes C y a tienen una 
sene ilia interpret acton geometric a (ver figura 8,5), Los valores extremos de >\ 
que se present an cuando sen (A v + a) = =t 1, son ± C- Cuando x = 0, e! des- 
plaza mien to inicial es C sera a. Cuando x crece, Sa partfcula oscila entre los valores 
extremes + C y —C eon per tod o 2*/k. El angtiio kx + a se llama el mgula de 
fase v el mismo x es el valor inicial del an goto de fase. 

EJF.mpi.o 2. Vib ruciotws amort igtmdas. Si una part feu la sujeta a un mo- 
vimiento armdnico simple s u bit amen te es sometida a una fuerza externa propor- 
tional a su velocidad, d nuevo movimierno saiisfacc una ecuacion difeTencial de 
la forma 


y* + lev’ + * a r - 0 
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clones ticndcn a 0 para x -* x. En la (igura 8.6(a) represents tin ejetnplo, 
Cada solucidn puede cambiar de sigrao por lo menos una vez. 

Si c < 0 d ententes h — c es positive pero ft + c es negative, Asf que, ambas 
exponent ialcs y e“ (Wk tienden a + ao cuando x -* +qo, tors lo que nue* 

vamente existen soluciones con va lores absolutes tan grandes eomo se quiera, 

C) Dhcnminante negative: c s < k\ En este easo N lodas las soluciones tienen 
la forma 

v — Ce sen (ft v + ?-.) , 

en do tide ft = \V^d — \ k- — ~ 2 . S3 c > 0. toda sol uc ten no trivial oseila, 
pero la amplitud -de la oscilacten tiende hacia cero cuando x + ^o. Este caso so 
llama amortiguamiento oscilante v se represema en la f igura 8.6(b). Si c < 0, todas 
las soluciones no triviales toman va lores positives y negatives tan grandes como 
sc quiera cuafrdo x 4- f - 



a) Discrtnrinantc 0 d positive b) Discriminante negative 

FiouRa 84 Vibntcionei amoriiguadm que se presmian cOmO soluciones de y ' + 2 cv' + 
4- m 0, con c > 0, v discrimimmte 4{e* — k z )„ 


KfEMPLO 3. Circuitos elietricos* Si intercalamos una capacidad (por ejem- 
plo, un condensador) en el circuito el&trico del ejemplo 3 de la Section 8.6, la 
ecuaddn diferencial que sirve de modelo para este circuito vtene dada por 


L! (0 + Rl{t) + ^ | t[t) dt = V(t) t 
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I n traduce ion a las ecuaciones diferenciales 


iicnJo C mna constants pcmiliva llamada capacidad. La derivation de esla ecua- 
ci6n da una ^cuatiiin lineal de segundo qrden de la forma 

Lt"(f) + MX r) + j. HD - t'W - 

Si el voltaje aplicado V(f) qs constants. el segundo miembto eg cero y la ecuactdn 
toma la forma 


I"(t) + 7 Ort + 77 HD - o . 

Este es el mismo tips de ecuacidn analizado en el ejempio 2, salvo que 2c esta 
reemplazado por R/L r y k" por 1 /( LCK En este caso. el coefitiente c es positive 
y la ecuation es siempre estabk. Dicho de otro mode, la in ten si dad /(f) siempre 
ttende a 0 cuamfe i — ► + qc, La terminology del ejempio 2 taoibien sc utiliza 
aqiiL Se die? que la corriente cs amorliguada critic amente cuando el discrimb 
name es cero {CR* = 4th exponencialmente cuando el discriminante es positive 
iCR' 4 > 4 L), y ostilanie cuando el discriminante cs negative CCjR* < 41), 

sjt'SMin.0 4, Movimiento de un cohete con mam variable. Un cohere es 
impulsado mediantc la ignicidn del carburanic en una dmara de combust Edn, al 
permit ir la expulsion had a atras de los productos de la combustion. Supongamos 
que el cohete parte del reposo y se mueve verticalmente hada arriba a lo largo 
de una recta. Designemos la altura del cohete en el instante t por fit). la masa 
del cohete (mcluido el carburante) por mil), y la velocidad de la materia espulsa- 
da. con relation al cohete. por c(r). En auserda de fucrias externas, la ecuacidn 

( 8 * 35 ) 

se utilize como tnodelo maiematico para discuttr el movimienio. El primer miem- 
bro 0 es d products de la masa del cohete por su aceleracidn El segundo 

rmeuifero, m r U)cit), ■es la fuerza de acderacidn en d cohete motivada por el em- 
puje desarrollado por el mecanismo de impulsion. En los ejemplos que aqui se 
consideran. mlh y ett) son conocidos o pueden expmarse en funcidn de fit) o su 
derivada /(t) {la vdocidad del cohete). La ecuacibn (8.351 se convierie en una 
ecuation diferencial de segundo orden respecto a la funcidn poxttibn r. 

Si estan tambkn presenter fuerz&s external, tales como la gravedad, entonces 
en lugar de (8,33), usamos la ecuacidn 

(6.36) «t(rK(0 = wt'OMO + HO > 

en donde F(t) represents la guma de tod as las fuerzas external que act'd an sohre 
d cohete en cl instant? f, 
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Pueslo que todo el combustible se consume cuando to = b, restringimos t 
al intervale 0 < / < bfk. La unica fuerca externa que acttla sobne el cohetc es 
— m(Og. la velocidad d;) = —c, con lo que la ecuacidn (8,36 1 se transfoona en 

m(fk m (t) = — m{t)g . 

El peso del cohete en el ins tan te t es w — let, y $u masa m(0 es (w — k t)/g~ 
luegu tenemos — — k/g y la ccuacidn anterior luma la forma 


r'-ff) 


m(t ) _ k<‘ 

m(i) ^ w — to 


Integrands, y utilizando la cond scion in re Sal r'tO) = 0, eiKontramos 

. *■ — to 

r (f) — — c log - p . 

w 

Integrands nucvamcme y empleando la condicion inicial r|OI = 0, obienemos la 
relation 


, , c(w — k t ) h — to I , 

= Jog — - - nr + ct 

k w 2 


Todo el combustible se ha consumido cuando t = b/k. En estc instante la altura es 
( 8 , 3 ?) 


fb\ i : { h — b \ , vt L — b ! ei b~ cb 

bJ T~ log — 


0 J.* 


k 


Esta formula es vrilida si fr< m», Para cierbs cohetes, el peso del cohete vac la 
dc earburantc es pequeno respecio a I peso de die ho carburantc, y es interesante 
considerar el caso If mite b = w. No podemos poner 6 = n? en (8,371 por la pte 
sene la del term mo log (a j — b}/w, No obstante, $\ hacemos que b -*■ w, el primer 
term mo de (8.37) es una forma indeterminada con llmite 0, Por con sign iente, 
cuando b -* w. el valor llmite del segundb miembro de (8,37) es 


[in r 

ft -HP 



1 ov 

2 k* k 


( gT 1 + cT, 


en donde T ■= w/k es el t tempo necesario para que todo el peso w se consunu. 


8.19 Ejerckios 

En lot Eje racks del I al 5, se supone que una partfcula se mueve cun movimiento 
jirmonico simple, tie acuerdo can La ecu »c ion y = C sen(*.e + i> La velocidad de Ia ijarifcii- 
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8.20 Obscrvacioncs relatjvas a las ecuactones diferenciaks no line-Jkles 

Puesto que las ecuaciones diferendales llneales de segtindo orden con qocfi- 
cientes const antes se presen tan en ran amplia varied ad de probiemas cientiTicos, 
es reahnente ventajosc que dispcmgamos de metodos sistematicos para resol verfas. 
Muchas ecuaciones no I incalcs surge n e spo n la nea me nte en probiemas fisicos y 
geometric os, pero no ex jste una teorla complete comparable a la de las ecuaciones 
linealcs, Fin la introduction de este capital® mencionamos una «bol$a de truces » 
que ha sido dcsarrollada para tratar much-os qasos particulars de ecuaciones no 
Lineales. Tertninamos estc capiiulo con la disc us ion de algunos de esos «lmeos>» y 
algunos de los probiemas que nesolvemos con so ayuda. Solo consideraremos ecu a* 
clones de primer orden en las que puede despejarse la derivada / y se pueden 
expresar en la forma 

13 . 38 ) /=/(*>’>. 

Kctordcmos que una solucidn de (8.38) en un intervale / es cualquier fun- 
cion H y — derivable en / y que satisfies la re lac ion Y f (x) = /[.v, V{*)] para 

todo x de /. En el caso lineal „ demostramos un teorema de existencia y uniddad 
que nos dice que existe una y sdlo una solucidn que satisface una condition initial 
asig nadir Ademas, dispone mo;; de una formula para determiner esa solucidn. 

Esto no sucede en cl caso general. Una ccuacidn no lineal puede no iener so 
tucidn que satisfaga una condidbn initial diidii. o puede [finer ntds de una. Por 
ejcmplo. la ecuacidn (yT — xy 1 + y + l = 0 no dene solucidn con y = 0 
cuando x = 0, ya que esto exigirfa. que‘(/)* = — 1 cuartdo x — 0. Por otra parte, 
la ecuaddn y* = 3y-‘ 1 tiene dos soluciones distintas, y,U) = 0e y a (jc) =x*, que 
satisfacen la condicidn initial v = 0 cuando x = 0, 

Asi pues. el estudio de las ecuaciones no lineales ofrece mas diiicultades a causa 
de la no existencia o no unicidad de las soluciones. Tam biin, incluso cuando 
existen sol uci ones, puede que no sea posible determ inarlas expHciiamuntc en fun- 
cidn de funciones sene i lias. A veces podemos eliminar la derivada / de la ecu avion 
dtferencial y llegar a una relation de la forma 

n.*> }) = 0 

que sc satisfacc para a I gun as, o quizes tod as, las sol uci ones, Si esta ecu acton 
puede resolverse respecto a y en funcidn de x, Uegamos a una formula explicita 
para la solucidn, Con mayor frecuencia, no obstante, la ecuacidn es demasiado 
complicada para despejar en el la y. For ejcmplo, en una Section posterior estu- 
diaremos la eeuadbn diffirencial 


y 


j 


y - x 
y + * ’ 


tvriohl 


trial 
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y y 



Ficlp.a 8,7 Cur w as integrates de to ecuaciSn 
diferendal y = x. 


FtcUP* #.8 Curvas integrates Jf la eeawidn 
diferenciul y' = y. 


La figure 8.8 represents la familia de curvas exponenc Sales p y = €c\ que »n 
cuivas integrates de la ccuaci^n difcrcncial / = y. Una vez mas,, C represent a el 
segmento intencepUdo sobre el eje y. En cste ca&o, C cs tambien igual a la pen* 
dicnlu de la curva en cl punto cn qu£ corta al eje y, 

En la figure 8,9 $c ha represen tado una familia de rectas no paralelas. Son 
las curvas integrates de la ecuacidn 


(Ml) 

y la ecuacion 




y = C.X — \ C 3 , 


da una familia de solucioncs quc depende de un solo pa re metro, 

Esta e$ una familia que posee una envolvente, esto es* una curva que tiene la 
propiedad de que en cada uno de sus pantos es tangent? a una curva de la fa- 
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eiemplo 1. Ha liar una ecuacidn diferencial de primer orden & k que sa- 
tlsfaeen Todas las circuit ferenc ias con centro en el origen. 

Solution. Una gircurtfcrcncia con centro en el origen y radio C tiene por 
ecuacidn x 1 4- y 2 = C *. Cuando C va tomando todos los va lores positivos, obte- 
numos todas ks dreiin fete neks con centro en el origen. Para encontrar una ec na- 
tion diferencial de primer orden que tenga esas circunferencias como curvas inte- 
grales, bask derivar 3a eeuaridn cartesians ohteniendo 2x + 2yy' = 0, Asl pues. 
cada circunferenck satisface la ecuacidn diferencial y* =* — x/y. 

ejemplo 2= Hallar una eeuadon diferencial de primer orden para la familia 
de todas las circunferencias que pasan por el origen y que tienen sus centres sobre 
cl cic x. 

Solution. Si el centro de una circunferenck esta en (C.0) y pans por el 
origen, el teorema de Pitagoras nos dice que cada punto (x.y) de la circunferenck 
satisfacc la ecuacidn cartesians {x — C)* + y a — C\ que puede escribirse como 
sigue 

( 8 . 43 ) x* + V* - 2Cx ■ 0 

Para encontrar la ecuacion diferencial que lenga esas circunferencias como curvas 
integrates, derivamos (8.43) obteniendo 2x 4- 2yy' — 2C = 0, o 

(8.44) x + yf = C . 

Puerto que esta ecuacidn con tiene C, se satisface tinicamente para la eircunferen- 
ck (8.43) correspondientt al rnismo C. Para obtener una ecuaddn diferencial que 
se satisfaga para todas las curvas (8-43), debemos eliminar C. Podrkmos derivar 

(8.44) y obtendriamos I + y/ f + (/)* = 0. Esia es una ecuacidn diferencial de 
segundo orden que se satisface para todas las curvas (8-43). Podemos obtener una 
ecuacion de primer orden eliminando C algebraic amen te entre (8,43) y (8.44). 
Sustituyendo * + yy* por C en (.8-43), obteneraos x 1 + y* — 2*0 + y/). ecus- 
ci6n de primer orden que podemos pqner en la forma y' = (y* — jt*)/(2jxy). 


La figure 8.1 1 represents lo que se llama un campo directional de una eeua- 
cidn diferencial. Es simple me me un eon junto de pequenos segmentos recfilmeos 
tangertes a varies curvas Integra les, El ejemplo particular rep resen tado en la figu- 
ra 8.1 1 es un campo directional de k ecuacion y — y, 

Puede construirse un campo direccional sin resolver la ccttacidn diferencial. 
Se elige un punto, por ejemplo (a, h) t y se calcula el nutnero f(a. b) obtenido por 
sustimeidn en el segundo miemhro de ta ecuacion diferencial y* — f(x,y). Si ex is* 
te una curva integral que pase por cse punto, su pendientt en el ctehe scr igual 
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Ficura fl. II Campy dirvcci&mt de la ecuacidn diferencial y' = y. 

a j(a T bU For consiguiente, si dibujamos un trazo recti linen por el diado pun® 
(a r b) y qua tanga e$a pendien®,. die ho pequeno segments de recta forma r a par® 
de un catnpo direcciorul de la ecuacidn diferencial, Dibujando varies de esos 
trazos, pesdemos conseguir una idea clara del cornporUmiento general de las 
cuTvas integrates. A voces tal informacidn cualitativa puede ser la que se precise. 
Advertise qtic puntos distintos £ 0, 40 en el eje y origin an curvas integrates dis- 
titUfiS. EstO nos da una razdn geometries de la apavicidn de una const art tf n r bit r aria 
al Integra r una ecuacidn de primer ordeti. 

8,22 Eimklte 

En los Ejercicios del 1 al 12. encontrar una ecuacidn diferencial de primer orden qua 
tengn como curvas integrales la familia de curvas dada. 


3. 2x + 3y - C 

6. x 1 + r + 2Cy ~ 1 . 

hi 

II 

r 

7. v = €{x - l)e*. 

3. x* — jA = C. 

S. Ax 4- 2) ~ C(x - 2). 

4. xy - C. 

9, y =* C cos x. 

5, / - Cx, 

10. arcian y 4- arisen x = 


l| r Todas las circunferencias qua pasan per leu puntos (1,0) y i — 1,0), 

12. Todas las eireunferenrias que pasan por I os puntos (I, I) y (— 1, — j). 

En la const ruccidn del campo diteccional de una ecuacidn difertrtdal. a veces el (nbajo 
puedc ah rev i arse considers Wemente si sttuanros prim-ero aqueilos. punios en los que la pen- 
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es, cuatquier funcidn tal que G* = A. Entotices la solucidn y s atisfuce la formula 
impHcita, 

(S-46) C{>) = ! Q(x) dx + C 

para un rierto valor de C, Red procam ettie, si y sails face {-8 .46-) etuonces y es una 
solucidn de (8.45). 

Demostraadri. Puerto qoe Y e$ nm solucidn de (5-45), debe $er 

(8.4?) ,4[7(.v)]r(.v)= Q(x) 

para cad a x de /. Ya que G' = A, esa ecuacidn sc eonvierte en 

C[l'(jf)]r(j[)= QW . 

Pero, segun ia regia de la cadena, el primer roiembro es la derivada tie la funcidn 
complies ta G - Y. Por consign ientc G # Y es una primitive de Q, to cual signifies 
que 

(8.48) G[Yix)] = J Q{x) dx + C 


para tm cierto valor de C. Esta es la relation (8.46). Recfprocamente, si y = Y(jt) 
salisface (8.46). la dorivaeidn nos da (8.47), lo que demuestra que Y es una so- 
lucid n de la ecuackm difere tidal (£.45). 

Nota : La f6rtnufa imp] kit u (8.46) iambi<Sft puede expresarse ct» funcidn de 4. 
A parlir de (8.47) ttnemOs 


| 4[ Y(x) 1 V tx) dx = I Qix) dx + C , 


Si hacemos la sustilucidn, y= YC^f), dy — Y'(.e) dx en la integral de la Izquicrda* la 
cguacetin se jraEssforma en 


(8.49) | A{y)dy = \ Qix) dx 4- C. 

4- J 

Puerto que k integral irtdefinida 1 ,4{>'J dy represent una primEiiva cualquiera de A, 
la etuacidn (8.49) es otra manera de e&cribir (8,46). 

En la prtktica, la f6rmula (8.49) se obliene direetamente de (8.45) per tin proceso 
meeinicD. En la ecusutidn diferencjfil (8.45) ponemos la derivada y" en la forms dyidx 
y La eorssideramos como un eotiente obteniendo la reki6n 4(>) dy = Qix^dx- Ponemos 
iuego los signost de integration ers ambus miembrOS de eaa ecuaciOrt y suittamos la eons- 
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lam? C obteniendo (8.49). El leorema 8.10 proportions la justification de cstc proceso- 
Meeinico, el cual ei aira cji:mp]o dt la eficiiciu J c la nOtaridn dc Leibniz, 


EfEMPLO. La ecuacidn no lineal z/ 4- y = y 1 es separable ya que puede 
eseribirse en la forma 


<« 50) 


f = 1 
y(y - l) * + 


con tal que y(y — 1)^=0 y x ¥= 0. En este caso las dos funciones y = 0 e y — 1 
son evidcntemente so I no tones de x y* 4- y = yL Las restante$ $o|udotie$, si exis- 
teu, safisfaqen (8-50) y, por iflnto, segun el teorerrta SJO tambien gatisfaqen 


tiy 

yiy - i) 



para uii eicrto valor de 3a constante K. Puesto que el integrando del primer 
miembro es l/(y — I) — 1 / v„ cuando integramos, encomia mu s que 


log |y — 1| — log | j ; — log 1^1 + K r 


Esto nos da \(y — 1 )/>| = l x\* K o (y — U/y — Cx para un eicrto valor de C. 
Deipejando y, obrenenios la futmula explicit a 


(S.51) 


y = 


i 

1 - Cx 


El teorema 810 nos dice que para un valor cualquiera de C que elijamos, esa y 
es una solucidn; pot consiguiente en este ejemplo hemos determ inado todas las 
soluc tones: las funciones constantes y = 0 e y - 1 y todas las funciones de lint- 
das por {8.51), Observesc que para C = 0 $e gbiiene la soluddn constant? y = 1 . 


8.24 Ejei-cicios 


En I os Ejercicio* cM l nl 12, suponer que existen hjIuc tones y mconlnir ima formula 


imp! fd Ea a la que natisfagan las solucioncs. 

1, .i = **!}* 

2, tan x cos y — ->■' tan y. 

3, {x -f 1)/ + / = 0. 

4, V = iy - 1 Mr - 2). 

5, y\ [ - X s y r = x. 
fy. f.r - V)f = xy. 


7. (L - jcVV + I +y a - o, 

8. x\\\ + Af 4 )r’ — (1 + y 2 ) = 0. 

9. f.v 2 - 4>/=y. 

10. yyy' - 1 + -t 2 + y x + -sV. 

LI. vt" - f' 4,B sen-v, 

12, v dx 4- y dy — yr{.v dy - y dx) r 



Lcuacioncs homogenetic de primer orden 


425 


Eii ]os Ejetcicias S3 a\ 16 efacoturar funtiSTies f, continual en lodo el eje real, quw 

$aits,fa,gan la.? ccndidunt? dad&s, Cwndo wa facil haUarlas todas., hacerlo; ert todo easo s 

hollar *j ] mayor nurri^ro pgsible. 

n. fix) a? 2 +/; finds. 

■ 4. fix'd' (Jt | 5= 5x s /( 0) = 1. 

11 fix) + 2xf ,ui = 0, /{£» = 0. 

3 6, f%v) + [f(x)f » I. Nota: fix) = — | es unt wlacibn. 

17. lino foreign f no negative, ccnlinua en todo el eje real, titne la pr&ptedsd de 
que sc conjunlc de Ordcnodas eorrcspond'cnte a «n intervale arbitrarto tiene area pro 
porcicma! a la longiiud dd intervale, Hallar f. 

IS, Resolver el Ejerdclo 17 si el Area es proportional a h dtfererscia de los valores ck la 
funcldn era less eKiremos del intervato. 

19. Resolver el Ejerdcio 18 susliitiyendo «dilei«iiciiit par +sonta», 

20. Resolver el Ejercicio IS siistituyendo adiferendeit pgr «prodvck», 


8.25 Ecpacioiies homogcne as de primer orden 


Coosideremos ahora tin lipo especial de ecuacidn de primer orden 

( 8 . 52 ) r'=/Uv). 

en la que el segundo miembro tiene ona propiedad conocida pot homogeneidad, 
la etial consists en 

(8.53) fV-v* tf) =/( v - r) 

para todo jc p y, y todo i 4 0, Es decir, sostituyendo x por ix e y por ty no cambia 
e! valor de f(x>y). Las ecuariones de la forma (8,52) que lienen esta propiedad $e 
denominan homogemas (algunas veces tambien se llamati homogStteas de grade 
cera ), Por ejemplo: 

V + 


v = 


>' ~ * 

y + X 


= (^ 7 - 

V xy t 


. x x 1 + 

y = -sen 

y 


2 <1* 
x — v 


f — log X - Jog y . 


Aplicando (8.53) con r = 1 /jc* la ecuacidn diferencial en (8.52) se tra ns forma, en: 

( 8 . 54 ) 

La presencia del cociente y/x en el segondo miembro, sugiere la idea de intro- 
ducir urta nueva funcign incognita p con r = y/x. Etitonces y = i% y* — 
— i J x 4- e, y esta sustituribn transforma (854) en; 


Lx 4 - d = /(l h v) 


x~-fn,v) - V 

dx 


Q 
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La ultima eeuacidn es separable de primer orden con la incognita r, Podcmos 
utilizar el teorema 8.10 y obtentr una Formula implicit# para » y reemplazar 
etitonces r por y/x eon Id quo sc cbltene una formula implicit^ para y, 

epemplo,- Resolver la etuaeidn di Ferenc ini y’ = (y — xjfiy + x). 

Solution. La ecuicidu SC escribe en la forma. 


y „ ~ 1 

ylx + 1 


La institution r = y/x la transforms err 


dr r — I 
x — — — c 

tlx v + 1 




I + r 

t' + 1 


Apllcando el teorema 8rl0 se gbliene 


f — ^ dv -f f - dv = - j 

J 1 + v s J I + v s J 


— I — + c 

X 


La integrackta da 


| log (1 + r s J + a reran r; m —log |.v| + C . 

Reemplazando r por y/x. te nemos 

l log ix 1 + yj — l log X- + arctan - = —log \x + C , 

x 

y puesfo que log x* = 2 log |*[., results 

| log (x 8 + y~) + arcs an - = C . 

x 

Las soluciones de una ecuacidn homogenea / = fix, y) tienen algunas pro- 
pled sides geometricas interesantes. Ante todo. facilmente se de maestro que las 
reutas que pasan par el origen son isoclinAd de la ecuacion, Recordemos que una 
isoclina de y* = /{*, y) es una curva a lo largo de la tufll la pendienie y* es eons- 
tan re, Esta propit dad se observa en la figura 8.12 que muestra tin campo direc- 
tional d§ la ecuacidn di Ferenc la I / = — 2yfx. 
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y — mx es una tsudina, como sc habfa dieho- (Sc podria proba? tambien que 
bstas son las unicas isgdinas de una eeyacibn homogenea,) 

Esia propiedad' de las isoclines sugiere una propiedad de las corvss into- 
grates conodda por invaridncia respeclQ a las Inans/draiociDn^ par semefanza. 
Recudrdese que- una setnejanza fransfornia un con junto S en on nuevo con junto 
kS obtenido multiplicando las coordenadas de cada punto de S por un factor 
Constanta k > 0, Cada recta que pass por el origen se transforma en sf misma 
por uop scmejanza. For tents, las isodinas de las ecuacioncs difetenciates homo- 
gbneas quedan invariames por transfontiariones de semejanzu, y en consecuencia 
lo misroo debe ocurrir a I campo directional. Esto sugiere que las iransformadones 
por semejanza transforms n curvas integrates en curvas integrates, Para demostrarlo 
analitic&mente supdngase que S es una cum integral definida por una formula 
explicit*; 

( 8 . 55 ) y^F(x). 

Dedr que $ cs una curva integral de / = /(*, y) signifies que: 

(8.56) F'(x) =/(.*, F(x)) 

para cada jr en consideration, Sea abora (x,y) un punto cualquiera de kS * Puesto 
que el punto (x/k,y/k) pertenecc a S, sus coordenadas satisfacen (8.55), de 
donde y/k = F{x/k) o y = kF(xfk). Es dear, la curva kS esti definida por k 
ecuaddn y = C(*K donde G{x) = kF(xfk), ObsSrvese que la derivada de G esta 
dada por: 


Para probar que kS es una curva integral de y* = fix, >■) basta probar que 
G'(jc) = f{x, G(jO) o lo que es So mismo. que 

(«.57) r(|)=/(x,fcF(|)). 

Pero, si se sustituye x por x/k en la ecuaridn (8.56) y se apliea la propiedad de 
homogeneidad eon t — k s* obtienc: 




lo coal denuiestra (8.57); es dedr, fcS es una curva integral siempre que lo sea 5. 
Lin ejemplo send Ho en el que esta propiedad geometries es evidente es la ecua 
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F’ICi'Ka fi.ll Circunferencias oriO^imaies. 


Ficura 0.14 La tractriz como 
curve de peneeueidtt. La dts- 
tancm entre P y Q ei twriftipa/e 


la curva C L y ciertft inform aei6n adidonal relative a P y Q, por ejemplo, una re- 
lac ion. entre sus positioner o sus velocidades. 

Cuando dedmos que la diicccidn de movimiento de F esta sicmprc orientada 
had a Q, queremos significar que la Langente a C, cn P pasa por Q. Por lo iatito, 
si designamos eon ix t y) las coordenadas rectangulares de P en un i ns t ante dado, y 
por {X, Y) las de 0 cn el mismo insmnic, debe ser 


( 8 . 60 ) 




La lnformaeiun adidonal ordinariamente nos permite consider a r X e V' come fun- 
clones conocidas de x e y, en cuyo caso la ecu ad on (8,60) se convierte en una 
ucuacidn di Perennial de primer urden con la incognita y. Consideremos ahora on 
ejemplo cn el que esa ecuaeidn es separable,. 

etehplo 2. Un pun to O se imievc sobre una recta C., y un pun to P persi- 
gue a Q de manera que la d island a de P a Q tenga un valor constants k > 0, 
Si F no cstd initial men te sobre C L( ha liar la curva de persecuddn. 
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Solution. Tomemos C, come* eje y y situemos P initiaimente en d puntg 
ik, 0). Puesto que la distantia tie P a Q es k, debe &er (X - xf + (Y - yf = k u 
Pem X = Q sobre C rp con to que tenemos Y — y — vk~ - p, y la equation di- 
ferencial (3.60) se convietie en 



Integrandola con la ayuda de h sustitucidn x = k cos / y utilizando el hccho de 
que y = 0 euando x = k. obte nemos la relation 


y ■= k log - - V ''^ — - V fc- - 7 a ■ 

La curva de persecution en esie cjcmplo se llama rrotirtz; esta dibujuda en la 
figtira 8.14. 


Saii da de un liquido por un orifitio. $e supone que un deposilo (no ncce- 
sari a men to cilfndrico) contiene un liquido. El tiquido sale del depdsslo a truves 
de un orifitio de hordes perfectamenle puli men! ados.. Si no hubiera rozam lento 
(y por lanto no hubiera perdida de energia) la vdotidad de stiida sen's igual a 
V 2&y metros por segundo, donde y express la altura (en metros) desde el orifitio 
a la superfitie litre del liquido., {*) (Vease fig. 8.1 5.) Si A lt es d area (en metros 
cuadrados) del orifitio, enionccs A$\ 2gy represent el tigmero de metros eubieos 
por segundo de Ifquido que sale por d orifitio. A causa del rozamitmto, el chorro 
se contrae un poco, y la vdotidad de descarga es aproximudumenie cA t V2gy + 
donde c es un numero dclerminado expe r i mentalmen te y que se denomina ctJe/i- 
ciente de descargq, Ordinariamenic, para oriflcios pulidos el valor aproximado 
de c es 0,60, Hatiendo uso de estos datos y tomando g — _9,8 se encuentra que la 
vdotidad de sal Ida es aproximadamente igual a 2,65 \ y metros por segundo y 
que la vdotidad de de&carga es 2,65 \ \ metros cubitus por segundo. 

Sea Yiy) d volumen de liquido conteuido en el depdsito cuando la altura 
del liquido cs y. Si d area de 9a section recta del depdsito a la altura u es A{u), 
se tiene V(y) — jjA(u)du, de donde resulta dV/dy = Aiy), De to dicho en el 
pirrafo anterior results que el coeficiente de variation del volumen con re spec to 
a! tiempo es dV/dt = 2,65 A „ \ j metros edbicos por segundo, donde el signo 
menos se debc a que el volumen dccrece, Aplicando la regia de la cadena, resulta: 

dV_ _ dV_ rfv dy 

dt ~ dy dt ~ dt ' 

(♦) Si una parlfcula tie masa m cae libremente a to liLrgo de una di&tancia y y alcanza urta 
veliicldad r p su ertergifl cieidtica Jmu B ha dc ser igual a la energfa potencial wgy (el tr a bid jo 
realizado para elcvarlti a la altura y). Resol viendo respeclo a y se tiene i- ™ \2gy- 
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a 9 metros en 10 minutes (&0Q segundos). Estos dates se puedeii intreducir en Sos 
Simit.es de las integraciones, y dc la eeuacidn diferencial (8,61 > se deduce: 


j, 


dy 


is v y 



# 


donde k — 2,65A 0 /A. De la ecmieiOti ante Hut sc puedc detemninar k pues 


v 10 - V9 


= btiQk 


k =1 


V IQ - 3 
300 


Ahora sc puede calcular el ticmpo necesario para que el nivcl descienda dc un 
valor a otto dado. For ejemplo, si cn cl ins! ante t t el nivd es 7 metros v cn cl 
instame es 1 metro U, y t- 2 me didos en mi out os) entonces ha de set: 




dt , 


de doode result® ; 


2i\ 7 - U = |(> \ 7 - I = ]Q( W - 1)1 \ hi + 3 ) 
Wk ~~ V To — 3 10-9 


< I0K 1.645X6.1621- 


= 101.J minutes. 


8-28 Ejcrckio# de repuso 


En cada uno de Lcs. Ejerc trios del 1 al 10 cncontrar las traycctorias citogonalcs de las 
familias de curvas dad as. 


1. 2a- 4- 3v = f\ 

2. xr - r. 

3. a- 4 i’ 4- ICv - L. 

4. v- - Cx. 


5. xh = C. 

6. v - O K 

7. a- - r - C. 

ft. V m runs X, 


*4 Todas las dreunferencias que pasan por les punt os < I , 0) y ( — I. 01. 

]0. Todas las eircunferencias que pasar» por los punters (l, 1) y (— I, —3). 

1 1. Un pun to Q sc mueve hacia arriba siguiendo et eje y positive. Un pun to P, inlcialmente 
en Cl, 03 s persipjc O dc mancra que sit distant:! a al eje y es J de la di&iancla a Q desde 
cl origen, Hallar la tcuacidn cartesiana de la curve de persceucidin. 

32, llciolvci cl Ejercicio 1 1 cuando la Ifraccidn \ se reem plaza por un numero posit Lvo cusl- 
quicra k. 

1 3. Una eurva dc ccuacidn. cartesian*. y — /(yj pas-a por el origen. Trazando reel as pflrfllelas 
a lus ejes ppr un punto arbitrarjo de la curva sc forma un rcctfingulo cobs das lados 
sobre los ejes. La Curva divide cualquiCra de estss nrclangulug cn dots rcgioncs A y 8, un* 
dc las cnaies ticne un area igual a >i vece& It turn. Hallar la funddn /. 
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14. Resolver el Ejcrcicio 13 si las dos rcgwncs 4 y & licnen Li prypledad de que. cuaitdo 
giran alredcdor del eje i, describe a sdlidos urco de las curies itene mu volumet! « 
Voces mayor que el del OErG. 

15. La grafica de ana fundon f derivable y no negative pasa par el origen y par ei pun to 
( t , 2 /t). Si . para (odo x > 0. el coqjunto dc ordenadas de f situado pOr enemu del 
tncervalo [0, x] describe um soli do dc volomtin **/(*) cuando gtra alredcdor del eje x, 
haJIar la funcidn /, 

16. Una funcion / derivable y no negativa estd definida cm d intervale cerrado[0 h 1 ] siendo 
/(l) — 0. Para cade a, 0 < a < 1, la recta * = a coria el conjunto de orderadas de / 
en dos regiones que lienen areas .4 y B rcspeciivamente, siendo .4 el area de la region 
dc la parte btquicrda. Si A — B = 2f{a) + >u -+- b, siendo fr una constants j-ndependiente 
dc a, b»31ar La funcidn j y la const ante b, 

17. La grailca de una funcidn / pa&a por los dos pun toe P tt = (0„ 1) y F i — (l, 0). Para todo 
pun to P=(x,y } de la grsjfsea, la curva esta situada por encima de la cuerda P,P, y el 
area A(x) de la regidn comprcndida cue re la curva y la cuerda PP lt cs igval a x*. Determi- 
ner la fume ion /. 

IS. Un depfoito eon paredes vert Scales tiene unn seccidn cuadrada de 4 metros cuadrados 
de iren. El agua sale del depdsLto por cm onlkio de | ceniimetros cuadrados. Si el nivel 
del ague estd imcial mentis 2 metros por encima del oritkio, Kallar el tiempo necesario 
para que deseienda 1 metro. 

19. Un deptisllo iiene la forma de un cone circular recto con so vdrtice hacia arriha. Ha liar 
el tiempo necesario para vactarlo. del liquido que lo llena, por un orilkio practicado «n 
su base. Exprcsar el rcsultado en funcibn de las dimensioned del cono y del irca A n 
del orificio. 

20. 1,H ccuaciOn xy" — y' + (I — x)y = (j- cenc ur»a solution dc la forma y ™ *"*, donde m 
« constante. Determ mar esla solution explicitaniente. 

21. Revolver la ccuacidr difcrcncial tar + y : ) + bjtyV - o haeiendo tin cambio de variable 
sdeeuado que la con v Lena era lineal. 

22. Resolver la ecuactdn. difcrenctal (I + y'W)/ + y = 0 inuroduciendo. el cambio de varia- 
bles de la forma y = we“ J donde m es una eons tame y u es una nueva tuncidn inctignita. 

23. (a) Dada una funcitin f que saiisface las reiaciones 

lf'(x) =-/(;) -^> 0 ’ /(D-2i 

si cs y = fix}, probar que _y satisfuce una ecuactdn difcrericial de la forma: 

x\v" + axf + by « 0 , 

donde d y b son constantes. Determiner a y b- 

(b) Encontrar una soiucidn de la forma: fix) •* Cx n , 

24. (a) Sea u una solucidn no nula de la ecuacidn de segundo otden: 

y + pwy + Qmy = o - 


Probar que la sustitucidn y = ur irahsforma la ecuacidn 

y" + P(x)f + Q<xh - R(x) 
en una esweion lineal de primer order en r'. 
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(bl Obtener par lameo una soiucbn mo tiu la de k ecuactdn y" — 4y' + x Hy r — 4y)= 0 
y aplicar el m^todo dado tin (a) para cncontrar urta solud&n de 

y” ^ 4y + xHy - Ay) = 2xr**t* 

ial que y = 0 e y' ■ 4 si x = 0. 

25, Cienillkos del Ajax Atomics Work* aislaron un gramo dc un nucvo elcmcnto radiaxiiivo 
llamado deteriorum. Se enconird que se desinlegraba con una vcLocidad proportional al 
cuadncto die la cantidad existent*. Despues de un ano quedaba | gramo. 

(a) Estabkccr y resolver la ccu acidn diferenqinl que da la mass del dele riorum qua queda 
en el instance t. 

tb) Calctilar la constants de desintsgracitin eft unidade* de gm -1 y afro" 1 . 

26, Supting&se que en d ejerdcio precedence k sustiluyc la palabra ciwdrade por rah 
ctiuilrada. quedando les otros dales los mismos. Probar que en esle caso la sustancia sc 
desLntcgraria totalmcnle en un tiempo finilo y halkr este tiempo. 

21. A I prtneipiar la fiebre del oro, la poblteidn de Coyote Gulch., Arizona, era 565. A par 
Elr de esle momento, la pobladdn hubier* ido credendo, quedundso cade aho multi plicada. 
por e. salvo el gran numero de muertes * accidentals* que es de una victims diaria por 
tiftda 100 riudadangs. Rcsuivicndo la ccuacidn dlfcTenckl adecuada determiner como 
[undone; del tiempo, (a) k poblacidn que tendrfa Coyote Gulch I aflos despuis del co- 
mknzo de la fiebre del ora, y (b) el numero total de muertes al cabo de / anos, 

24. /Can qui vclocidod tendrfa que «er lanzndo buck arriba un cohete para que no vol- 
viera nunca a la tierra? I Sob &e tie ns en cuenta la fuersta de la gravedad (errettre) 

29, Sea y = fix) la solution de la eeuacbn dlfsrencial 

, \v l + * 

" V " 3/ 4- 5 


, que s&lkfacc k condicbn iniciai /(Of = 0, (No imentar la resolucidn de esa ecuacidn-l 
al La ecuacidn diMntial musttra que /"(0) = 0. Diacutir si / llene un miximo o un 
mini mo relatives mflo Wen ni uno ni oiro. 

b) Observes? que fix} at 0 para coda Jt>0y que /<jc> > | para coda x 2: 1 3 th , Deter 
minor dos ndmeros posit Lvos a y b tales que fix) > ax — h para cada x >“ 

c) Demostrar que xfy 3 -* 0 cuando x —* 4- Del a liar d razonamiento. 

d) Demostrar que yfx tiende a un limite finite cuando .v — *■ + * y determitiarlo. 

3d. Bada una foticbii / que satisfaga la eeuacior diferenciLil 

*/"<*) 4 3 AlfWJ 1 - * “ £> r 

para lodo x real. (No resolver la ceuacidn.) 

a) Si / liene un extreme en un punto c =* 0, demostrar que tal extremo e* on minimo, 
b! Si / tiene un extreme en 0 /es un mitimo O un minimo? Justifitar k conclusion, 
c) SI /(0) = /’(£)) — 0, bailor la menar consiaate .4 tal que fix) < Ax 3 para, todo * > 0 
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nOmeros complejos 


9. ( I ntrod ucciun histories 

La uniacitin cuadritica x- + I = 0 no liens solution en el si sterna de los nil- 
micros rcalcs porque no exists un numero real cuyo cuadrado sea — 1. Han. sido 
introducidos nuevos tipos tie niimeros, llamados ttumetos complejos, para con- 
seguir las soluciones de tales ecuaciones. En cste breve eapitulo Ira tamos de los 
mimeros complejos y vemos que son imports ntes en la resolucion de ecuaciones 
algebraic as y en cdlculo diferenciai e integral, 

Ya en el siglo xvi sc intrudujo simbolo v — 1 para proetirarse las solu- 
done de la ecu ac ion x 5 + 1 = 0 . Este simbolo, mas tardc rep resen tado co n la 
Setra i t consider^ corao un numero ficticio o imaginario que debia tratarse alge- 
braicamente corns cualquier numero real, salvo qut su cuadrado era — L Asf, 
por ejemplo, el polinomio cuadrdtico x* + 1 fue factorizads escribiendo 
x s + 1 — j r — i* = (x — r)U + i), y las sol u clones de la ecuacidn .V' +1=0 
se dieron como x = ±i, sin preocuparse del signjfkado o validez de tales for- 
mulas. Expresiones tales como 2 + 3i sc Ilamaron numeros complejos, y sc utili- 
zaron de mods puramente formal casi 300 anos antes de que fueran descritos 
de una mancra que puede ser consider ada como satisfactory en la actuals dad, 

A principlos del sigto xut. Karl Friedrich Gauss (1777-1855) y Wiliam 
Rowan Hamilton (1805' 1865) independientemente y casi al mismo (tempo pro- 
pusienon la idea de deflnir Its numeros complejos como pares ordenados (a, de 
numeros reales dotados de dertas propiedades especiales. Esta Idea hoy §e acepta 
totalmente y la exponemos en la Seccion siguiente. 


9.2. DefiJiicicmea y propiedades 

OEPS'N ECidN. Si a y b sow numero rentes, el pur (a, b) se llama numero 
com pie jo, si la igualdad, la adicim y la multiplication de pares se dejinm de! 
mode siguiente: 
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A umeros, complcjos 


4 jS 


a) Igualdad: la, b) = {t\ d) signifies: a — c v b = d. 
bj Sumo; [a. b) + {c, d) = (a + c, b + d), 
c) Producto: (a t bXc,d) = (ac — bd, ad + be). 

La definiridn de igualdad nos dice que el par [ti r b) sc considera como un par 
ordenado, As i, e! no mere com pic jo (2, 5) no es igual al (3, 2), Los numeros a y b 
se Daman component es de {a, b). El primer components, a,, es la parte real del 
numero com pie jo i el segundo componente. b, se llama parte imaginaria. 

Obs£rvesc qu t el sfmbolo i = \ — 1 no aparccc en esta definicidn. Centro de 
poco intredudretnos i eotno un numero complejjo particular con todas las propie- 
dades algebra icas que atribuian al simbolo fkticio \ — 1 los antiguos matenk- 
ticos. No obstante, antes de esto, discut iremos las propiedadcs brfsicas de las 
operaciones que acabamos de definir, 

teorfma 9-1, Las opemciones de adicidn y multiplication de numeros 
completes satis facen tas Seyes conmutativa. asocial iva y distributive. Esto es, si 
x t y, z, son rt umeros completes cualesquiera , te nemos 

Ley conmutativa ; x y = y -p x, xy — yx r 

Ley asociativa : x + (y + z) = {x -+ y) + z. x{yi) = Uylz, 

Ley distributive: x(y + z) = ley + Xz, 


Demostnicidn. Todas esas leyes se verifican con fad l id ad directamente a 
pariir de la definicidn de suma y producto. Por ejempla, para demostrar la Icy 
asociativa para la multiplication, eseribimos x =; (j t „ *,) h y = (y, , >' a ), 
a = ( ?! , z jf y observamos que 

l( V-l = h|. — J's z j > Vl z i + Ei z i) 

= My t -1 - y s Zi) ~ + v a z,J, + >% z i) + **(}'& 

= CUi.V] -VjjaVi - (.TiJ'k + x t y } )z if (.v u y s + .Xtyfct + {,v,r, 

= — Ta.Vi . -V^Ve + XiVjiZi , z s ) = (xy)z . 

De rnanera semejante se demuestran las leyes conmutativa y distributive 

El teorema 9,1 demuesira que el conjunto de todos los numeros complejos 
satis face los Ires pr imeros axiomas del sistema de lo$ numeros reales, como se 
dieron en k Seccidn 1 3.2. Abora demostraremos que los axiomas 4. 5 y 6 tam- 
bi^n se sadsfacen. 

Puesto que (0* 0) + (a, b) para todos los complejos (u, b) f el ndmero com- 
ptejo (0,0) es el clemento neutro para la adicidn, Se le llama el numero complejjo 


- •* 

- AtVi )z s ) = 
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Diiiniciones. y propkdades 4 >9 

cero. Andbgamente, el complejo (LG) es et elemcnlo neutro para ia muhiplica- 
cidn porque 


, 0 ) = fab) 

para tado (a, b). Asf que, el axioma 4 se satisfaee eon (0, 0} como neutro o id era- 
lico para la ad Scion y (L 0-1 como neutro para la multiplicacitin. 

Para verificar el axioma 5, observemos solamente que { — a* b) 4- {a, b) = 
= (0, 0)* as i que ( —a, — b) es el opuesto de (4, £}. E&eribcmos — {ar, fr) cn lu- 
gar de a, — b), 

Finalmente. demostramos que cada numero complejo no nulo tiene un reci- 
proco respeclo ai elemento neutro (1, 01. Esto es, si {a t b) (O, 0), existe un mb 
miero complejo (c h d) tal que 


(*. b)(c, </)-(l p 0>, 

En efeeto, esta ecuaddn equivale a! par de ecuaciones 

ac — bd — 1, ad + be — 0 , 


que tie nen la scJucidn uniea 


(9.1) 



d = 


-b 

a 2 + 6 a ' 


La condiridn (tf, b) ¥= (0, 0) asegura que a 1 4- b* ? Q, por lo que el reef- 
pro:o esta bien definido. Escribimos (a, 6 1 )' 1 o I /(a, b) para represents el 
itciproco de {a, b). A si puts, tenemos 


(9.2) 


J_ = 

(a, b) V + b* 


u* + W 


si [a, b) ^ 0), 0) , 


La diseusidn anterior muestra que el conjunto de los numeros complejos 
satisface los seis axiomas del si sterna de los numeros reales. For consiguiente, 
tod as las leyes del Algebra que se dedueen del conjunto de axioms s tarn bien son 
vllidas para los numeros complejos. En particular, los teoremas del LI al 1.15 de 
la Scccidn I 3,2 son todos vilidos para los numeros complcjus lo mismo que para 
los numeros reales.. El teorema L£ nos dice- que existen los cocientcs de numeros 
complejo®* Esto es, si (ff, b } y (c,d) son dos numeros complejos siendo (a t (?) ^ 
# (0. 01, existe exactamente un numero complejo (x, y) tal que {a, b)ix> y) = 
— (c,d) r En efeeto, tenemes (je, y) = (c ± dXtf*6) _i . 
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Ntimerm complejos 


9.1 Los numeros complejos como un* extension de los numeros reales 

Designemos con C el coojunto do los numeros complejos. Consideremos el 
subconjunto CV, de C constituido por los ndmeros complejos de k forma (a t 0), 
05 to es. los que tienen nob b parte imagine da. La suma o el produeto de dos de- 
mcntus de Cn tambifa perteriege ft C< En efccto, tenemos 

(9.3) K 0) + (b, 0) - (a + b, 0) y [a, 0 )(b> 0) - (ab, 0) * 

Esto demuesira que podemos sumar o multiplicar dos numeros complejos de C a 
sumando e multiplicand© sdlo las partes reales, O fo que es lo mkmo + respeeto a 
k adicidn y a la multiplier ion, los mimeros de C,> se comportan del tnismo modo 
que si fueran mimeros reales. Lo mbmo es valido para la sustraccidn y la divi- 
sion, ya que — (er. 0) = (— o.O) y (6,0)"' =(£'’, 0) si b ^ 0. Por esie motivo + 
normalmente no hacemos distinddn entre el numero real x y e( numero complejo 
(*, 0) euya parte real es x; eonveoimos en identificar x y (x. 0), y eseribimos 
x = {*, 0). En particular, eseribimos 0 = (0 P 0), 1 = (1,0), — 1 = ( — l, 0), y 
asi sucesivamente. De este modo, podemos imaginar d sistema de los numeros 
complejos como una extension dd de 1c® numeros reales. 

La relacidn entre C, y el sistcm* de los numeros reales puede establecerse en 
forma ligeramente dislinta, Sea R el con junto de los numeros reales, y designs* 
mos con / la funcion que aplica cad a mimero real x en d numero complejo (x. 0). 
Esto es, si x c R, ponemos 


fix) =ix,Q). 

La funcidn / asi definida tiene como dominio R y como recorrido C !P , y up I ice ele- 
mentos d is dittos de R en elemenlos distintog de C... Por vedficar cstas propieda- 
des, se dice que / e&tablece una correspondence emo a uno entre R y C,.- Las ope- 
raciones de adicidn y multi plicae idn se conservan a traveg de esta correspondent ia. 
Esto es, tenemos 

fia + h) ss f (a) + f{b) y /(ah) - f(a\ \f[b) f 

siendo estas igualdades tan solo una nueva formukeidn de {9. 31. Puesto que R 
satisface los seis axiomag, lo mbmo le ocurre a C„ Los do® cuerpos de numeros 
R y C.j $e dice que son, is&morfvs; la funcidn / que los liga como antes se ha des* 
crito, se denomina isomorfismo. En lo concern iente a las operaciones de adicidn 
y multiplication, no hacemos distmcioOes entre cuerpos isomorfos, Por esto- 
identificamos el nutnero real x con el numero complejo (x, CL El si&tema de 
numeros complejos C es una extension del dc los numeros realcs R porque con- 
tictie un subconjunto C„ isortiorfo a R. 
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9,5 Interpolation geometric^. Modulo y argument® 

Puesio que un ndmero complejo U, y) es un par ordenado de numeros ma- 
les, puede represent arse geomelricameme media me un pun to del piano,, o por 
una flecha o vector geometrico que una el or i gen con d pun to (*, y), como mucs- 
tra la figura 9.1. Por ello, al piano xy r se h llama a menudo piano complejo. 
El eje x es el eje real; el eje y es el eje imaginarto. Ordinariamente las palabras 
ntlmero complejo y punto se usan indistintamente, As l que diremos el punto z 
en lugar do dectr el punto corncspondietite al rtumero complejo z. 

Las operaeiones de adicidn y sustracdon de numeros complejos tienen una 
sene ill a interpretacidn geometric^, Si dos numeros compiejos a, y z t sc represen- 
ts n mediant? flechas que unen d origen con z n y z s , respectivamente, entonces la 
suma Z| H- z t esta determ inada por la ky del paraktegramo. La flueba que une 
el origen con el punto a, + JF* es una diagonal del paraleldgramo determ inadu 
por 0, z, y z Jr como sc ve en ]a figura 9-2* La otra diagonal esta relacionada con la 
diferencta de z, y z t . La flecha de a, a z z es paraleta y de igual longitud que la 
que une 0 con z t — a,; la flecha en el sentido opUeStO, dc z s a z ]( sc rdadCma del 
mismo modo con z, — z a . 

Si {x, y) ¥= (0, 0), podemos express r x e y cn coordenadas polarcs 

.r = rC0sfl, _v=rsenfl, 

y ofe renemos 

(9.5) .v + iy — r (cos 9 -I- / send) . 


y 



Fj&uba 94 Repriicnlittion geometric# del •" iCi Lh A 9.2 Adicidtt y ittstr&cidti de rtuine- 

numero eumpiejo x + iy. ros comphfos represented its geomitricumen- 

te mediums ky tie! parahtidgrawo. 
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Numeros complejos 


El numero positive r, qoe represents la distance de (x, y ) a] origin, sc llama mo- 
dulo g vahr absoluto de x 4- iy y se represents con x 4 iy|* Asf pucs, tenemos 

I'jf + <yi = Vx* + 7* . 

El dngulo polar 0 es un ai-gwrien'to dc x 4 iy. Decimos un argumento y no el 
argumento porque para un punto dado (*, yl el logulo 0 e$t£ detenu inado salvo 
multiples de 2w. Algunas voces es prefer! ble asignar un ajgumento untco a un 
numero compleja. Esto puede hacerse limitando & i variar on un intervale semi* 
abierto de longitud 2-n, Los intervales [0 3 2 n) y { — 77 , ^-] son los mis comunmenfe 
usados. DtiMzaremos el intervale (—*,»] y llamaremos al correspondiente B el 
argumento principal de x + iy, esre valor de $ \o re presents mo s con arg(x 4- iy) 
Ast piles* si jr 4- iy =£ 0 y r = \x 4“ iy I , definimos arg(x 4- iy) conmo el unico nu- 
mero real # que salisfaee las conditioner; 

x = ■ r cos v = rsen0, — v < 0 <£ it 

Al numero complejo cero, le asignamos el modulo 0 y eonvenimos en que cual- 
quier numero real § puede usarse cemu argumento. 

Puesto que el valor absolute de un numero complejo z es simplemente la 
longitud de un segmento, no debe sorprendemos que goce de las propiedadcs de 
los valores absolutes do los numeros reales. Per ejemplo, tenemos 

1*1 > 0 si 2 ^ 0 . y |*i — *zl — Ui - "il - 

Oeomeiricamente, el valor absolute |e, — z± rep resen i a la distancia entire los 
pun (os i, y z s del piano complejo. La desigualdad triangular 

I-, + r,| <£ |-J 4- |*,| 

tambien es vilida, Ademas, tenemos las formulas siguientes para los valores abso 
lutos de productos y cocientes de numeros complejos: 

(9.6) l*i '*1 = l"il I"t1 

y 

Si escribimos z, = a 4 bt y ?j = r+ di, obtenemos (9.6) como consecuencia 
mined iata de la identidad 

{ac - hd’f + {be 4- ad)* = (4 4- b*)(c' £ + d i ) . 
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La formula para iz,/z 7 se deduce de (9.6) si esc ri him os z, como uti prodticio, 

„ _ * El 

-1 ^ Z ■ 

r « 

Si z = x + f V- el complete conjugado de z es el Jitiitiero com pie jo :=x~iy, 
Geomeiricamente, - represents el simeitieo de z respecto id eje real. La delink ion 
de conjugado implied que 

“1 + " -i + -a s “ -i-i > - 1/-2 = , -- — l-l 1 ■ 

DejamoSi eomo ejercicio, a I lector la cum probation de e$as propiedades* 

Si una ecuacido cuadrftica con coeficicntea teaks no tiene rakes reales, sus 
rafees complejas, dadas por (9.4L son conjugsdas. Reciprocamente, si r i y r t 
son complejos conjugados, por ejemplo r, = i + ifi y r 2 = x— I \f$, siendo it y 
/jf reales, entonees r L y r 2 son rafees de una ecuacidn cuadratiea con coefieienies 
reales. En eiecso, Lenemos 

r, + r t = 2* y s ** + ft* , 

con lo que 

(A - r,)(.v — r s ) = ,v* - (r, + r.Jx + r l r i , 

y la tcuacidn cuadrliiea en cucstidn es 

x 1 — 2«a* + a 5 4 p' 4 — 0 . 


9.6 Ejercicios 


1. Exprcsar los nutneros complejos siguiemat en la forma a+pf. 

(*> O + 0 2 - (e) (L + 0/(1 - 2 t% 

(b) iff. (D O + 04 

W 1/d +f'K <g) 1 + i +i* + /*. 

(d? (2 + 3 j'K 3 — 4r'). (h) |(l + 0(1 +/'“). 

2, Cakular [os valoret absduto$ de Los niimertra complejos siguientes. 

(a) I + /. <d) 1 + f + j* 

(W 3 + 4r. <c) f 7 4- /« 

(e.3 {! + 0/d - il (f ) 2(1 - 0 + 3(2 + 0- 

5. Cakular eJ modulo y cl prgumenlo princspal dc cask uno dc Jos nilmeros eampkjos 
siguiemes. 

U) 2d. (c) -L 

<t»> -J|, (d> 1. 
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(o 

-3 b\ M. 

(b> (-1 -if. 

(n 

11 4 i)t\ 2. 

HI 1/(1 +0. 

ffij 

(-1 4 i) 3 . 

(j) l/(l + iA 

En 

cuda l'eisu, deltrminqr todos los 

inimcros reales x e y que satisTacen la relaciiSn dada. 

(a) 

x 4 tv = x - iy. 

t.d) l x 4 iy? = (.v - n f. 

(hi 

,v 4 iy = |.r 4 iVI- 

x + jV 

(ci = -V — TV, 



v - o 



Kin 

(£} 

\x 4 J>i = |.r - iy . 

(H £ i* = x + iy. 


>. u 


5, Const ruir una rep resen taeitSii del eonjunto de lodes los i< del piano compLejo que satis- 
(a|#n cada Tina de las coradrcioncs siguicntcs. 

la) z| < ]. (dj |r — 1 1 » \z 4 i I- 

(I-.) z •*• | = |, (cl [r - i], *= ,r 4 i |. 

(c) : - t - /. (f) z 4- f = z^. 

6, Sea / uts polinomio de eoeficiCJlltfs re-ales, 

a) DumQLHirar que f'(z) = /(r) para todo complejo z. 

bl Uiillzar la parte a) para dedueir que los ceros no reales de / (si emten) deben pre- 

sentarsc a pares de complejos conjugados. 

7, Probar que no se puede inlroducir on a relation de orden en d sistsma de los ndmeros 
complejos de manera que so »atid»gnq los ires axiomas de orden de la Scccidn. I $.4. 

[Intlicacitin: Sopfirgase -que se puede Lntiudurir una tal prdenaci^n e mien tat 
deritlir si la unidad imaginaria i es positive o negaiiva.] 

8, Delink la siguienie *seudotden acidn * eiuns los numerus complejos. Si x — x + i.y, 

dccimos que s es po&ilivo si y solo si x > 0. ^Cuiles de los axiomas do orden de la Sec- 

cidn 1 3,4 sc utisfaceo con esta definicibn dot numeru z positive? 

9, Resolver el Ejerckio 8 si la seudordenacidti se define aaf: declines que z es positive 

si y sdk» si \z\ > 0. 

10, Resglver el ijereido H si la seudardenacidii se define ask Si z — x-\- iy, decimO* que 
x es posilivo si v sdlo si x > y, 

1L Representor el conjunlo de todos los complejos z que satisfaccn cada una de las con- 
di clones siguientes. 

U) I- +3| < I., (c) | s -f\ <, \z 4- iy 

lb) !z 4 [\ < \= - I,. (d) |r| ^ |2z 4 l|. 

12. Sea w — {az 4 h)j{tz 4 til, donde a, b, c y d son realcs, Dcmostrar que 


w — w = l ad — bc)(z — l)!\cz 4 ti ? , 


St ad — be > 0, probar que las partes imaginarias de z y w ticnen el mismo signo. 


9.7 Espoiignoiabs cocnplejas 

Querertws ahora extender la delink ion de e* de mode* que tenga signifteada 
uuando x se rcemplace pot un numero complejo cualqutera z. Esta extension la 
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F.n otras palabras, si e** debe &er tm numero compiejo con las propiedades quc 
acabamos de describir + enionces deberaos tener e i¥ = cosy 4- /seny, Esta discu- 
sidn da origen a la definicion siguiente. 


PE fi nicies . Si t — x 4- iy„ dejinimos r coma el numero compiejo dado 
por la ecuacidn 


e>>>) 


<?' = e^cos y + iseny) - 


Observese quc r = e r cuindo y = 0; laego esta exponential coincide con 
la exponential ordinaria cuando z es real, UUlizaremds ahora esta definition para 
deducir la ley de exponentes. 


TEOREMA 9,3, Si a y b son numeros complejos , tenemos 


( 9 . 10.3 


e B e h — c"' ' * . 


Demostracidn. Escribiendo a = x 4 iy y b — u + k, tcnemos 
e* = c ,Jf (co* v + i sen vj, e* = c w (cos r + i sene) , 

con lo que 

c' r c h = eV'Icos r cos v — sen i sent- + ('(cos j- sen r + sen v cos r)l . 

Utilicemos ahora las formulas de adicidn para cos (y + r) y sen (y + r) y la ley 
de exponents para exponencialcs reales N con lo que la ecuacidn anterior §e con- 
vierte en 

(9,11) e a e b = e y ' "[cos [ v + r) + i scn(y 4- r)] , 


Puesto que a + b = (jt 4- u) t i(y + r), el segundo miembro de (9,11) es 
Esto demnestra (9,10). 

teorema 9.4. Todo numero compiejo z # 0 puede expresarse en la forma 
(9.12) z = re lff . 

en donde r = z y 0 = arg (z) 4- 2rtw, siertdo n un erttero cuaiquiera. Esta re- 
presentacion se denomina forma polar de z. 

Demostracidn. Si z = x 4- iy. La representatidn (9,53 nos da 


z — r(c«s fi + i send) 
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A 1 umews compters 


converiirse en fundones de variable compleja. fVer Ejercieios 9 y 10 de la Sco 
cion 9,10.) En &ste marco mis amp Ho con freeuenciai apareccn nuevug propieJa- 
des e imerneladones. Pot ejemplo, la funcidn cxponcndal compleja es periodica, 
En e Tecto, si z s Jt + iy y si n es un enter u cualquiera, te nemos 

e : ■ - ,,rj = e-'lcos [v + 2tt7t) + Hen (r + 2/rtr)] *> telcos y + isetir) * r . 

Vemus a st que fiz + 2ttni) = f{z), por b que / tiene el pertodo 2-i. Esta pro- 
piedad de la funddn exponential sob se pone de manifesto cuando cstudiamos 
la exponendal como funded de una variable complqa. 

ES primer estudio sbtematico del Calculo diferencial e integral con fundones 
de variable compleja fue hecho por Cauchy -a principles del siglo xix. Desde en- 
lonces la tegria $e ha dcsarrollado y convert ido en una de las ramas mas impor- 
tantes c intcresa rites de la Maicmatica. Se ha convert] do en un insirumcnto indis- 
pensable para fisieos e ingeftieros y rienc cone x tones casi con cuaiquier rarna de 
la Matemalica pura, Aqua no se expond r a esia teona; tan solo haremos un estudio 
elemental del calc til o con fundones complejas de variable real, 

Supongamos que f es una funcidn cample ja dehnida en tin cierto intervale I 
de numeros realcs. Para eada x de f, la funcidn fix) loma un valor compleja, asi 
que podemos escribir 


fix) = u(x) + 1 

siendo uU) y rU) reales. Esta ecuadon determina dos fundones reales u y r 
Uamadas partes real e imaginaria de f respect hrame nte; escribimos la igualdad de 
forma breve poniendo / = u + ic. Los coiiccptos de continuidad, derivadon e 
integration de / pueden definirse a t raves de los conceptos analogos para u y l. 
como se indica en la siguieme definicidn. 

pKHMCttiN. 51 f 22 u + it, decimos que f es continues en un punto a si 
las fundones u y v sim ambus conli turns en ese punto. La derivada de f se define 
por la igualdad 

/' f-v) = m'(a-) + lr/(.Vj 

s iempfe quo ambus derivtidas u f (x) y r f {x) exist an, Andlogamente, definimos la 
integral de /, por ta igualdad 

/{*) dx = b n(x) dx + i f* dx) tlx 

ton tat que exist an las integrates del seg undo miembro , 

A la vista de esta definiddn, no es sorprendenle encontrar que muchos de 
los tcoremas del Calculo diferencial y del integral sean vulidos tambien para fun- 


v/riqht 
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Numeras complejos 


El teorexna 9,5 tiene algunas consecuenci&s mimsantes, For ejemplo H si 
adoptamos fa notacidn de Leibnk para las integrates indefmidas, podemos poner 
el veorema 9.5 en la forma 

'*d.x = — 
t 


(9J5) 


J 


cuando If 0, Si ponemos t = * + ifi c igu alamos las partes real e imaginaria 
en la eeuaddn (9, 1 5), obtenemos las formulas de integration 


y 


i 


(?* cos fix dx 


/• 


e se n fix dx 


e aa (« cos fix Hh fi sen fix) 
** + fi* 

^'(h Mtnfix — fi COS fix) 

«’ + fifi 


que son vilidas si « y fi no son oero. 

Otra consccucncia del teorema 9.5 es la conexidn entre expcmenciales com- 
plejas y ecuaciones diferenciales lineales de segundo or den con coeficientes cons- 
tamtes. 


teorema 9 . 6 , Consideremos la ecuacidn diferetteial 
(9,16) y + ay[ + hy = 0, 

en iff que ay b sow constant es reales. Las partes real e imaginaria de la futwidn / 
defmida en ( — ao, + go) pot la ecuacidn fix) = e f * son sohteiones de let ecuacidn 
diferencial ( 9 , 16 ) si y solo si i es una mlz de fa ecuacidn curaaenstka 

1 * + at + b = 0 . 

Demo&itaciSn, Sea Liy) = y” + cr/ + by, Puesto que fix) = te ! * r tambten 
lenemos f'(x) = rV x , con 1o que £4/) = + at + f>) T Peru e u nunca es 

cero ya que e tr e~ u — if 1 = 1. Luego, L(f) = 0 si y sdb si f -+■ at + b = 0, 
Per© st escribiinos / = u + encontramos Lif) = Liu) + il(r). y por tanto 
Lit) = 6 si y sdio si L(u) — Q y l(v) = 0- Esto completa la detnostraeidn* 


Not®: Si i = w +■ ift, las. paries real e imsginsrii de f vienen dadas por (9.14), 
Si ta ecuacidn caracterislica tiene dos r a Ices diitintss, rcalcs o cOfnplejas, It combmacida 
lineal 


y = Cjwfar) + Cjtf(x) 

es la sotucidn genera] de la ecuaridn difcrenciai. Esto estl de uutrdo can |a$ meltadot 
ttemostrados en el leorema 8.7, 
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En log Ejercicios que signed se discuten otros ejemplos de fundones com- 

plejas, 

9J0 Ejercicios 


1. T'nprcsar cad a uno dc los slgoienies numeros comptejos en la forma a 4- hi 


(a) e" /? , 

(b) 2e " ; =. 

(c) 

id) -e r \ 


(e) i + e isi . 
if) 

(g) e* if * - e~* tf4 , 

I 

(h) 


I + e a,s * ‘ 

2, En ci da caso„ bailor todfts Ids v-alores de x e y qm smisfacen la relaciftn dsda- 


(a) x + ty = if", 

(b) x 4- ty = ye ir . 


(c) r* ^ - — L 

1 + i 

(d) | = Xt**. 


3, a) Prebai que s' & 0 para todo complejo z, 

b) Hallar tudiia lot eomplejot z para los que e* = 1, 

4. a) Si 0 cs real, demostrar que 


e i% _ e - »« 

COS 8 m ? y sen 0 « — „ 

b) User las formulas del aparcado a) para deduct? fag identidades 
cm 3 9 « |( I + cm 2$), wn ? 5 «> |(L — cos 20) , 


5. a) Demostrar el T eorema de Mvivre, 

(cos 0 + / sen $y* - cos »0 + t sen. n@ t 

valtdo para todo valor real 0 y todo entero n posLiivo. 

b) Haeer n = 3 en la parse a) y deductr las identidades irigonom6trieas. 

sen 30 = 3 cos 2 # sen, 8 —sen® •&, cos 30 = cm® 0 — 3 cos Sseit 3 § , 
ft* Dennostrar que coda SUrna trigOnOmflitrica de la forme 

n 

S„(x) = £<j 0 -f 2 iii + 6 t «nJtx) 

t- i 


opyrighte 
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10. Si z c$ un numerq complejo ao nulo. deJinimos Log r 4 el Sogaritmo complejo de z, por 
la seuaeidn 


Log z — log \z\ + i arg(r) . 

Cuando 2 es real y positive. eata formula coincide con d logaritmo ordinario. Emplear 
esa formula para dedudr Las propiedades siguicntes de los logaritmos complejos* 

{a? Log ( — 0 = < Log U) = rill. 

(bl Loguvj = Log- t + Log z., + 2n-ni, denude h es un entero 

(c) Log^/zj) = Log^ j — Log + -ijTTf, deride a es un entcro 
(,d) c u ^ 2 = i. 

1L Si m y z son numeros oomplcjos, z ¥■ 0, ddinimos r" por medio de la eojaddn 

,*r « ,.n’ L#ag i 

en dondc Log* cst# dcfinido como en cl Ejereieio 10. 

a) Calcular 1% i ( , y (— lj\ 

b) Demostrar que i^g 1, * z* n si a r , b y e son cumplcjos * -*i0, 

c> Gbsirvesu que h ccuacion 


0 .m 




rr X 1 . U' 

*ri 


no sc satisfies cuando f = z h — I y ws i. £Cuules son (as condition es que deben 
cumplir z y z a para ascgurar que la Lcuaridn £<LI7) cs valid* para tado compkio »>? 


En los Ejercicios del 12 al 15. L represent cl opei-ador lineal da-fin i do por L(y) = 
= y* + a/ 4 £>% sicndc a y fr consl antes rcales,. 

12. Demostrar qua «i R es uiia fnncidn compleja, por ejcmplo R(x) = Wjrt + j'OI*). errton- 
«s yna fyncidn complejl jTtJir} “ u(jr) + jV(*E satisface la ccuaddn difCltOcial Uy) = 
en un intervalo / si y solo si w y v sati&facen Las ecu ae tones i.(u) = P(.t) y Li r 1 ) = OW 
an /- 

1 >. Si A es COittpkjO y <•* <■■. real, JniHItnir qin- tu CfudeiJn difcrcnyiul es Ac imJ * llcnc 

soluciones complejas dc la forma y s Be*-* , con ial qua /? ^ t,r oats* ^U. Lxprcsar &I 
niimcrO eqmplcjo B en funcibn de a. b. A. y w- 

14* Supcner que r us- real y h ^ rr, Usar las rcsultados del Ejercicio (5 para dcmoslrar quo 
Eft ecuauidn difercncial L(y) = c cos mx licnc una solution pariicvUr de la forma 
y = A cos ( n.i.t 4 y }. don de 


A 


C 

\ \b - 5)2 + (J W 


y 


Lin « 





15. Suponer que c c.$ real y h ^ * u 2 . Demoslrtr que la etude Ldn difrrendal L(y) — cvemvJT 
tiene tina solucidn parlioular de la forma v = A sen (fua 1 4 if y espresdr A y y. en 
fiincidn du a, b. c y m. 
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SUCESIONES, SERIES, 
INTEGRALES IMPROPIAS 


10.] Lit pan&dbja tie Zendm 

En es-te capitulo se estudian unos problemas m parte plameados hace unos 
2400 a bos, cuando el filosofo griego Zenon de Elea (495435 a, de C.) precipito 
tin a crisis en la Maternal tea antigua establedertdo algunas paradojas ingen iosas. 
Una dc ell as, Itamada frccuentcmente la parddojti del t'orredor so piiedc exporter 
de la manc-ra siguiente: 

Un corredoT no puede alcanzar nunc a la meta porque siempre ha dc reeo- 
rrer la mitad de una dlstancia antes de recorrer la distand a total* Es decir, 
cuando huya necorrido la primera mitad, tendra quc corner la otra mi tad. 
Cuando haya record da la mitad de esta, !e qyedara todavia 9a cuarta 
parte, puando haya corrido la mitad de esla euarta parte, \t qycdara la 
octava parte y a si sucesrva e indefinidamente, 

Zenon pensti, evidentemente, en una situation ideal en la quc cl corredor 
CS una p&rticula 0 pun to quc sc mueve dc un cxtrCitiO a otro de un segjmento 
de recta. Para analizar cl razotiamiento dc Zendn con mas details se supone 
que el corredor parte del punto marcado eon I m la figura I CM y corre hacia 
la met a marcada con 0, Las pcsiciones indicadas por ] , ] , . . ♦ „ etc,, senalan 
la fraccfcta de carrera que se ha de correr todavia cuando se alcanza «| punto 
marcado. Estas traeeiones {cada una de las cuales es 3a mitad de la anterior) 
subdivide n todo el trayecLo cn un mimero indefmido de partes cada vez mas 
pequenas. Puesto que para recorrer por separado cada una de estas partes se 
necesiia una can ti dad positiva de i tempo, parece natural all r mar que el t tempo 
necesario para el trayeeto total ha de ser la suma total de tod as estas canti- 
dades de t tempo. Dccir que el corredor nunc a puede alcanzar ta mcia cquivale a 
decir que mmca Itcga a dla en un (tempo finite; o, dicho de otro modo, que la 
suma de un mimero infinite de intervales positives de tiempo no puede ser finite. 
La afirmacidn de Zendn de que un numero ilimitado de cantidades posi- 
tives no puede tener una suma fin ha, fue eontradieha 2000 anos mas tardc 
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Sucesiortes, series, integrates smpropm 


con la creacidn tic la tcoria de las series inlinitas. En lot siglos xvll y xvm 
aigunos maternal! cos empczaron a pensar que era posible extender la idea de 
sum a qrdinaria de eon juntos finitos de ruimeros a con juntos infinites, de ma- 
nera que cn algunos casus la «stima» de un con junto de infinites nd meres sea 
finita. Para ver edmo se puede hacer esta extension y terser una idea de las 
diRcultades que pueden present arse para dlo, conviene analizar k paradoja de 
Zencn con mas detalle, 

Supongase que el corredor antes menciondo, carre a veloctdad constants 
y que necesita T minutes para la primera mitad del recorrido. Para cl siguiente 
euarto de recorrido necesitara T/2 minutes* para el octavo siguiente TV 4 minu- 
tos y en general para k parte com pre ltd id a entre \/2" y 1/2“' 1 necesitara T/2 " 
minutes. La tf&uma* de todos estos intervalos se puede indicar simbdlicamente 
escribiendo la siguienie expresidn: 

(10.1) T+^ + | + - + = + "• 

Esie es on ejcmplo de las llamadss series infinitas y el problems aqui Cflla en 
decidir si es posible eneontrar una forma natural de asign&rle un numero que 
se pueck llamar $uma de la serie. 

La experiencia ffsica dice que el c erred or que corte a velocidad constant l 
alcanzara su metu cn un t tempo doble del que ncccsitaba para alcanzar su pun to 



FieuKA. 10. 1 La ptiredoja de Zemin, 


medio. Pueslo que neccsita T mi nut os para la mitad del recorrido h habla de 
emplear 2 T minutos para el recorrido complete: . Esle razonapiiento stigiere que 
se debc asignar la *sun¥ 0 > 2T a la serie en (10,1) esperando que la iigualckd 

(10.2) r+ T + i + '-’ + F + 27 

pueda ser «vAlid.ai* en algdn sentido. 


lexwncihted material 
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La leoria de las series infinitas precisa cumO se ha de interpreter esta tgiual- 
dad. La idea es la siguienie; Primero se suman un numero jiniio de iLTininos, 
los n primeros, indkando esta suma por s,,. A si se dene; 

“ 03 > , *- r+ i + r + '-- + Fe 

y esta suma sc denomina suma partial n-siuia. Se cstudia despues el compor- 
tam lento de s„ cudildo n lorn a valercs cada vez iris grander. En particular sc 
trata de determinar si las sumas parciales ticnden a un lirtiite finiio cuando 
h crece indefitiidameme. 

En cste caso cs fact I ver que el valor Samite de las sura as pare tales es 27\ 
En efecto, ralculando algunas de estas sumas parcidcs se tiene: 


h 




% - 


7 7 

J+L + - 
1 T 2 ^ 4 



H 


r t r 
T+2 + 4+8 



Se observa que estos result ados se pueden exptesar como sigue: 


Ji = (2 - I )T. j fl - (2 - \)J\ a 3 = (2 - })7, s t - (2 - i )T . 


lo cual conduce a pensnr en una Idraiula general de 3a format 


( 30 . 4 ) 



para iodo entero positive n. 


La formula (10,43 se comprueba facilmente por indpeeion. Puerto que 1 /2^" 1 -* 0 
cu.au do n crcce indefinidamente, result*. s n 2T. Por tanto„ la igualdad (10.2) 
es *cierta» si se interpret a que 2 7 es d limit# de las sumas parciales s, r . Este 
proceso de hmtte parece invalidar la objection de Zc non que la sura a de un 
numero infinite- de intervales de tiempo no puede scr nunca finite- 

Ahora dartmos un argutnemo que proportions un apoyo considerable al 
pumo de vista de Zendn. Supongamos que en el anterior anil i sis de 3a paradoja 
del corredor se haee un pequerlo pero importante cambio- En vez de eon si - 
dcrar la vclocidad eonstantc, supdngasc que dccrccc gradualmente de man era 
que recesita T minutes, para ir de I a 3 /2, T/2 para it de 1/2 a 1/4, 7/5 minu- 
10S para ir de !/4 a 1/8- y cn general T/n irunutOS para ir de 1/2"“' a 1/2'. 



righte< 
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El vtiempo totals que necesiiard para la earrera, vendrd ahora represent ado por 
la siguicnle scric in fin i la' 


(10.51 T + J + J+ " + I+ -. 

En cstc caso„ La experiertcia fislca no sugiere ninguna «suma» obvia o natural 
para asignar a die ha seric y por lantu cstc cjennplu hay que estudiarl© d«dc 
un pun Ip de vista completamente matemritico. 

[guat que antes* sc introduced las sutnas pare sales s B ; eg decir: 

uo.6) , n = r+ i + r + ... + i. 

2 J n 

y se trata de ver qu6 oeurre a s„ cuando n crecc i nd efi n idame ntc . Esta stitna 
partial no eg tan faeil de estudiar como la de (10.3)* pues no exist? Lina formula 
analogs a la (10.4) que stmpiifique la expresidn del segundo mi cm h t o ( 10.6). 

Sin embargo,, por com parse ion de eslas sumas pardales eon una arnegru] a pro- 
pi ada se puede ver que toman valores tan grandes oomo se quiera. 

En la figura 10.2 se vc parte de la hiperbola fix) = 1/jc para x > 0. (En el 
eje y se ha modificado la esc a la.) Los rectingulos dibujados, lienen un drea total 
igufll a la sunia 

(10.7) 1+ l + 5 +t ” + n- 

El area de la region deiemitnada por la hiperbola y el interval© [1, n + 1] es 
J; +] V 1 tlx = log (it + D. y puesto que e§ta area no puede exceder la sumfl de 
las areas de los recta ngulos, se tiene la desigualdad 

C m - B > 1 + | + | +■■■+“> log (;r + I) . 


Multiplicando am bos miembros por T se obtiene s» > T login + I). Es deck, 
si la velocidad del corredor decree? tal como se ha indicado ameriormente, el 
tiempo necesario para alcanzar el punto 1/2* es por lo menos T Log ( n + l) mi- 
nutes. Pues to que login + 1) al crecer n loma valores tan grander como se 
quiera, se cumpie en este caso 3a parade ja de Zendn, es decir que el corredor 
no alcanzara la meta en un tiempo finite. 

La teoria general de scries infinitas hace una distindtin entre series como 
(10.1) cuyas suma$ pared ks t ten den a un 3 finite fin i to, y scries como (10,5) cuyas 
sumas pa relates no tienen 1 finite fin i to. Las primeras se denominan convergent?* 
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Figura 10.2 Significado geomeirtco de to destgmldad 1 + 1/2 +•■■-+ I ;'n > log (w + i). 

y las scgundas d&ergentes. Los primeros investigadores e« este dominio ponton 
poca o ninguna atcncion en fag euCstiones de convdtgencia y divCrgencia, Tra- 
taban las series infinites como si fueran suixias ordinaries fin it as, sujetas a las 
leyes usuaies del Algebra sin tener en cuenta que estas leyes no pueden. exten- 
ders*; uttiversalmcnte a las series infinitas, Por esc no es sorprendente que se 
hay a vis to ittos tarde que algunos de los primeros nssult&dos obienidos fueran 
incorrectos, Afortunadamente, muchos de aquellos pioneros teuton una intui’ 
cidn y destreza poco frecuentes, que lea evsEaba licgar a conclusioncs fnlsns, 
aunque ellos no pudieran justificar sus metodos. Entre los primeros ma tenia- 
ticos qne se ocuparon de las series ocupa un lugar preemineitte Leonard Euler. 
Euler descubria formula tras formula, a cual mas interest me, y a la vez utilizaba 
las series in fin it as como concepto unificader de diversas ramas de la MatemJ- 
liea que hasta entonces estaban sin relational'- La gran can lid ad de irabajos 
de Euler que ban sobrevivido al paw del tiempo es un tribute a su notabilisitno 
instinto de lo matomalieameote correct*?* 

La extension del uso de las series infinites empezd mas Urde en el ssglo xvn f 
cere a de cincuenta anas despues del nacimiento de Euler, coincidiendo eon el 
prinripio del desarrollo del CsSkulo integral Nicholas Mercator ( 1620-1 6$7) y 
William BrOuncker 1 1620-1 684) descubrieron en Ifr&g una serie infinity para 
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Los ejemplus mas commutes do sueesiones so pueden const ruir dando alguna 
regia o formula quo defina el ter mi no w-simo, Asi por ejemplo, la formula 
a„ — 1 jn define la sucesion euyos cinco primeros ternnnos son: 

Uiid. 

Afgunas voces se necesnan dos o mis formulas, por ejemplo: 

c j<i- 1 — l h „ 

siendo en este caso los primeros lirminos: 

L 2, i, S. L 18, S, 32, I . 

Otra forma corriente de definir cm a sucesion es median te un con junto de ins- 
truce tones que indican edmo sc obliene un termino a partir de los atiienores, 
Asi, se dene por ejemplo: 

a L = - 1 a tt+ 1 = a„ + a tl _i para n> 2. 

Esie tndlodo particular se conewe por fdrmula de recurrencia y define una suce* 
slon famosa Hamada de Fibonacci. * Los primeros terminos son: 

1, 1,2, 3. 5, S, 11, 21, 34. 

En toda sucesion lo eseneial es que esiste una funcidn / defsnida en los 
enter os positives, tai que fin) es el termino n-simo de la sucesion para cad a 
n = 1. 2, 1, , . , Efectivamcnte, estc es el cam i no mis convenience para estabk- 
per una defimeidn tecnica de suce dun, 

DEPlNlCl6R. Una funci&n f CuyO domtttio es el conjunto de todos los ente - 
ros positives 1, 2 S 3, , . . se denomina sucesion inf ini la El valor }(n) de la fun* 
cidn se denomina d terms no n-simo de la sucesidrt, 

El recorrido de la funcidn (eg decir T el conjunto dc valorcs dc la funcidnl 
se pone muchas voces; de manifiesto, escribiendo los tirminos en or den, Asi: 

/(IK/(2),/(3L /(«>»..* - 


»rial 


* Fibonacci, tttnoddo tambien por Leonardo de Pisa (1175-1250), cncOntrti esta succsidn ul 
Era tar un problems relative a los proecsos heredUarios eft lots conejos. 
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y laSecddn 7.14 pars funciooes mis generates. La analogic se presents lambien 
en los limites infinites y se deja at lector el delinir los sfmholos 

lim f(n) = + cc y lim J(n) = — go 

n -* ur . pi-»4G 

como st bbo en la Section 7,15 euando / es de valorem reales. Si f es compleja, 
eseribimos fin) =* co cuando n -* sc si jj/(n) -» + 

La frase «sucesi6n convergent** se eraplea sdlo para sucesiones cuyo limit? 
es finite, Sucesiones con Hmite + x o — ac- se dice que son divergenies. Las 
formulas que siguen define n algunas sucesiones. 

fin) = (-!)', /<») -ten5r, /(h) = (—!)"( I + ~ J . 

Las reglas bisicas para Li miles de sumas. produetos, etc., son vllidas tambidn 
para limites de sucesiones convergenies. El lector no encontrarl dificultad en la 
formularidn de dichos tecremas, y sus demostraciones se hacen en forma anlloga 
a las de laScccidn 3,5, 

La convergence o divergencia dc much as sucesiones se pueden determiner 
utilizando propiedades de funciones conocidas que estan definidas para todo x 
positive . Se dan a conti nuacidn algunos cjemplos importantes cuyos limites se 
pueden encontrar d i recta me nic o utiltzando algunos de los resultados dedueidos 
en d capitulo 7. 


(10.91 
1 10.10) 

(10.11) 
(to. 12) 

(10.13) 


lim — = 0 

ij — ■ y. If 1 

lim a" — 0 


si a > 0 . 
si |.v| < 1 


n ■= i, $e 

Jim j nl — 0 para todo a > 0, b > 0 

•»-* * tt 



para todo real a , 


10,3 Sucesiones monotonas de mimeros reales 

Una sucesidn {/(«)} se dice que es creciente si 

/{») <,/i> + l) para todo fi > I . 


righted 
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Esto se indiea brevemeate escribiendo j{n)p , For ofra parte, si se tienet 

fin) ^/(« + I) para todo n ]> 1 t 

se dice que la sucesidn cs decrectente y se escribe f{n)\. Una Kuecsidn se llama 
mondtona cuando es creciente o decredente, 

Es cdmodo trabsjar con sticesiones mondtonas puts su convergent a o di- 
vergent* se puede determiner fdrilmente. En efecto. se tiene el send Llo criterio 
siguiente. 

teorema 10,1, Una sucesidn mondtona converge $ i y solo si es ocoioda. 


Nota: Una sucesidn {/(n)} sc- dice que esti acotada si cxislc urn tiutnero positive M 
Ul que [/(«)• < M para, todo n. Una succsidn que no esti icotadi se denomina no 
acotada 

Demostmddn. Es clam que una sucesidn no acotada no. puede converger, 
por tanto se ha de demostrar solamente que una sucesidn mondtona y acotada 
converge. 

Supucslo fin)/ sea L el extreme superior del con junto de valorcs de la 
Linton. (Fuesto que la sucesidn esta acotada, en virtud del axiom a 10 del 
con junto de log numgros reales „ liene un exiretno superior.) Entonces /(b) <[ L 


An j\2) m .m 


L ~ i 


■ m III mJ 

ft.*) m 


Figua I0.J Una sucesidn creciente acotada converge haeia su extrema superior. 


para todo n, y se trata de probar que la sucesion converge had a L. 

Sea a un numero post ti vo arbitrario. Como L-t no puede ser una cota 
superior de todos los numeros f(n) ha de ser L — « < f(N) para atgun N (este 
N depends de e). Puesto que fin}/ , si n > N es fiN) <; fin), por tanto r Z. — « < 
< fin) <; L para todo n ;> N* como se ve en ia (igura 10.3, De estas desigualda- 
des se deduce : 


0 <; l — fin) < <f para todo n > N 

lo que signified que la sucesidn converge hacia L, como se queria demos Ira r- 
Si f(n)\ la demcstracidn es anntoga, siendo en cstc caso el limite el extremo 
inferior de los valores de la funcidn. 


kjercicius 


467 


10.4 Ljcreicios 


En Ids Ejerctcio* 1 at 22, se define uni suceston {/(«)} por lia formula dadt. En cada 
caso. U) dclcminar si la sutcston converge o divert y (b) bailor el limine de cada suce* 
si©r« convergcntc, En algunas cases puede ser lilil suaiimir el enlero n por un niimero 
real posit ivo arbitrario x y estudiar La funcidn de x resuSianle par los m£iodo& del cap[» 
lulo 7. Se puedert aplicar las formulas (10.9) a (10-13) dad« al final del apartado 10-2. 


I - /f #0 

2. f(n) 

3. fi«) 

4- fit!) 

5. fin) 

6. tin) 

7- fin) 
s. A") 

y. fin) 
10, fin) 


n n 4 I 


n 4 3 tf 

Sl< *1 , E 

ir n- + 1 


n 4 l II 

/? T 

f ■ 

^ 4 J« - 2 


5 w 


a - 


N 


- i 4 (- \y. 

1 4 f - l }" 
n 

i - 1 r i 
■— + — 




j-U" 


_ n] 


= 4 


II. fin) * 


»- 1 sen in 1) 

n +T” 


n. fin) 


r + f-2r 

I ^ ' l ' 


1 3. /'(«) ■ Vff + I — Vfl- 


14. fin) 


15, fin} 


16. / In) 


17, fin) 


- m\ 

= 

ff 


donde ijaj < S, 
a > }. 


m ooo/r 

I + «" ' 



n i)~ 

15. / (n) = I 4 COS — , 

n 4 l 2 

19, /j H ) =( I 4 , 

20. fin) = 

21. /(ft) = ~ e ri " 1 . 

IJ 

22 , fin) = ne ri,|/a . 


Las suces tones la*} de Ids Eiuiekips del 21 al 28 son tods* totl virgettiej. For tuitO, 
para cada « > 0 prtlijado exi&te m cntcro N (que depends de *}, tal que ]a„ - L\ < * 
2 :V s-sendo L = lim^ M a n . Deierminar en cada easo el valor de j V que corresponds 
B los sign femes vilorcs dc r: < = 1; 0,1;; 6.01; 04101; 0,0001. 


23. a 


n. 


L 

n 


24. o* 


25 . „„ 


n 

n 4 3 ' 


(-1)"' 1 

n 


26. o M 


1 



27. a. 


2 n 

fl a TT ■ 
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29, Depnqsi rar quc u«a, su«sL6n no pucde can verier hada dos limiles diitinlos, 

30, Supucsto que lim„ .# a„ =0, Aplicando la detin i^ion de Km Lie demostrar quc 
Li m , t . t wj; °* 0. 

31, Si Hut . s (j s *» A y t„ =8 aplicando la delmici6n de limite demoatrar quc 

Km„ rj («„ 4- £„) “ A + B y lira (eu J = eA donde c e* uns consume. 

32 , Particndo de Ics resultudos ubtenidoa en 30 y 31 demos! rar quc si lim n -* fl n= A es 
lim.ir,..TL a* ■= j!*, Dcspuds, hacrerido uso de la kientidad 2d, i b } , ^(a„ + ft H j* — ^ — (y\ 
demostrar quc lim T . * f *■ AB si Lim „_*« a K =*A y lira 4 -*« b n — B. 

33 , Si « cs un numero real y n un cntcro no negative, cl cocficienle binomial (J) cstd. defi- 
nido por; 

( ■ x , x(x — 1 — 2> -•'(*—» + l) 

a} “ 7T ' 

(a) Si * = — §, probsr que: 


in 1 

iM 3 / 

7 i 5 i 

«i J5 i 

at i 63 

1 1/“ “r 

hi 

ll 

oe i 


4 ! i :s ’ \ 

>1 " " 256 


(b) Sea a„ - (— D" (~i Probar quc a M > 0 y quc <i*_] < 


34. Sea / un a. funcidii real manAloiu creciente y icattda en el iniervato [0, 1 J. DefinamOS 
dos sucetiones {s.| y {f B } de] sigtiicntc modot 


-llri-, |. '--'.i /(;)■ 

k - II *-l ' 


,, < f 1 

Jo 


a) Demos Lrar que s„ < f{x)dx £ t„ y qua 0 < | fixUl x - x v <, 


0 


/(i) - rm 


■ | 

b> Dcmosirar que las gticesiones fs„} y {/„} converger ambas hacia el If mite ] f{x)dx. 


c) EstabJecer y demostrar un result ado correspundk nte al ioiervalo [a, b]. 
35, Uliii/ar el ejercicco 34 para establecer las siguiemes reladones: 


(u| lim 

■i * y 

r,m- 

i-i ■ 

1 

r 

lb) lim 

N-=»i3£ 

f-i-- 

— . H + k 

iog - 


k -1 

n 


re) lim 

y " 

7T 

H ■ r 

■*— < /r s + A” 

C- 1 

= 4 ' 


<d> 


w_ 

lim 'ST 


rj-ri “ log (I + V'2.) 


k-l 

* 


x 1 kn 2 

le) lim > -sen — = - . 

*-* n * * 

’ST 1 l kn L 

ft ) lim . '■ sen 1 ' ■ — - _ 


t- 1 
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10.5 Series in fin i[ as 

A parti r de una sucesion de numeros reales, se puede formar una nueva 
sucesion sumando los tenutnos sucesivamentt. A si* si la sucesidn dada tiene 
los term bos: 


«1 t fi ► ■ + t p ■ ■ ■ i 


§e forma la sucesidti de las «sumas pare tales®: 

X l — * % = Oj + , j 5 = Cf 3 + + <t-t , 


y asi sucesivqmeote, estando definida la suma partial de los n primeros terminus 
como sigue: 

1 , 10 . 14 } i N = a i + a a + ■ ■ * + ti n = T a k . 

*-i 

La sucesion {s,,} de las sumas parciales se llama serie infinita o simplemente 
serie, y se indica tambien por los simbolos siyuientcs: 

m 

(10-15) a 1 + a, + + 4 ■ ■ * ^ + rj 2 + ■ ■ ■ + + ■ ■ ■ , 2X * 

i-t 

Por ejetnplo, la serie l/fc represents la sucesion { s.„ } para la cual; 




J 1 



En los sinibolos de (10.15) se quiere recorder que la sucesidn de sumas parcia- 
les {s„} se ob tiene de la sucesion {<?*} por adicidn de terminos sucesivos. 

Si exists un niimero real S tal que: 

J i m. $■ r — S t 

W 

sc dice que la serie m es convergent y tiene suma S en cuyo ease se escribe: 

a k = S h 

i - 1 

Si f s*} diverge se dice que la serie 2^ , at diverge y no tiene suma. 
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EjEMPi .0 l. serie arm- 6 nica. En la dts£uii6n de la paradoja de Zen6n $e 
vio que I as sum as parciales & n de las aeries XX % \jk satisfacen la derigualdad: 

K = ^ ^ £ log (n + 1) . 

t-i 


Puesto que tog {n + 1) -> sc cuando n -*■ c© io mis mo octirre con j k y por 
lanto la serie X* i \fk es divergente, La serie se denomina serie artnSnica . 

ElEMPLO 2. En la discusibn de la paradoja de Zenbn se halkron tambien las 
sutnag parciales de la serie l + l + 1 + * .■ . da-das por la formula: 



jt— i 


que se detnuestra f^cilmeiue por induction. Cuando n so estas sutnas parciales 
tiendeo al liiniie 2; por Lanto. k serie converge y dene de suma 2, Se poede indicar 
esto eseribiendo: 

( 10 . 16 ) I + 4 + 1 + “ " = 2 , 

El lector ha de tenet en cuenta que aqui la palabra *suma» se usa en im 
sentido muy especial. La suma de une serie converged le no se obtiene por una 
adicidn ord inaria, sino como el limife de am sttcesidn de sumas parciales. Tarn- 
bien notara el lector que para las series convergentes el slmbolo XX i se 

liza para indicar lanto la serie como su stima a pesar de sfir cosas conceptual- 
mente dblintas. La sums representa un numerQ y por Unto no puede «r ni 
convergente ni divergente. Una vcz hecha la distincidn entre una serie y sti 
suma, el uso de un solo sfmbolo para representor ambas cosas no da lugar a 
confusidn. 

Como en el caso de la notacidn sumacidn ftnita, la letra k usada en el sf na- 
bob Xi- t es un cfndice ficticio» que se puede sustltuir por oiro slmbolo con- 
veniente y se usan comunniente las letras m, n t y r. Muchas veces se empieza 
la suina enfc = Gdfc = 2o en cualquier otro valor de k. As 1, por ejemplo, la 
serie en (10,16) podrfa escribirse XX d 1/2*, En general, si p > 0 se define el sim- 
bob 2*1 » ak dandole el slgnificado de XXi b*, donde bt = . A si b , = <v 

b -2 = a p fa etc, Cuando no hay peligTO de confusidn o cuando el punt© de par- 
tida carece de importaneia, se escribe X a t en VCz de XX P a ^ 

Es fUcil probar que las dos series 2*1 1 ^ XX f - ;Son a ™bas convergentes 

o ambas divergentes. Sea j* « a, + ■ 4- a n y t n = a p + + * r * + - 


lovriahted m ateria! 
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q«C SC puede Ubleruir silprimtendg lOS pariEtttesis y siftlplilicdnda. Si huLu phora Id 
mtsma opetaddn en la serie infinite: 

E A - b z ) + {b z - bj + 0 9 - b t ) + ■ . 

6 r pcrmanccc. y sc siroplifican b 7 , Ij, y asi succsivaniente sc I legs a suprimir cada (?„, 
per tanto sc simplifican twtes lofl b„ memos cl 6,, liegandose a la conclusion de ser i» la 
suma de la seric. Esta conclusion es falsa,, en virlud del leorema 10 4, si no es 
l0C b n = 0. Per unto. cn las series mflniiaa no se pueden suprimir los pureiuesii 
uo las rtiismas condicioiws quo tn las sumas linitau tv£ase tumbi^n el Ejmkiu 24 de la 
I Seccidn 109), 


10,8 Serie geomctrica 

La propiedad telescopic a de te$ sumas finitas se puede utilizar para estu- 
diar un ejemplo muy import ante conocido por la serie geomfrrica, Esta serie 
se genera por adidones sucesivas de los (ermines de una progression geomdiriea 
y tiene la forma ^ x* donde el t£nmmo msimo x* es k potenck n-sima de un 
numero real fijo x, Es conveniente empezar esta serie con « = 0, entendiendo 
que el terminu inkial jt 1 ' es igual a l. 

Sea La suma rj-sima pareial de esta serie, de manera que: 

J JL = 1 + -v + jt 3 + - * + .v" J . 

Si jt =: 1, cada term i no del primer imemhro es igual a 1 y >„ = «. En este ease 
ia serie diverge puesto que s n euaddo n “*■ 3=1 , Si x # 1 se puede escri- 
bir k suma simpliiicada observando que: 

H - x ) Sfi = (I - x) H j?x k = Z(x k - x*-') = 1 - *" , 

tralf 1- l> 

pucslo que la ultima suma es telescopies, Dtvidiendo por I — jc se obticne la 
formula: 


Esto mutstra que el comporiamiento de s* para n grande depende exclusivamenie 
del com portam koto de jr\ Cuandp x < 1, x* 0 para n -» *: y k seric con- 
verge back la suma t /( I — j). Puesto que, s jt+l — ,v H w x" t k convergencia de 
\s r ,\ implies K**t0 cuando n -*■ ». Si x > 1 o si x = I el terminu Jt n no 
tiende a limine finiiu y k serie diverge. Con Jo cual se ha demos Era do el siguiente 
Luorcma: 
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TEOREMA 10 5. in' X es com pie jo, con x < 1 P la sene geometrica x" 

converge y tiene suma 1/(1 — x), Es dear r t enemas 

(10.25) 1 + x + v s + ’ ' ' + x” 4- ■ - ■ = — - — si J.v| < 1 „ 

3 — x 

Si x j> 1, la sene diverge. 

La serie geomdlriea con |x < 1 es uno de I os taros ejcmplos cuya gum a se 
pucde halter, a traves de utia formula scncilta de sus sumas pare tales. (En 3a 
Section 10.1 on conexidn «m la paradoia de Zcnon se vio el caw particular 
con x = 1/2.) La verdadera importancia de esia serie esta en el hecho de po- 

derte tomar totno pun to de part id a para la deterrmnacido de la sum a de un 

gran rtumero de inleresanies scries. For ejemplu, si se supane x < 1 y Sus- 
tituye x por x 3 en (10,25) se obtiene la formula; 

00.25) s 4- + x 4 + • * 4- a 2 " 4- ■ * ■ = — - - si |*1 < 1 « 

1 — x 

Obsgrvesc quc esta serie conticne los terminus eon cxponentes pares de (10.25). 
Para ballar la suma de las potent ias impares baste multi pliear atnbos mieinbro: 
de (10.2b) por x obtentendose: 

(10.27) .v + x® 4- * 5 + ' ■ • + V”- 1 + - - si |*| < ] . 

1 — v 

Si se sustituye x por — x en (10-25) se dene; 

( 10.28) 1 - x 4- x* - * 3 + : 4- ( - 1 )"*" 4- ■ ■ - = — — si |x| < I 

1 + x 

Sustituyendo x por x 2 en (10.28) se liene; 

(10.29) 1 - x 2 + x* - x* 4- ■ ■ ■ 4- (- 1 )***" + ■ “ “ 1 a si Jxl < I . 

1 4- A” 


Multiplicands ambos miembnos de (10,29) por x, results: 


(10.50) x — x 8 + x 6 -"X T +-- +( — j)* v Sj, + l + ♦ 
Si §e sustituye x pgr 2x en (10.26) se obtiene- 


x 

i + x 2 


si |x| < 1 


I 4- 4x 2 + 16x* 4- + 4" x s ™ + - ■ = ■ — ! — 

1 - 4x* ' 
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que es valida si 2x < 1 , o lo que es to mismo, si x < | . Evideniemente se 
pucden coristruir otms muchos ejemplos de forma analogs. 

Todas estas senes tienen k forma particular: 

■* 

que se conoce por serie de potencies* Los numeros a,» a,, a,. , . , , se denominan 
coefkientes de la aerie de potencies, La aerie geometries es un ejemplo de serie 
de potencias con tod* 1o$ eoelcientei iguates a 1, Si x y todo$ !os coeficientes 
son reales, las series se denominan series de potencia reales. Se veri mis larde, 
al estudiar la tears a general de las series de potential, que se pueden derivar e 
iniegrar ambos mieniferos de cada una de las eeuadones desde (10.253 a (10,30), 
tratando los primeros miembros como si fueran sumas ordinaries finitas. Estas 
operac tones conduciran a muchas otras formulas notables. Por ejemplo, derivando 
en ( 10,25) se tiene: 


(10,31) 1 + 2x + 3x a + ■ ” + ttx^ 1 + 


I 

(1 - *)* 


si i v] < I , 


y la integracibn de ( 10 . 28 ) conduce a la intcrc&ante formula: 


( 10 . 32 ) 



— + ■■' + 1 -p - ■ ' ** log (l + x) 

A n + 1 


que express el logaritmo por medio de una serie de potencies, lists es el descu- 
brimiento de Mercator y Brouncker (1668) del que se hizo mencidfl anterior- 
men le, A pesar de que cad a una de las ecuac tones (10.25) a (10,51) es valid* 
para x en el intervato abierto — 3 < x < 4* l ocurre que la serie logantmica 
en (10.32) es vdlida tambien en el extreme x =4- l, 

Otro ejemplo importante, que se puede obtener por integracibn de (10.29), 
es la expresibn de la funcibn arco tangente por medio de una serie de potencies 
de la funcibn descubierta en 1671 por fames Gregory (1638-1675): 


(10.33) 



4 


(-l)V ^ 1 

2 n 4 1 


■ a ■ — a retail x 


La serie de Gregory converge para todo x complejo con x < l y tambien para 
x = =n 1. Cuartdo x es real la serie concuerda con to functors in versa die to tan- 
gents, introduclda on d capitulo 6, La srie puede utilizarse para extender k 
definicion de la. funcidn arco tangente desde los valores reales de x haste el 
complejo x con \x\ < I, 

Muchas otras funciones demeniales del Cjtculo. tales como seno. cose no 
y exponential, pueden ser represen ladas por scries de potencias. Esto no sorprende 
demasiado si se piensa en la formula de Taylor que dice que loda funcibn se 
puede aprOximar por un poltnomio en x de grade <, n si posee derived as de 
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3 V---- 

JL „* - I 4 

n*i 


j. 


-■1 


2“ + :f 3 


N-| 

cc 


6" 2" 


v A -T 1 — \ ft 

Z V'rt 2 + w 


at— 1 
d 


K Z + i + 


ji~ i 


if? + i ) in + 2)(n +■ 3) 


1 

4 


X' 2 n + I _ 

Z r*(n + I ) 2 


«-l 

■ED 


t v - J 
*’ Z 2 1,-1 

*-l 

jt 


2 re + H 1 + 4 


+ 1 ) 


+■ n 


j . 


io, 


ntn + I) 

fa— 1 
qa 

V fog if® + i/«hi + fl>| 

Z i;| 0 j: ;fr-.l[lwM>i * 1 1 " '| 


= logs \ e . 


f-fecmsnd© diversas uperaciones en la serie geomPrica, s t obtuviettm en d apartado 
I0J las series de potencies para 1^ (I + jr) y arctg *. De forma aniluga. y sin. intent* r 
jusiiEicar los pasos. obtenn las formulas de Im Ejtrdcieit II at 19, que son vatidas per la 
mcn(M para x' < I. (La justificacidn tc6rica sc dari cn la Secddn 11. fid 




11. 


I™ 1 ' =n~h?- 


Pt-1 


x J „ x s + x 

x* + 4 jc 2 4- x 


13 


. y rt 3 jr’ 1 * 


NM I 

S0 


14 . 


ttan -1 

CC 


(I - *)< ' 

.Jr 4 + l\x* 4- 1 I A"* + X 
(I -X? 


v Jr 1 

ii-i 


jJra 1 1 4 

“■ 2 sm ■ 1 ]og — 


i + x 
x 


.-i 

Cf. 


17. 




It — 0 

a> 


(I - a) 1 


V < w + ^ + 2 2 x * - 1 

Z 2 ! {!-.#' 

V’ (n ■+ 1 X> + 2 )(?t f 3 ) 1 

1 9 Z 34 * ” (1 -P 4 

H-fl 


20. Los rfissuliados- de tes Ejercicjos del II &E 14 sugitren tp extstencia de una formula 
del iipci: 


2 


n V 


AC Xi 

(i - xY 1 * 1 ' 


donde fM-O es on polinomi© de grade k . y el dimine de menor grado cs s y cl de mayor 
grad© *#. Dcmostrarlo por Induction sin intenlat justiifcar las. opcracponcs formates con 
series. 

21. Lcs resultados de los Ejereicios 17 al 19 sugsereTi la formula mis pneral: 



1 

P - xY « l ' 


In 4- k \ { tt + I)(h +■ 2j ■ ■ ■ (rt + k) 

donie l k | u 


avriohl 


iri 
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Demostrzirla por induce id n sin interna r jusiiiicar las operaciones formates ton las scries. 
22, Sabicndo que jr'/tt! = e’ para lotlo jc. haliar las sumas die las sigu Lenses scries, su- 

pcniendo que se puttie opcrar ton series infinUas como si fueran so mas finitas. 


w 2 -\r- + 

iJ-u lL-t 

21. (a) Sabiendo que ^J.. u x'fnl = e‘ para lodt> x probar quc 

= {x- 4- X)?, 


rti 

< - n 4 S 


fll 


2 
i. ■ i 


flb W 

n\r 


rrl 


supomendo que se puedc upcrar cn eslas series como si fueran sumas finitas, 

fbt La sunaa dc la series « J /w! &s ke. tlonde k es un eniero positivu. Hallar el valor 

de k, No sc intente justifies* los Likulos font»aleS. 

24. Dos series V.2, a„ y i sc dice que son uMm&m si a„ = h n para cada « > I. 
Por cjempio, en las series: 


(3 4- 0 4 0 4 ■ - - y 
son id-dr ticas, pero las series 

1 + 1 + 1 4 ■ ■ ■ y 


a - i > 4(i - i ) + 1 1 -i )4- 


14 0 + 1+0 + 1 + 0 + 


no son idem Leas. Determine cuales de los siguienlcs pares de series son idem teas y 
clsIIcs no: 


la) 1 - l + I —l + ■ — 

(b) I - i + | - 1 + ■ ■ 

<C) I “ I + I - I + ■ . ■ 

W) 1 + { + l + £ + ■ ■ ■ 

25. (a) A pi. car {10.26) para probar quci 


y 

y 

y 

y 


(2-|,i -O - 2) 4- [4 -3) -(5 -4) + ■■ 
(I - I) +(!-])+ (l - I) + (1 - ].} + ■■ 
i + ( — 1 + 1 ) + f - 1 4- I ) + ( - 1 4- 1 3 +' 

] + (i - \) + a - 1) + u - ^) + ■ ■ - , 


l + 0 4 Jf* + 0 + A 4 4 ■ ■■ = 


1 - 


SI 


JT < I , 


Obsdrvese que, de acuerdo con la definiridn dada cn cl Ejetcido 24. esta serie no es 
Iddntica ft la tic t, I0.2fi) si x * 0, 

tb) Aplicur cl teorema 10.2 *9 result ado de la pane fa) y a (10J5) para dedueir (10.27). 
ic) Probar que cl tcorema 10.2 si Mi aplica dir&ciamente a (10.25) y (10.26) no conduce 
a (10.27). En su lunar, conduce a la formula J - . U n - = xK I - **). valida para 

\x < l. 


10,10 Ejercicios con cxpre&ionut decimates 

Era la Seccidn I 3.15 $e inlrudujo la represens aei6n decimal de tos ntimeros rcales. 
K '- VJO 4 at cadi tidmero real x positive ttene una expresidn decimal de la forma? 


- 1 -' - % ■ th a s<'h 
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4&0 


•dbnde 0 £ ^ para qada k fc I. El numc ro x relacionado con Los digitos a r 

ff TH . . por medio dc las dc&igualdades; 


( 10-35) 




+ 


I0 71 " 1 


■+ 


1 

\Q n ' 


Si se pone s,, = b»/ 10* y sc rs»u de cadt uno de los miembros de (10J5) sc 

obtiene: 


0 £ x - s m < 10 


EjsIO prueba qw 3^ — > X CLJando tl — * *, > por tan to x esta dado por 3a serie cffilvCq(cnK; 


110,36) 


■-i r ' 





En I os Ejercicios I ai 5 se consider* que eada tina dc las cxprcsicnes dec i males se repite 
inddinidamente cn la forma mdicada. Express r cada decimal coma una serie infinita, liallar 
la suma de la serie y con etla expresar x como cocianie de dos enteros. 


L = 0,4444 .... 4 . x - 0,123123123123 

2 , * - 0,53 515151 . . . * 5. x = 0 , 142*57 142857 142857 142857 

3 . * - 2 < 02020202 .... 

6. Probar que cada decimal periodico represen ta un niSmero rational. 

7. Si un numero tiene una expresibn decimal que termiaa en oeros, tal como 

J = 0,1250000 este ndmeto se puede escribir turn hi Lin como un decimal que tcirnina 

en nueves, si se disminuye cl ilStimo digit© no ntilo en una tmidad, Por ejempio 
J= 0 r l 249999 Demoatrario hacienda us© de la$ series infinstas, 

La repress owe idn decimal en (10,36) se puede generalizar sustituyendo el enlero 10 
par ©fro enter© cualquicra t > 1- Si x > 0, sea a a la parte enter* de jc: supuesio que 







Los ejercicios que siguen, se refieren a la sucetidn de enlcfos a n * a,, a t , , ,,, as! obttnidt. 


8. Probar que 6—1 para cada fc a 1. 

9. Da? un met ©do geofnitrieo par* obiener los numeros a lt , e , j , 

10, Probar que la serie Xr-c < Ji /6 1 converge v tiene suma x. Esto da una e&presidn de x 

en base 6. Cases partial lares import sines ademas de b — 10, son la reprtseni&tidn Mm- 

ria b = 2 y In duodecimal 6— 32. 


10-1 i Criterion de eonverfeneU 

En tcoria, la convergenoia o diver gene ia de una serie ^ a» se decide con si - 
derando lag sumas parciales s„ y viendo si tknden o no a un limile fmiio cuando 
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Esto es un ejemplo dc un criterio que es del tipo (ii) y no del tipo (i). La 
condition ( 10 . 37 ) no eg sufkiente para la convergent i a de una serie. Pot ejemplo* 
cuando a* = 1 fit la condition a„ 0 se satisface y sin embargo la serie ^ l/n 
diverge. La verdadera utilidad de este criterio es que da una condicidn sufi* 
ciettte para la divergent m. Es dedr, si el terming u„ de la serie £ a n no tiende 
a cent?, entonces la serie ha de ser divergent. Esta propositi 6n es Idgicamente 
equivalents al teorema 10 - 6 . 


10.12 Criterios de com pa ration para series de terminos no negatives 

Eti esta Seccidn se tralara de series cuyos terminos son no negatives, es decir, 
series de la forma ^ d* dortde eada a n > 0. Puesto que las sum as parciales de 
tales series son monotonas crecientes, se aplkari el teorema 1.0.1 para obtener 
la siguiente condition necesaria y suficknte de convergence, 

teobema 1-0?- Si a„ -0 para eada ft > 1, fa serie ^ a„ converge si y sSlo 
si la sucesidn de ms sumas parciales estd c tcatada superfarmente* 

Si las sumas parciales estin aeoiadas superiormente por un numero M, la 
sump de la serie no puede entonces e?tccdcr a M, 


EftMPLO L El teorema 10,7 se puede splicar para estableccr La convergence 
de 9a serie 1 fn\ Una cola superior de las sumas parciales se puede obtener 
haciendo uso de la desigualdad: 


A! “2* •’ 


que es evidentemente cierta para todo k !> 1, pucsto que &! es el produeto de 
k — 1 fsetores, eada uno > 2, For tanto 



it-i 



tml 




2, 


2 _(J 


A-l> 


siendo la ultima serie una serie geometries, La serie ^ L 1 / « I es por tanto con- 
vergent e y tiene su luma < 2. Se vers! mils tarde que la suma de esta serie es 
e — I, donde e es el numero de Euler. 


La convergencia del eJempLo anterior se ha establccido por comparacidn de 
l OS' ttrminos de la serie dad a eon las de una serie que se sabc que converge. Esta 
idea conduce a unos criterios llamados criterios de comparaci&n. 
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Esta relation $e indka simbolieamente escribiendo 
(10.40) cuando n ®. 

La notacion a„ b„ se lee «a n es asmtolicamente igual a b n » y con ello se quiere 
mdicar que a* y b„ &e comportan de manera analogs cuando n crece i ndcflni da- 
me me. Aplkando esta terminology se puede expresar el criterio de comparacion 
por pa jo a I finite de la miners siguiente. 

teorem a 10.10. Das series 2 tf « 7 2^* d<? tirmmos postiivas y asintdtiea* 
menle igimles o ambus ameer gen o ambas diver gen. 


ejemplo 2. la funciOn zeta de riemann, En el ejemplo 1 del apartado 
10.7 se probd que J I /(a 1 + «) es una serle telescopies con verge rite, Utilizando 
esta como serie de com pa radon se sigue que 2 1 jn* es convergente, puesio que 
1/ n 2 - l/(« a + «) cuando n -* oo, Pero, 2 l/«* domina 2 \jn* para s i> 2 y T 
por tan to, 2 I/*' converge para todo nuttiero real $ 2. En cl apariado sigtiien- 

te se demostrarri que esta serte converge tambien para todo s > 1. So suma se 
indiea por f(s) U es la letra griega zeta) y define una fund on importante en 
Ana lids* conocida por la funcidn zeta de Riemann: 

«w = 2i si s>l 

n-1 

Euler descubfid formulas tuuy bonitas que comic rum £(s)! En particular encontrd 
que C{2) it*} 6, resultado que no es Weil de deducir. 

ejemplo 3. Pucsto que 2 I/tf diverge, cada serie de tdrminos positives 
asintdticamente igual a J fn tambien ha de diverger; por ejemplo, las dos series; 


2 

n —2 


1 

vW?f) 



n — 1 


La relacidn sen \/n - \/n es consecuencia de que (sen *)/* ** 1 cuando x -*■ 0. 


10.13 El eriterio integral 

Para aplicar efeetivamente los criterion de comparacion es preciso dtsponer 
de algunos ejemploj de scries de eomporiamiento conocido. Son utiles la serie 
geometric a y 3a funcidn zeta. Se pueden obtener otros ejemplos aplicando el 
Ham ado criteria integral,, demostrado por Cauchy en 1837* 
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Fjgu«a 10.4 Demmirfleidn dd criteria integral- 


TEORBMA 10,11 , outer to INTEGRA i- Sea f urn fwcim positiva dare 
ciente, defmida para todo real X '<> I, Para cad a n > 1, sea 

*. = I/W y i. = |/(x) dx 

fc = 1 J 2 

erttonces a ambus suce stones { s„ } y { t„) converger i o ambas diver gen. 

Demost radon. Comparando / con funcioncs escaionadas adeeuadas corao 
se sugiere en la figura 10.4, se obtienen las desigualdades: 

Xm ^ f 7 (a) jx dim 

J i t-i 

0 T t m “/(l ) ^ f n <, s„ t . Puesto que las dos sucesiortes {s„} y {f ra } son mond- 
tcmas credences, estas desigualdades prueban quo o ambas esEln acotadas su- 
periormente o ambas no estin acotsdas. Por tamo, o las dos syces tones converged 
o las dos diverged Lai como se habia afirmado, 

eilmplq 1. El crherio integral permitc demosirar que: 

— converge si y sdlo si s > I . 
n 

Tomando fix) = x " se Liene; 


dx^ l 1 - a 

yog ft si $ = 1 , 



n 


1 - I 


si 


* 1 



iyrighl 
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Si s > I, el terming if t_ * -* Q euando n -+ oo y pot Unto converge, Bn virtud 
del c rite Ho integral, esto impliea la convergencia de la serie para s > L 

Si s < 1, enionces L -*■ as y la serie diverge. El caso particular s = t (la 
serie armdnica) sc e studio ya on la seccidn 10.5. Su divergence era ya conocida 
de Leibniz, 

eiemplo 2. El mismo meiodo se puede aplicftr para demostrar que: 

* l 

converge si y solo si s > 1 , 

fi(]og n } 9 

n-t 

(Se empieza la atima por n — 2 para evitar la n en U q m log« es cere.) 

La integral correspond iente en este caso es: 




1 


4 logjO J 


dx = 


' (lo&n) 1 -* - tlog2> a - 
'l - s 

[log (log »> — log (log 2) 


si 5^1, 
1 . 


SI S' 


{^} converge si y sdb si s > 1 y por tan to, en virtud del triterio integral lo 
rnismo ocurre con la serie en cucstidn. 


10.14 Ejerckios 

Deck si csda una dc las scries tiguientes es convei^eirie o divergente, razonando la 
respuesta. 


•■2 

A-l 

>■2 


n 


( 4 n - W* ~ II 


Y'ln — 1 log (4 n + U 


Ti -1 

m 


Mn + 1 ) 


2 n + 1 

-r" 




v " s 

4r X 2" * 

"-I 

K ^ sen**! 

5 - Z "V - 


Ki m 1 


>■2 


2 +(-!)- 




jq -1 

as 


2 ft* 

(ft + 2)1 ' 


=■ 


I- 


log If 


Fl -1 

tfl 


n V» + I 


I. 

t?l V"(" + 


1 ) 


m 


'*•25 


I + V ft 




t« + i? - 


1 DV 

tj 
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S 9 


5 ' _i — . 

(logoff 

Ji-B ~ 

m 

12- 2 • |n " ! < 10 

■ i 1 


13 


n- I 


ST n cos ^ 
14. J 


lOOOw + I 1 

n cos* <i'r-/3) 


3 5 . 

16 . 


2 

TI — IJ 

00 

2 


l 

n log n (log log w) s " 

-ra 2 

ne n „ 


"2j: 


l. 1 n % A’ 


I + A 3 


dx. 


n-± I 

00 


18 


ir 


e-**dx. 


n-l 


19, Sea j una funei.6n no neguiiva. creciente 4-cfinida para kudo x "> 1. Aplicar el metodo sfr- 
guLdo para la dcmostTBcidn tie l criierto integral para probar que: 


n 1 

2 m 


' fix) dx <^JU) ■ 
*-2 


Tomar f[x) = log x. y dcdudr las dedgualdades: 

(10.41) e jf” e _t * < n! < e n* 1 V 14 . 

Eito da una estimation grosera del ordcn de magnitud de n\- Teniendo «r enema (10.41), 
podemos eseribir 

(VjE ) 1 15 e l,f * n ] /Ji 
e n e 

Haciendo quc n — * a;., encorilrainos que 

(fi’J 1 '" 1 n 

1 ■■- - a (rt!> 1n — - cyyndo » « ■ 

n e e 


10.15 Critertcfs de k rail y del cuciente para series de iirnunos no negativos 


Usando fa serie geoinetrica con J a* como serie de coroparacidn, Cauchy 
dio d o$ enterics utiles eonocidos por criterio de la rmz y criterio del cocietue. 

Si ^ ffj, es una serie cuyos terminus (a part i r de uno de ellos) satisfacen una 
descgoaldad de la forma: 


(10.42) 


0£a n £ x\ 


donde 0 < x < 1 s 
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en vlrtud de la fdntnik {10-13) del apartado 10.2= Puesto que i/e < I la serie con- 
verge. En particular, est® in plica que el termino general de la serie tietida a 
cerp' cs decin 


(10.44) 



cuando n 


co . 


1® que se aeostumbra cxpre&sr diciendo que n* «creee mis rdpidamentc* que n!„ 
para n Sufic icntemente grande. Y tambien con irna extension natural de la notacidtt 
o se puede escribir (10.44) cone signs: wt = a(n s ) cuando n -* 


Note. La rdatibn (10.44) se puede prober (ambien direcitmtntc escribiendo; 


n\ J 2 k k + 1 n 

™ - ■= * - - -mm ■ -- a t ■ _ 

a" n n fl n n * 

donde k= nil si n « par, y k = (« — I }/2 si n cs imp». Si n > 2 d producto de los 

Jr primeros faclores del segundo miembro no ex«d? a ( jY, S' cada uno de 60 s f adores 
reclames no excede a ]. Puesto que t|l A ' -*0 cuando n-»», queda demoitrado (10.44). 
L'ambien se deduce la Tclacicn ( L0.44) a purtir de 110.41). 


El lector puede observar que tamo el criteria de la ralz como el del eo- 
ciente, en realidad no son mas que cases particulars de criterion de compara- 
cion, En ainbos, cuando se presenta el caso (a) la convergencia se deduce del 
hecho que la serie en euesEidn puede ser dominada por una serie geometric a 
adecuada T x* La utilidad practice de estos cri terms esti en que no se reqyiere 
el conoeimiemo explfcilo de una serie 2 de comparacidn de otra forma. 
En los Ejertieios 16 y 1 7 de la Section 10.16 se daran otros dos ejemplos 
importantes conotidos por criterio de Roahe y criteria de Gams. Son utiles en 
muehos casus en los que falla el criterio del cotiente. 


1016 Ejerritios 

Deck cuda una de Ini series siguientes, si es eonvergenie s divergent® itislificanda 
Is rfispoesta. 



/ 


rightec 
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7 y ! 

Z-tlpen) 1 '* ' 

n-a & 

,.. v £I 00 P*:. 

n! 

ml 

■3D 

8. 2 ^ l/n " 

1 

^■“1. 1 1 /ffli 

12, > 

^ if! + 1 in)* ■ 

■* 

9. y <■-*. 

B-l 

n V« ft [v'2 +(-I)*J ! 
Zltf 3» 


■3D 

I4 t f 11 |senffjr| T r; 

"-1 


15. Sean {if,,} > |6„j dos sucesiones con 4 , > 0 y &. > 0 para lodo n 
■ b„ — ifln-iff n+ i /fl„ . Profcur quc: 

C fl ) Si exisie una constants positive r, tat que c. ^ r > 0. para todo n 5 
y a n converge. 

[hidicacidni, Pro bar que T{'__v a* S 

(b) SI c-„ £ S) para n > AJ y si. ^ l/£„ diverge, tambiln V g„ diverge. 

[fndinflcrdn. Probar que V a n damma V 1 i'A n ,] 

Sea yna serte de icrminoi positives. Probar et criteria de Raabe: 
r > Gy un JV > 1 tales que 


<; l para tod© n t N , 

ffgl If If 


tn to nets ^ converge. La serie ^ a,, d i verge si: 


— — > I — - psra todo n £ N . 
a n n 

[Indicaddn. Apliear el Ejeneid© 15 can b n+l «= w.J 

17. Sea y a n una serve de terminus positives. Demos trar el criteria de Gauss. 
b > 1 y un i > | y un M > 0 tales que: 


■fij-I 



m 

v* 


para » t N , 


0. 


> rV, y sea 


N, entoriees 


i exisicn un 


Si existe un 


cn ^ onde M P* fa todo it* entonoes y_ a „ converge si 4 > 1 y diverge si A < 1. 
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(/ndiYacirffl, Ss A ^ L, ytilisa? tl Ejcrcieio 16. Si A = K apiicar el Bjerticio 15 con 
* fl+1 ~ widen.] 


18. Aplu.Br cl critcrio c! e Gauss (del Ejercicio 17) p&m ricm^slTar que la sene 


AC 

2 ( 

IT— j ' 


] ■ 3 ■ 5 ■ ■ ■ (2n - 


2-46 





converge si it > 2 y diverge si k ^ 2. Er cste cjcmplp cl critcrio del cociente no sirve. 


1047 Scries alternada* 

Hasta ahora se han cstudiado series de terminos no negatives. En lo que 
sigue se consideraran series com idrminos positives y negatives. El caso ma$ 
sent i I to se presen ta cuandct tos terminos de la serie tienen swt signos alternati- 
vamente positives y negatives* Estas series se denominan series alierttadas y 
son de la forma: 

(10.45) J(-l - flj . + a, - a* + - ■ ■ 4- ‘ * 


donde cad a a a > 0 es posit iva, 

Ejemplos de series alternadas eran conocidos de los prime ros investigado- 
res. Se ha cit&do ya la serie logaritmica 

log(l +jr)=X-y + ^- y+ -” + (-1)"- 1 “+*'*. 

J J 4 ft 


Como se demostrarf mas tarde, esta serie converge y su sutna es log (I + ,v) 
para — 1 < x ^ j, Para x positive es una serie alternada. En particular, si 
x = 1 se obtiene la fdrmuLa: 


„ I 1 1 f — ip 1 ’ 1 

(10.46) log2 - i - j + j - J + - - ■ + { -f- + ■ ■ - , 


que dice que la sums de la serie armdnica alternada es log 2, Este resultado es de 
especial interns teniendo en cuenta que la serie armdnica X l/ fl diverge, 
fntimamenle relation a da eon (10.46) es la intere&ante formula 



3 5 7 


+ 


2n - 1 


+ 


yric 


ari 


(10.47) 
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descubierta por Janies Gregory en 1671. Leibniz enconiro de nuevo esta formula 
cn 1673 calculando el area del circulo uni dad. 

Ambas series ( 10,46) y ( 10. 47) $on series a] te road as de la forma (10.45) en las 
que {o ra } dee race monolonamente had a cere, Leibniz observd, en 1705, que esta 
simple propiedad de a„ imp lie a 3a convergence de toda serie aliernada, 

teorema 10,14, Reg la de lliitniz, Si { fir ra } es una sucesidn mondtona 4& 
creciente con timite 0, la serie ahernada ^ tl (— l) H_l a re converge . Si S designa 
su mma y s» su suma parciai n-sima „ se tienen las desigualdades 

(10.48) 0 < (— 1)"(5 — sj < a n+l para cada > J * 

Las desigualdades en (10,48) dan una manera de eslimar el error que $c comete 
al aproximar la suma 5 por una suma parciai s„. La primera desigualdad Cx- 
presa que el error 5 — s„ lietic cl signo (— D", que es el del primer term! no 
despreeiado, ( — I > n, car JI L . La segunda desigualdad afirma que el valor absolute de 
este error es menor que el del primer term ino despreeiado, 

■''n. tt par :v n . n jmpar 


s i 



Fiuvra 10,5 pemvstreciott tic lit regia dc Leibniz pare sene* aticrncidus. 

Demostracidn , La idea de 3a demost radon de la regia de Leibniz es muy 
simple y esii represen Lad a en la figura 10,5, Las sum as pareiales & tH (con un 
numero par de terminus) format! una sucesidn creciente puesto que J inja — s^ n = 
— a iHrl — a ir ,.. £ > 0. Analogamerne las sumas pare tales i H *. i fomian una sucesidn 
decrements Ambas sue es tones eslin acoiadas inferiormente por s± y super iormciue 
por s,. Por urn to. cada sucesidn y ,} siendo mondtona y acotada, con- 
verge had a un limitc, es dedr s iH — ' * S' y . Pero S' == S* puesto que: 

S' - S v = lim % rn - lim s s „_ l = lim(y a „ — = lim = 0 . 

R-" TC n " 7? T! -*• T.I H~* «. 

Endicando este limite comun por S t es claro que la serie converge y tienc por 
1 finite S. 

Para deducir las desigualdades en. (3 0,48) se razona como sigue: Puesto que 
y es: 

$ 2 & < J 2 „.* <, S y S < j !i41 < j 2tl j para todo h > 1 . 
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Pgr tanlo, sc tienen las desigualdade&i 

0 < S' — J !ip ^ SfH + I — ■fg.* ** ^** + 1 V 0 < • S ii»~l " Jltt-li — tg# = o tM T 


que con side rad a§ conjumarnente conduced a ( 10 . 48 ), Con lo cual sc tiene la 
demost ration complete, 

El e m f lo l. Puesio que ]jn\ y 1 fn 4 0 cuando n -* «5. la convergent] a 
de la serie armdnica a hern ad a 1 — i + J — ± + ■, es una consecuentia inrac- 

diata de |a regia de Leibniz. La suma de esta serie se calculi ya en el ejemplo 4, 

eiemplo 2. La serie a hern ad a ^ ( — lTUog n)/n converge, Para demostrarlo 
aplicando la regia de Leibniz se ha de probar que (log n)/n ■+ 0 cuando pi -* a? 
y que (log n)fn\. Lo primero se deduce de la ecuaddn (10.11) de la Section 
10,2, Para probar lo segundo se observa que la fume ion j para la coal 

/ (jcJ = ~ - cuando x > 0 


tiene la derivada f{x) = (1 — log rj/r 4 . Cuando x > e gsla es negative y / es 
monitona decree iente, En particular f(n + 1) < /(pi) para n ^ 3, 


ejemplo 3. Como consecuencia de la regia de Leibniz se puede deducir tarn- 
bien un limits important?. Sea' 



donde, en general, 

1 [ r ‘"dx . . , 

y = — para ti = L 2 t 3 

" J m * 

E§ facil comprohar que a„ -* 0 cuando n -* oo y que a K \. Por tanto la serie 
2 ( _ D" -, ffn converge, Su suma se indica por C y su suma partial nsimn por s„. 
La suma parcial (2n — I) se puede express r come sigue: 


H/i-i 






■ + ? + ■ 


+ i 

n 



+ 




X IE 


4 - - log n . 
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10.18 Cunvcrgcnciii conditional y absoluta 

A pesar de ser ta sene armdnica afternada ^ (— 1)* '/ n convergente, la 
so He que se obliene susiiiuyendo eada termino por su valor absolute es diver genie, 
libio prueba que m general 3a convergent ia de no implied la convergenda 
1 k,|. En scnlido cont ratio se liene el siguienle teorema: 

TBORBMA 10.11- Si V |cj n converge, tambien converge V y tenemos 

^ik!. 

N-l 

Demostracion. Supongamos primero q ue los terminos a„ son re ales- Se a 
h„ = a , t +■ I a H , Demoslraremoa que J b„ converge, Se deduce e moneys (segun el 
leprema 10,2) que 2".. converge debrdo a que a m = — ti„', 

Pucsto que b, : - es 0 6 2 u Fj tenemos 0 < /> r , < 2 |«J, y por radio ^ !«J du- 
nlin a ^ it,, . Pot consiguiente ^ h. converge y T come ya se ha dicljo, csto implies la 
convergence de J 17 >■ ■ 

Supongumus ahora que los terminus a n son comptcjjos, pongamos = u«+ j>n 
siendo u H y c rl rcalcs. Puesto que |h„| ^ k,|, la convergence de ^ IqJ implies la 
convergenda de IhJ, a su vez implica 3a convergenda de Jh„ ya que it-* es 
real, Analogamente, v v„ converge. En virtud de la linealidad, (a serfe 
y [« B + ir j converge, 

Para demoslrar (10.51), observemos que 2- i "*1 ^ ir , IqJ. y hagamos 
luego que n -* ~ J - . 

ntFlNiciON- Um serie se Hmm absofutamente convergent# si i k,[ 

converge. Es comitciottalmenie convergent? si ^ a, t converge y en cambio ^ a„\ 
diverge. 

Si i y i b a son absolutamenie converge ntes, 1o mismo le ocurre a 3a serie 
+ jttu) cualesquiera que scan a y ft. Esto se deduce intnediaiamcntc de las 
desigtialdadts 

X i“, + A, I < 1*1 1 1'<„! + W X IM < !*l 1 1® J + l/»l I.IM- 

„ L *■ -1 '■-! n 1 »“> 

que demucstran que las sumas pardales de >, + flbj estan acotadas. 


(10 51) 


if, 


- 1 


1CU9 Criterion de convergent™ de Dirtchlet y Abel 

Los criterion de convergenda vislos en las Secciones an tenures que fuemn 
dcsarrollados para series de term in os no negatives tambien pueden usdrse para 
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averiguar k converge nria absolute de una serie de terminos complejos euales- 
quiera. En esta Section exponemos dos criterios que se utilizan a menu do para 
determiner la convergence en el caso cn que una serie no couverja absoluta- 
mente. Ambos criterios hacen uso de una identidad algebraica Ifamada formula 
de sumac ion partial de Abel, cn memoria del matumatieo noruego Niels Henrik 
Abel (I&Q2-1S29). Dicha formula es parecida a la -de la integration por partes y 
puede enunckrse com® sigue. 

TEOREMA 10.16. FORMULA BE SUMAClON PARCIAL PE ABEL, Sean {«„} y 
{fr*} dos sucesiones de numeral cOmpfejOs, y llamemas 

n 

a, = 2 % ■ 

*- 1 


Tenemos ententes la identidad 

(10.52) V a k h k = A A.i + 2 4 J K “ l h . . ) - 

* - 1 t i 

Demostracibrt. Si definimog A it — 0, entonces at. — A* — A k ~ x para cada 
k = 1 ,2 n, asi que tenemos 

it n n k 

2 = 2 ( 4 * 4 x — 2 dj,b q 2 i 'k 4 h-^ « i ' 

Jr 1 Jt- I k I * L 

que nos da (10,52). 

Si hacemos que n ® en (10.52), vemos que la serie 2 0*6* converge si 
converged stmulldneamenle la serie 2 A^bt — bt-, x ) y la sucesidn }. 

Los dos criterion que siguen dan conditioner ^uti denies para que estas ctmvcrjan. 

TEORE.MA 10.17. OH I TEH to PE DIRICHLET. Sea V &n una &et j e j£ rmiff o S 
complejos cuyas sumas parciahs forman una sucesivn acotada , Sea {b„) una 
mcmidn real dccredente que converge hmia 0. Entonces la serie 2 a„b H converge. 


Demost ration, IJsando la naiad on del teorema 10.16. ex isle tin M > 0 tal 
que .L, £ M para lodo n, Por congiguierite A n b Vll ** 0 cuando n -* oo. Para 
establecer la convergencia de 2 a ^ r te nemos que demos irar tan solo que la 
serie 2 ■“ bt i,) es convergent*:. Puesto que t icncmos la de si gu alidad 

\A k {b k — £ Mib k — l ) t , A . 
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Pero la serie ^ ib, — bi+,) es una serie rclescdptca converge ntc que dotuina 

2 — ^*+1) ■ 

Esio implies la convergence absoluia y por tamo la convergent: in de i A k (b t — 

teorrma 10.18* criterio de abel. Sean V a n una serie convergent de 
terminal* comptejv s y f b „ } ana sueesidn mondtona convergent de terminos read- 
ies. Entonces la serie ^ a n b„ converge, 

Demostraddn. UtUkamos otra vez. la not acton del teorema 10,16. La con- 
verge ncta de a u implies la de la suecsidn {A«} y por tamo la de la slices ion 
i A A&imi&mo» (/!„-} es una sucesidn acotada. El resto de la dcmostraeidti 
Cs semcjante a la del criterio de Dt rich let. 

Para aplicar el criterio dc DiridUet, neecsi tamos conocer aigunos ejemplos 
•de scries eon sum as pa relates aeotadag. Naturalmenie, loda serie convergent# ticne 
esa propiedsd, Un ejemplo im porta rtie de serie divergent!: con sumas pa re i ales 
acoladas es- la serie geometries \ x’\ cn la que jr cs un mi mere com pie jo con 
x\ = I pero x y L I. El teorema que sigue nos propurciona una cola superior para 
las sumas pare tales de esia serie. Cuando x = I. podemos escribir x = e*'*+ 
siendo 0 real, y lenemos el siguictiic 


teorema 10,19. Para todo 0 real no mutiiplo entero de it, tenemos la iden* 

tided 


(10-53) 


2 1 ' 2, “ 
iir’X 


senrtfl 
sen 0 


a partir de la cual obienemos la acosacion 


<10.54) 




isenO; 


Demostraddn. Si x i* 1. las sumas pare i ales de la serie geometric a vienen 
dadas por 



a" - I 


= A 


+ 


JOl 

rJ 


Hi 


)ri 


X - 1 
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Poniendo * = e 2lN en esta formula, donde 6 es real peto no multiple entero de it, 
encontramos 


2 
a™ i 


e ‘zait 


.! » \ 1 

«** - I 






i! iw = sen_?j^ ^,-r n - n# 

e" fP sen 0 


Esto demuestra ( 10.53 K Para deducir (10,54), observemos tan solo que [sen n&\ <L I 
y = J. 


BjSiMPLOS- Supongamos que {i?,,} es una sucesion decreciente de numeros 
reales con Umile 0, Tomando a* = x H en el criteria de Dirichlet, siendo x com- 
pie jo, x = 1, x ¥= I, encontramas que la serie 

(10.55) J 

It— t 


converge. Observes^ que la regia dc Leibniz para scries ulternudijs es tan solo el 
caso particular en el que x — — 3. $i escribimos x = e 1 *, siendo 9 real pero no 
multiple entcro de 2tt, y eonsideremos las partes real e imaginaria de (10,55), de- 
duct mos que las dos scries in genome trie as 


m 

2 b n: cos n$ 

rial 


y 




2 E K mn h9 

ji-1 


converges En particular cuando it* = n ", siendo x > 0, encontramos las si- 
guientes series convcrgentes: 



N I 


2 


cos ft ft 


2 

at— 1 


sen nO 


Cuando « > l h converged absolutamente ya que esian dominadas per 2 


10.20 Ejerckios 


En lot Ejcrcicios de: 1 a] 32, determiner 3a convergcrtcia o divetgentia de las series 
dadas. En caso de convergent; is, dettrminar si la serie converge absolute o condic i pnal roentc . 


1 




2 


( - 1 ) n “ 1 
Vn 


2 . 



rr- t 


V ft 

n + 100 
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504 Sucesiones. series, integrities im pro pi as 

Esto es posable debido a que el recorrido de / contiene todos los enteros positives. 
Si n > M, tencmos 


(10,58) |fl„-S| =| B„- A x + A x - S| ^ |*. - A x | + \A S - S( < |B„ - A s \ + i , 
Pero tambien tenemos 


B jY 

2 ™ 2 a t • 

i-i jt- 1 

Los terminus . * . . , a# desaparecen en la sustraccirfn, con \q que result a 

I ». - -Ivl <, Is.v.tl + |a w+ ,l + ■■■■« M,* - S*| <|. 

Combi nando este resultado con (JG>58), vemos que j/L — S < c para todo/t > M, 
lo que signifies que B„ -*■ S cuando n -* <» . E&to demuestra que ia setae reordenada 
2 K tiene sums S. 

La hipdtesis tie la convergence absoluta cn el teorema 10.20 es esencial. 
Riemann descubrid que una serie condicionalmente convergent de terminos reales 
aiempre se puede reordenar de manera que resit lie una serie que converja y tenga 
una suma prefijada, El razonamiento de Riemann se basa en una propiedad de las 
series condicionalmente convergences de terminos reales. Tales series Y a, t tienen 
infinites terminos positives e iofinitos terminos negatives. Con side remos las dos 
nuevas series i y 5; a” obfenidas, tomanefo sdlo los terminos positives o sdlo 
los negatives, Cort mayor precision, deGnimos a* y a~ como sigue: 

( 10,591 „ + - d ”_ + „ o H - \ a J 

u 2 > w *? — ~~~ ■ 

Si a* es positive. a‘ H = a A y a~ = 0; si a M es negative, a; — a n y a Ti = 0, Las dos 

nueva$ series y V a ,\ K ^ n telacionadas a ia serie dada y a. del modo si- 
guiente. ^ 


!B n - A: 


jV 


Ih-la k 


k I 


k-1 


teorema 10.21, Dada una serie V de terminos realms, definamos q* y a h 
medutrtte (10.59). 

a) Si es condicionalmente convergent^ las dos series ^ a [ f y T tf," dr 
vergen. 


rightec 


laterial 



Rcordenacivn de series 


^05 


b) Si y a n es ahsoUmmeme con ver genie, tes dos series 2 a n y 2 d « conver- 
ges, y tenemm 

{ S D.60) 2 n >? — 2 " L + 2 d ™ - 

a—i «■ i H^i 

Demostracion. Para dcmostrar la parte a) observemos que 2 l a n converge 
y ^4kwl diverge. For lo tan to, era virtue! de la propiedad de line alidad (teorema 
10.3) 2*C diverge y 2 q~ diverge. Para demostrar ta parte b), observamos que 
las dos series 2 \a n v converges asi que segun la linealidad (teorema 

10.2) las dos series v a tt y T a~ converge n. Puesio que a„ ssa* + a~ , obtenemos 
tambt£n (10,60). 

Podcmos ahora demostrar fridlmenle el teorema de reordenacidn de Riemann* 

teorema 10.22, S«f 2 a n una SL ‘rie condicionalmente convergeste de tirmi- 
nos rentes, y sea S us ndmero real dado, Existe una reordenacidn 2 &*. de% a H 
aue converge hack ia sutrn S. 

Demostracids. DeTinamos ^ y a~ como se indied en (10.59). Las dos scries 
2*r'' >' V a~ divergcn ya que 2 55 conditional mente convergente. Reorder), a- 

mgs 2 o n como sigue: 

Tomemos, ordenados* los su fide tiles terminos positives a:, para que su sum* 
exceda a S. Si p x es e! mi mere de terminus positives necesarios tenemos 

2 <*« > s pe™ i j * ^ s s > d < pi- 

r ? 5 n — 1 

Siempre es eslo posible ya q ue las sumas parciales de lien de n a +% ; . 

A esta suma anadimos los terminos negatives a~ estrictamenie necesarios* por 
cjemplo n t terminos negatives, de mode que fa suma resultants sea menor que S'. 
Eslo es posible ya que las sumas parciales de « h lienden a — go. Asi pucs, tc- 
nemos 


*1 Til 

+ s pem V + %a~ £ S si m < n i . 

it I n- 1 ft - 1 fi^t 

Rcpetimos el pmceso, afiadiendo los terminos positive® necesarios para hacer que 
la suma exceda a S, y lgego los negatives preeisos para que la sum a sea menor 
que 5. Conti nu ando de eslc modo, obtenemos una reorder) ad a 2 h n - Cada suma 
partial de 2 h„ d if sere de 5 a lo sumo en un terming a* o en un a~ .Peru a„~* 0 
cuando n -+ oo ya que 2 converge, con lo que lag sumas parciales de > h,. 


avnohte 


ih 


-rial 



506 Sucesiones, senes , integrates impropias 

tienden a S. Esto prueba que la setie rtordenada X &>y converge y ticne $uma S y 
corno se afirmo. 


10,22 Ejetrfcios v arics dc repaso 


t. a) Sea a, = Vfl + 1 — V n, Calciilar lim 

b) Sea a„ (* + lv - pc', donde c ss real. Deterimnar los vaEores de c para Iqs quae la 
suce&tdn fa T } converge y aqu.ello& para los que diverge. En d caso dc la convergence, 
caicaiar el Ifmite de la sdn-eitdrt. (teeulrdese que c puedc $cr positive negative o mu to. 

2. a) Si 0 < jr < 1, demoslrar que (1 + x*)V converge cuando jrf —* ?. y oatcular su 
limire. 

b) Dados if > 0, b > 0. caleular lim q _. =,(0* Hi- b n ) tM . 

3. Una sucesibn {a,} sc define en forma rccurnrntc en furtcibn de o y a 3 por las formulas 

^ + fln-T 

^-1 J~ para ft > 2 . 

a> Suponiendo qve {fl n | converge, cfllcular el 1 smite de la sucesibn en fane ion de a, 
y s a . 

El resultado es ime media amm&ica pondertda de a, y a . 

b) Demosirar que para cualesquiera a v u.. la sucesibn {d„) converge. Se pued-e suponer 
que a L < a x . [Indicaeivm Ccmsiderar f separadamentc.] 

4. Dna sucesibn U} esta definida por la sig»ieme fdrmwla de recurrencia; 


*1 ■ I , X, Hl = A t + . 


Demos trar qoe la sucesibn converge y ha liar su I finite, 

5. Una syces-idn fx„) esra dcfinida por la siguieme formula de recurrenda: 


Xq = I , v t = 1 , 


i 


i_ i 

- T n^t -Di - L *n 


Demostrar que la auccsidn converge y hallar s« limitc. 

6„ Sear {oj y (ft „} dos sucesiones tales quo para eada n se tiene 


e a * = a* + e* 


a) Demostrat que a, > 0 implies ^ > 0, 

b> Si a, > 0 para lodo n y si: ^ a n converge, dcmcrairur que 2 converge. 

En los EJtrcici-os del 7 al II. averiguar la convcrgenda dc las series qnc se dan. 


?■ I (V 1 + - ft). 

n-i 


>.y 


i 


^ 4 tog « j 2 “^" 
jf-a 


go 


8- V nH\ n + I - 2Vtt 4- Yn - I). 


10 


Z„- 


1 


+-I.S 
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eiemplo 5k La integral /*« e dx converge si a > 0, Era electo, ai 
h > 0 > se tiene; 

fO fb „-trb _ | t 

I <,• f/* = I dx = - — - — - — - euando b =► sc . 

J b Jo —a a 

For tanto, <r 4lt - converge y sti valor es 1/a. For otra parte, %i b >0, se 
tiene : 

f 0 e'* 1 ' 1 dx = P = - [%-^rfi = f e-^dt . 

J -it - -6 „‘*r |’0 

For tanto, * ?'*'*' dx tambien converge y su valor es i/a, Es dccir, se liene 

e~^ £ dx = 2/a. Observes* . sin embargo, que la integral § % e~* e dx di- 
verge puesto que /***?"" r/v diverge, 

Como- en el case de las series, se tienen tambien en el easo de las integrates 
impropias di versos criterlos de convergence, El mis send Ho de dies se refiere a 
integrandos positives. 

teorema 10,23. Si la integral propia j" * /| x)dx existe para coda b 2; a y si 
fix) > 0 para todo x 2> 0, entonces f{x) dx converge si y sdh si existe una 
constitute M > 0 tat que: 

if -b 

| f(x) dx < M para cada b > a . 

“■■3 

Este teorema es la base del sigpienie criterio de ccmxparaddn. 

teorema 10.24. St la integral propia f{x)dx exists para cada b ^ ay si 
0 <f(x) <> £(*) para todo x > a , don.de JJ g(x) dx converge, entonces j? f(x) dx 
tambien converge y 

\™ f(x) dx < j' r g(x}dx . 

Now. Se dice que 6a integral J* gUl dx domina la integral fix) dx. 

teorema 10,25, criterio de comparaci6n del lImite. Si fas dos inte- 
grates proptas Ja/i v) dx y S^gix) dx existen para coda b ^ a, siendo fix) ^ 0 y 
g(x) > 0 para todo x > a,, y si 

(10.63) lim ® = c, donde c*0, 

T - 1 • -£. g(,X ) 

entonces las integrates fj fix) dx,yj* g(jr) dx o canvergen ambus o diver gen ambas , 
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Nota, Si el limiie cn (10.63) es 0, silo se puede coneluir tpe la convergent: i a de 
/*■ &(x) dx implies la convergcncia d<? f[x)dx. 

Las demos Lraciones de Los teoremas do! 10,23 al 10,25 son analogas a Los de 
ios correspondientes de series y se dejan come ejcFcieios, 

eiemplo 4. Para c&da real s„ fa imegral f* e~ T .x x dx converge,, eomo results 
de la comparacidn con J* jr -8 dx puesto que e - j \ t r y - 1 0 cuando x > +=o r 

Las integrals impropias de segunda cspecie sc pueden inirodticir conic 
sigue: Se supone que f esii defmida en el intervalo semiabserto (a. b}, y que la 
integral L r exists para cads x que satidface a < x < h. Se define entonces 

uns nueva funcido / de la ms nets siguienter 

l(x) = | * fit ) di $1 a < x <*h . 

* X 

La funcidn / as! definida se denomina integral impropia de segunda especie y 
se indica por el simbolo fJ T /(0 dx. Se dice que La integral converge si el Hmite 

(10.64) linW(x) =■ I Em l* f(t) dt 

X ■ ■« r 2 ■ *ff 


existe y es finite. Si esto no ceurre se dice que La Integral j, 1 ^ /(>) dt diverge. 
Si el 1 finite en (10,64) exist* y e$ igual a A, el numero A se dice que e$ el valor 
de la integral y se escribe: 

P mdt = A . 

**£+■ 

eiemplo 5. Sea fit) = t~* si t > 0, Si b > 0 y jc > 0 se tiene: 



V * - I 1 "* 

1 — S 

Jog b — log X 


si v 5^ I . 

si s = 1 . 


Cuando x -* 0 +, /(*) dende ® un limiie finito si y solo si s < 1, Por tamo, la 
integral JJ i~ f dt converge si s < 1 y diverge si s > 1. 

Este ejempio se podrsa tratar de otra forma. Si se hace la sustitucidn t = l/u s 
dt — —y -2 du, sc obtiene: 


f* njx 

r* dt = id 3 du . 

■ j 
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introducida por primers vez por Euler en 1729, Tiene la propiedad im- 
portante que l’(fl + l)~n| cuando n es un entero cualqutera i>0. (Para h 
demostracidn, v£ase Ejerdcio 19 cte la Seccion 10.24.) 

Los criterion de oonvergenda dados en los teoremas 10.23 al 10,25 tienen 
artibgo§ para las integrates impropias de segunda espede. El lector oo tendra 
difteultud en formtilar el mtemo tales criteria^-. 


10.24 Ejercicios 

En cacfe uno tie Jos Ejercicios del 1 al 10 csludter la convergencia de [a integral am- 
propia correspond tertle* 


(V 

do V . 


V + 1 

2. | ^ e"' afJ dx. 

r 1 

3, — rfjr. 

\ X s + l 

1 

4. — = dx. 

Jo V e* f 

rv^-i , 

5, — — dx. 

Jr V X 


J04- 

11= Para un titrto valor real C. k integral 

Cr 


6 . 

Jot Vx 

8 J 

,C"w 

J k 0D 


cosh A 


fVv. 


rfjr. 


* log x 
dx 


f 0Og A)' 


f i- r ! i_ j 

J In + i 2- + : I 


dx 


converge. Deientnnar C v calcular la integral. 
12, Para un derto valor real L\ la integral 


ru 

J, U ' 1 


C ■■ 


4 2c: .t +■ 1 


converge. Deierminar C y calcular La integral, 
13. Para un cicno valor real C te Integra] 


dx 


f 7 1 c \ 

Jo 'VI + 2.V * + 3 f 


!,) 'VI 4 2 a- * + if 
converge. Detcrminar C y culcular |a integral. 


dx 
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14. H&Elar lui valores de a y lr idles que 


C v i 2x*+bx+a \ 

J, ( *{2x + a) ~ 1 j d * = 1 ■ 


15. ^ Pam qu£ valoms de las constant® a y b exisle y es igual a I «i | unite siguiente? 

bx 


lun 

ji -+* J-f 


f p x* + ex 3 + b 

J_* -t 2 + x~VT 


dx . 


16 . a> DeiMsMiimr qu£ 


y que Pirn j «n x dx — 0 

A— *-f ¥ J - H 


.. / f ft f 1 t/.t , „ f 

Ism — + — 1=0 v que lien j 

A -fl-U-l * A */ A-*- x J. 

b) Decir si converger) o divergen las sigu tames integrates impn»pia$. 

J+ S 


sen x dx . 


17. a) Detnosirar que la integral ]?, „ (sen *)/* dx converge, 
b) Prabar que ISm^ -a> v|\ ] (coat) ft 2 dt = 1, 
cl Deeidir si la integral {£Qst'\ft~di converge o diverge. 

IS. a> Si f es mondtona dccrerienie para todo jS 1 y » /(-O — ► 0 Cuando x —* 4- ® T 
demostrar que la integral fix) dx y b serie V fin} son ambas convergences o ambas 
divergences. 

[ Indicacidm Recudrdese la dcmnstiacldn del criteria de la integral.] 


b) Dair on ejempto dc una funcidn / no mondtona para la cual la serie ^ fin} com-erja 
y la integral j, f{x)dx diverja, 

19. Sea l’(s) = j c T . t A V' ' df para .<r > 0 {funcidn gamma). Aplicar la integTscidn por partes 
para probar qye r{j +11 = sl'is). Despu£s demoslrar por induccidn que Ftp +11 = jtI 
para n entero positive. 

Cada une de los Ejercicios 20 a l 25 contiene una proposicidn. no neeesariamente cieria. 
spbre una funcidn f definida para todo x > 1. En cada uno de dies, a represent un micro 
positi vo. y /„ la integral f{ J fix) dx que se supone que exisle siempre. De cada una dar la 
demoslracidii o un contraejem plo- 

20. Si / es monoiona dccrecienie y si lim ,, . /„ ex isle, entonecs la integral j/ f(r)dx 

converge. 

21. Si lim, = 0 y Sim* .^L = A. erttonpes /for) dar converge y su valor es A. 

21. Si la succsidn { J„ ) converge, ia integral J’ f{x}dx converge. 

23. St / es positive y si ]irn_,, =4, cnlGrtetis | ‘ /(x) dx converge y Vale .4. 
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24. Sypycsto quc }\ x ) ex isle para cada x > 1 y quc ox$$le una cons tame M > 0 cal que 
ifixl S M para lodo a a 1; si Km,. . -,.L — A la integral I f{Jt}dx converge y su valor 

4. 

25. Si J f{x)dx converge, emences J\x) == 0. 
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SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 


11.1 Cotivergeneia punlual de sucesiones dc funciones 

En el capitulo 10 hcmos considers do sucesiones cuyos lerminos eran numeros 
reales o complejos, Ahora qucrcmos considcrar sucesionci ( j ri } cuyos terminos 
scan funciones reales o complejas que tengan un dominie com Lin en la recta real 
o en el piano complejo, Para cada x de! dominlo, podemos const ruir otra suce- 
sidn f /*(*)} de numeros cuyos terminus sou lus correspond ientes valorcs do las 
funciones, Desig nemos con S el conjunto de puntos x para los quo esta sucesidn 
converge. La funcidn f delinida en S por la Igualdad 

f(x) — lim f„{x) si xeS > 

™ - * 

se llama la fmwion limite de la sucesidn { /» } , y dccimos que la sucesidn {/„} 
converge punt ual men te hacia / en el conjunto S. 

El e studio dc tales sucesiones esta en principio relaciomado con el tipo de 
pregun ta sign Sente: Si cada termino de una sucesidn {/«} tiene una tier la propie- 

dad, como, por ejemplo, la cpntinuidad, la derivabilidad o ta Integra bilid ad, itn 

qu£ condiciones se conserva esa propiedad en la funcion limite? Por ejemplo, si 
cada funcidn f„ eg conflnua en un punto je, ;lo es tambien la funcion limite /? 
El ejemplo que sigue demuesira que, en general, no lo es. 

eiemplo 1. Sucesidn de funciones continues eon funetdn limit# discon timm. 
Sea /ri(jr) — x* si 0 < x <; 1, En la flgura 1 LI se han re present ado algunos ter- 
minos. La sucesidn {/„ } converge puntualmente en e! intervals cerrado [0, l], y 
su funcion If mite / viene dada por la formula 

/(*) = limx" = j° SI 0 - 1 < ! ’ 

h ’ K II si JC — L , 
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Suceaiones y series de futiciones 


Observe que la funcidn limite / &% discontinue en 1, $1 been cade termino de h 
sucesidn es continue on todo el inter veto [0, l], 

eikmmo 2. Sucesidn para la que lim $%f»(x)dx # P lim f„(x) dx. Sea 

f»(x) = n.r(l — .t 5 )" para 0 < x <, 1, Bn este ejemplo. la sucesidn {/„) converge 
puntualtncmt hacia una funeidn ii'mite / que es c<jrO en todo pntiUj del intervalo 
cerrado [0. I]. En la figure 1L2 se hen representado los primeros t^rminos de 
la sucesidn* La integral de f„ en el intervalo [0, 1] viene dada por 



fjx) dx - n 



— x 2 )" dx 


n jl- x*)" 1 l = n 
2 * + 1 cp 2(n + 1) ‘ 


Por consign iente tenemos lim dx = L pero \], lim fAx) dx = 0. Dicho 

ft-rDC V * ll'*® 

de otro mode, el limite de las integrates no es igual a la integral del limite. Este 



Figlra 11.1 Sucesidn de funcimes eominuas FiGORA 11,2 Sucesidn de funciones para 
can fur? cion limits discOntiri ua. la Qus 0 sn [ 0 , 1 ) perc* 

J I fn — 1 cuandv n -+ * . 

ejemplo prueba que las. dos operaciones de «paso al Hmiie» e «integTacidn» no 
siempre son intercambiables. (Ver tambien Ids ejercicios 17 y IS de la seccidn 
11,7) 

George G. Stokes (18 1 9- 1 903), Phillip L. v, Seidel (1821-18%), y Karl 
Weterstrass fucron los primeros en com probar que se necesitaba algupa condfeidn 
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adi cional pars justificar el imcrcarobio de esas operations En 1848, Stokes y 
Seidel (mdependientemeiite y casi al mismo tiempo) mtrodujeron im concept® 
ahora llama do convergence uttiforme y dcroostraron que para una succsidn unifor- 
memente convergenle las operacioncs de peso al limit? e integration pueden inter' 
cambiarse. Mas tarde Weierstrass demostro que el concept® es de gran importan- 
cia en Anfilisis superior, En laSeeddn proximo introducimos d concepts? y demos- 
tramos su relacidn con la continuidad y U integration. 


1 1 .2 Convergence uniforms de succsicmes de funciones 

Sea {/*} una sucesion que converge puntualmente eti un conjunct? S had a una 
funckki 3 1 mite /, Segun la definition de limite, eso signified que para cada x de £ 
y para cada < > 0 existe un enter® N, que depends de x y de la I que 
1/4*) — /(*)'< * eon tail que n ^ N. 53 el nii&mo N sirve para todos los pumos x 
de S, entonces la convergenqia sc llama uni forme en S. Esto cs, te nemos la §i- 
guiente 

definition'. Una s ucesidn de funciones {/„} se llama uttiformememe con,” 
vergente hacia f en un con junto S si para todo e > 0 exisie un N (dependicnte tan 
$61® de c) tat que n > N im plica 

fjx) ™ f{x}, < e para todo x de S. 

Expresamos simbolicamente eso escnbiendo 

f„ / uni forme menu* en S, 


/* * 
L 

/ - ■ 


FieUR* II 1 Significada gmmetrica de la convergeneia uniform e. Si n > N, todi r la Rrdftca 
de cada /„ estd sitmda a dhtrnda mmor que * de lu grafica de la funeidn limite f. 

Cuando las funciones f* sort de va lores neales, exists una intcrpreiatidn gto 
me trka sene ilia de la convergence uni forme. La desigualdad } tl {x) — fix) < * es 
equivalents al par de desigualdades 

/l v) - e </4-v> </(.v) + C T 
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Sucesiones y serins de /undo/fes 


Si usias son ticrtas para todo n ^ N y todo x d-e ^ entQiices loda la gr£fica de f t , 
correspond icnte a $ csli en una banda de all ora 2< simeiricamenie situada res* 
pecio de la grafica de /* como $t indica en la figure 1 1.3, 


11.3 Convergence uniforms y ccmtinuidad 

Demostramos a continuation que I a convergent ia uni forme Iran smile la con’ 
tinuidad de los ter-minos de la sucesion {/„} a la functdn limite /. 

teorema 1 1.1. Si -* f tmiformemetue en un inter vato S y cada funcion 
es caminua en ends punto p de S, la funcim limit e f mmbim es continue en p, 

Demostracidn. Probaremos que para todo t > 0 existe un entorno Nip) 
tal qoc — /(pi | < t siempre que x t : Nip) n S. Si < > 0 estd dado, existe 

un entero N tal que n ^ N im plica 

\f jx) — /(jf)f < ^ para todo x de S .. 

Puerto que /v es continua en p, exists un entorno N{p) lal que 

— Xv(p) I < - para todo x de A r (» n S . 

Por lo tamo, para todo x de Nip) n S, tenemos 

l/U) -f{p)\ = l fix) — f\{x} +//.V) -fx(p) + f\tp) ~fip)\ < 

< l/U) -fsU)\ + l/ v U> -fy(p)\ + l/U p) -fip )\ . 

Puesio que cada terminu del segundo miembro es <(/3. enconiramos 
l/U) — f ip) | < t, lo cual compleia la demostracidn, 

El teorema anterior tiene una aplicacidn import ante a las series de funciones. 
Si los valores de lag funciones f n {x) son sum as parti ales de otras funciones, por 
ejemplo 

Un) - i M-U > 

*-1 

y si U / pumualmcnte en S, teneuios ententes 

f(x) = lim fjx) - | 
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para cada x de S. En este cast), sc dice que la scriti \ u s converge punlUidmeme 
had a la funcion sums /. Si /„ -* / uniformememe m S, dectmos que la seric ^ w, 
converge umfornitmente hacia f. Si cadi tcrmino uy cs una fund on continua en un 
pirn lo p de S, cada suma partial /., tambien es continua en p con lo que . en viriud 
del ttwraa ] 1.1, obrenemos d siguiente corolario. 

teorema 11.2. Si una sene de futtdones converge unifvrmemente 

haem la funcion sums f en un eon junta S. y si cada termino tty es continue m ait 
panto p de S, la sama f fambiett es continua m p, 

Nota: Tumbicn padernon expr^ar simhdLicBniLinEc tsK result udt> tscr.bserujo 

J X 

I ini ^ fM.v) = V Irn 

j- »,■ [ i t — ;i x - 

Express mos tsio dieiendb que para una serie iniiformemente convergence podemos inler- 
cambiar d sJimholo de pa so a] iimitc con el dc suinacicm, o que podemos pasar al 
limits EtTJtiiru a iermino. 


11.4 Cotivergcncii! uni forme e integration 

El siguiente teorenfia demucstra que la convergent ia uniforme nos permitc 
in ter cambiar el timbulo dc integration con el (It past) al I unite., 

teorema 1 1.3. Supongamas que /„ -> / uttiformemenie en un in teredo 
[«*&], y que cada June ion f „ es coni i mm en |Xb], Deft names una tweva suceai&n 
{ g „ } median te 

\' a Ut) si ag [ir,f>] , 

y pongamos 

g\x) = I fit) dt , 

■ J a 

Enionces g„ g imiformemente en [a, b]. Simbolicamenie, ienemos 

lim |* /Jr) dl = 1 ' lim / ri m dt . 

?| «• T 4 ffl ' lr IT ■ T. 

Demon racidti. La democrat ibn es muy send 11a. Dado «? > 0. existc un eu- 
tero N lal que n ^ jV tmplica 

/□If) — fffJ < — - — para todo t de [<j, b ] . 

h — a 
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Sucesiones y series de funcicnes 


Luego, si .x e [fl, b] y si n ^ N, tcnemos 


|g n W - gix)\ = 


iLU) - M)dt 




;fl/,(0 - /«)!<<( <f-— dl^e. 

■ H Jg U — i il 


con Jo que g„ g, uniformemenie on [a,b]+ 

Oira vez, come ecrolario, tcnemos un result ado ana logo para las series, 

tedrema 1L4. S upon gismos que una aerie de funeiones tt t converge imi- 
formemente hacia lu funcidn suma f art un intervah [a, b~}, siendo cada m con - 
tinua en [a, b] t Si x f [a,b] r dejmimos 

£,(*)=! f ti&)dt y g(x) =s f f(t)dt , 

i fe-lJit 11 

Entonces g„ -* g unijormemente en [<j, b]. Dicko de otro mode, tenemos 


I im 

Ji 


fl. (“ s - a 

£ | dt = Mrr Snjijdt 

J --1 Ja J-a n-* a? 


u J*E j ' j oj 

I MO dt = \ 2>d,t)d/, 

A:— I Ja •> % t— 1 


Pemostracidrt, Apliquemos cl teotetna 11.3 a la slices ion de sum as p&rciales 
{/«} dads per 


fnU) 

Jr- 1 

y observemos que fcfjj)dt — 2*_i /S **&)&■ 

Con frecuenria el teorema 11.4 se express diciendo que una seri-e uni forme 
mcntc converger] te puede integrate termino a termino. 


1)3 Una condiddn sufic ientc para la eonvergenda uni forme 

Weierstrass indico un criterio para probar que cierias series son uniforms- 
monte convergent?®, El criterio e$ aplicable siempre que la serie dada pueda ser 
dominada por una serie numerics de terminos posit ivos. 
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teorema 11,5. CftiTERio M de weierstrass. Dads una serie de funciotws 
i u„ que converge puntualmente hack una fimcion f en an con junto £. Si exist e 
una serie numerics convergent? de tirmirtos positives £ M„ tal que 

0 < |u„(jO| < M„ para tod a n j> 1 y todo x de S f 
entonces tu serie ^ converge uni fomiemente en S. 

Demonstration. El critcrio de eomparacidn prueba que la serie ^ con- 
verge absolutamenfe para cada x de S. Para cad a x de S t tenemos 


fix) -2 

k 1 


I ii M 


t»at 4 I 


Op 


< I Ku)l < I .W( 


A." ■ n - 1 


ifr-n- L 


Puesio que la serie £ M k converge, para cada * > 0 existe un entero N tal que 
n > N implica 


Esio prueba que 


I 


K-*+l 


< 


€ . 


/<*) - i ua *) 


jt i 


< e 


para todo n ^ W y todo .v de S. Por !o lanto, la serie 2 u *i converge uniformepicnte 
hacia / en S . 


La derivation termino a ter mi no de tuna serie funqional cuatquiera es asunto 
mis delicado, en cuanto a la conservation de pnopicdadcs, que la integration idr- 
mitto a termino. Por ejempio, la serie 2X i (sen luO/n* converge para todo valor 
de x ya que es dominada por V ]/»t\ Ademas, la convergencia es uniform? en 
todo cl eje real. No obstante, la serie obtenida dcrivando termino a termino es 
^ (cos nr)/fi, y esta diverge cuando x ss 0. Este cjcmplo dimmest ra que la dcri- 
vacidn termino a termino puede desnuir la convergencia, atm cuando la serie 
original sea uniformementc convergeme. Por consigutente, d problema de justi- 
fies r el mtercstmbio de las operaciones dc derivation y sum&cidn es. en general. 
mm serio que en el cast? dc la integration. Con este cjcmplo cl lector puede com- 
probar que las manipulaciones corrientes con sumas finitas no siempre pueckn 
efectuar&e eon series, incluso en el c&sO en que las series de que sc trate scan 
uniformemente convergences. A contimiaefcm no referitnos a unas series de fun- 
tiones de tipo especial, llamadas series dc potendas, que pueden manejarse en 
much as ocasiones comp si fucran sumag finjtas. 
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Pufistd qut este cociente tiende bacia 0 cuando n -> 3C, lie|amo$ a la conclusion 
de que la serie converge absolutamcnte para todo com pie jo z^O. Tambi^n con- 
verge para z = 0, con lo que el radio de convergenda es + x. 

Puesto que el term! no general de una serie convcrgente debe lender a 0 t el re* 
sultado del ejemplo anterior prueba que 

lim - = 0 

n - + ■* £ 

para todo z complejo. Esto es, «! «crece nils rlpidamente* que la pole n d a n-sima 
de cualquier ndmero complejo z fijo cuando n 

ejemplo 2. Para avcriguar la convergent^ de la serie 2 utilizamos 

el criterlo de la raiz. Te nemos 

(fl* 3" \zn*f* = 3 |r| **/■ ^ 3 | z | cuando « — oc , 

ya que it a/n = y n -* 1 cuando n *+ ■=*. Por conslguiente, la serie con- 

verge absolutamente si z < l y diverge si z > J, El radio de convergencia es L 
Esta serie de potencies diverge en todo punto frontcra debido a quc, si \z[ — |, 
d terms no general tiene valor absolute ir. 

EF&MPLO 3, Para cada una de las series 2 *”/« y £ ?’'/«*, el critcrio del 
codeine nos dice que el radio de convergencia es 1. La primera diverge en el 
punto frontera r = 1 pero converge en todw Ins demag pantos front era (ver 
S eccion 10-19). La segunda serie converge en todo punto fremtera puesto que es 
dominada por ^ 1/nL 

Terminamos esta Seed tin demo&trando que toda serie de potencias posee etreu- 
lo de convergencia. La demost ration se apoya en el teorema siguienie, 

teorema 1 1.6. Si la serie de potencies ^ a n z" converge en tin punto s ¥= 0, 
por ejempfo para z — z-,. se tiene: 

a) La serie converge absolutamente para todo z siendo z\ < z,|. 

b) La serie converge uuiformemente en todo disco circular de centre en 0 
y radio R < 1j t |- 

Demostracidn. Puesto que ^ n„.z[ converge, su t^rmino general tiende haeta 
0 cuando n -» ac. En particular, < 1 a parts r de tin cierto n > N. Sea S un 
ctrculo de radio R, siendo 0 < R < |z L |. Si a e S y n ^ jV. tenemos \z\ <, R y 
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< 

-1 

s 
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Sucesiones y series de funciones 


Pwsto que 0 < i < I, la serie Z°n z " es doninada por la serie geometries con- 
verge me ^ t”. JEn virtud del criterio M de Weierstrass, la serie o*£ h converge 
nnifoimemente en $. Esio prueba b). El razonaroiento prueba tambiin que la 
serie X a *z* converge absolutamenie para cada z de S. Peru ya que cada z Lai 
que !zj < ! z, 1 esta en un cierto circulo S de radio R < | z, , esto prueba lambien 
la parts a). 

TEOREMA 11.7, EXlSTEMClA DE UN CfRCULO DE CONVERGENCE Si la $erie 
de potencias X a « 2>> converge por lo mmos para an z # 0, por ejemplo para 
z — z Lt y diverge por io menos pars un z, por ejemph para z = z Sf exisle un mi- 
mem real positive r tal que la serie converge absolatamente si z\ < r y diverge &i 
kl > r. 


Demost radon, Designemos eon A el eon junto de todfts los numcros positives 
| z para los que La serie de potencias X a * z " converge, El conjunto A no es vacio 
ya que, por hlp&esis, contiene 2 L . Asimismo, ningyn numero de A pude ser ma- 
yor que Zi|(debido al teoima 11. .6). Lucga, \z» es una cota superior de A , Puesto 
que A es on canjunto no vacio dc numcros positives acoladp superiormente, tierte 
extreme superior que designamos con r. E§ evident que r > 0 ya que r > z, . 
En virtud del tecrema 1 1 .6 ningiin ntimero dc A puede superar a r. Por consi- 
guiente, La serie diverge si |z| > r, Pero e$ ficil demos trar que la serie converge 
fibsoJeifmMnte si |z < r. Si |zjj < r, existe un mimero positive x en A tal que 
M < x < r. Segiin el teorema 11,6, la serie X®** 7 ' converge absolutamente. Esto 
oompleta la demostracMn, 

Como es natural, exists un teorema analogo para series de potencias de 1 — u 
que puedc deduct rse del ease que acabamos de tratar introduciendo d cambio de 
variable Z = z — < 2 . El drculo de convergence tiene su centre en a, coma ss ve 
en La figura 11.4. 


1 1 .7 Ejcrcicios 


En lets Ejercicios del 1 ai 16. det&ntiinar el radio de convcrgenda r de las series de po* 
tensing que se dan, En los Ejercicios del 1 nl 30, nveriguar In conveiRenein en los pwnios 
f renters si r es flnita. 


*C- 





^ a" 

1 ~ 2L (n + 1)2™ ' 

«-Cl 


v u + 3r 

i4 2* in + |)2" ' 
l 


4. 


2 

b — 1 


( - j r2 s "z s * 
2 n 


vriahtec mi 


trial 
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■■i- 

5 . ^ [l 
1 

= 1 

■'(-in* + ir 


«=* 

X 


s 


v I^UIZ T 
■ /Z ff 4 + 1 

Hi^m 

T. 

. ^ 0 < if 


< 1 . 


H -0 

T . 


. %r f«!> ! „ 

' 2* (In)! ' ' 


10 . 


fl — 1 

* 

V 

ii —l 


3 v * z sl 


» 


II 


■ 2 ( 


1 ' 3 ; 5 --(2n - E l 
2 - 4 • 6 ■ • * (2w) 


)V 


9 © 


' 2 - 2 ( l+ ;f-"- 

i 4 »i 

X 

13. (5enafl)r n t a >0, 

. 'v (serth tf > 0 . 


14 


15 


K ---0 

m 


r 2 0 J ' 


4- 6 f 


« > 0 , b > 0 . 


it i 


16 . 


V f «?' 1 6 " i 

>(7 + , 7 )*"- «>». 6 >o. 


17. Si Jf.- tJc) = #rJ«r nrt para fl ■ 1, 2 y I real, douiostrar que 


lim /„(*) (/a ^ 

r.' — X . 0 


I ljm h' 

J r » » 4 


f.\ \ dx ., 


Esie ejemplo demwestra que las operarianes da iiueg ratlin y dc paso a I limitc no siem- 
pre pueden mtercambiarsc. 

14 . Sea — i sen nx)/rtp y para cada x real fijo sea fix) = Lim Demosirar que 




Eslc tjemplo prueba que las operationes de lIc rived an y dc paso al limitc no aiempre 
pueden itJiercambiarsc. 

19. Democrat que la serie 5 (sen tix)fn 2 con verge para todo real x t y desianemo* su 
sumu con fix). Demos era r que f es conti nua eti [0, rr). y utilizer el teorema 11.4 para 
demostrar que 


20 . Sc if^bc que 




(2n 



2 

Slat 


COS rtJT 


4 



S I 


0 £ x £ Iff « 
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Sitcesiones y series de funciones 


Uiilizar esta formula y cl teurema 1 1.4 para dcducir las siguicntes formulas 



ji-i 


v f-ir 11 

(b) Z(2ti - l) a " 32 ' 

t 


1 1.8 Propiedadcs de las funciones re presen tad as por series re ales de pofencias 

En c$ta Seccidn nos I im [tamos a series reales de potencias, esto es a series de la 
forma z — a)' en las que z, a y I os cotficientes a n son todo$ numeros reales. 
Escribircmos x en lugar de x. El rirculo de convergence limita en d eje real urn 
inter valo {a — r, a + r) simetricp respecto a! pun to a; a ta| intervalo lo llama mas 
intervals de convergenaa de la serie real de potencies V Sjr { x — a T, El numero r 
sc llama radio de eon vcrgcnda . { Vease figura 11.5), 


Divcrgenda- 




-Convergencia absoluta- 


Divergetma 



a - r a u + f 

Fcclpl* 1 1.5 tmereoto de cmtvergeneia de una serie real de poiencitis. 


Cada serie real de potencias define una funeidn suma cuyo valor en cada x 
del intervalo de convergent:^ vienc dado por 

/(x) = 2 “ n) t1 . 

Hi lO 


Se dice que la serie represents k funcivn f en cl intervalo de convergence, 
y se la denomina el desarr&lto en serie de / segun las potencies de a,. 

Existen dos problemas basicos acerca de los dcsarrollos en serie de potencies 

que aqul nos imeresan; 

1) Dada la serie, hallar pnopiedades de la ftinctdn sum a /. 

2) Dada una luncidn /, ver si puede ser o no repress ntada por una serie de 
potencias. Results que solo algunas func tones espedales poseen desarrollo en serie 
dc potencias. Sin embargo la clase de tales funciones eomiene la mayor parte de 
los ejtmplos que se presen tan en la prietiea, y por tan to su esuidto cs de gran 
important;] a. Volvamos ahora a la discusion de la cuestidn 1). 

El teorema 11.6 nos dice que la serie de potencias converge absoluLamente 
para cada x del intervalo abierto (a — r, a + r), y que converge uniformemente 
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en todg subintcrvalo ctrrado [ a — R t a + jR], domde 0 < R < r. Pueslo que cada 
terming de la serie de poiencias es una fruition cominua en todo cl eje real, results 
del teorema 11.2 que la funcion sums / es contfnua cn todo subin lervalo cerrado 
la — R v a -t- R]> y por tanto en el intervale abierto {& — A a + R). Asimismo, 
el teorema 11.4 nos dice que podetnos integrar la serie de potencies lermino a ter- 
mino en iodo subintcrvalo cerrado [tf — R r a -f fl], E&las propiedades de las fun- 
ciones representadas por series de potencias quedan coneretadas en el teorema 
siguieme. 

TKORCHA 11.8. Si una jnncidn f estu representada por k serie de potencias 

(li.D nx) = i 

- a 

en tm intervale abierto (a — r. a + r) T es continue en ese intervalo, y su integral 
en cual q uier subintervalo cerrado puede calcularse integrando la serie termitto a 
ter mino. En particular, para todo x de (a — r. a + rj , tmemm 

nal) K o 

El leorema 11.8 tambitit demuestra que cl radio de convergencia de la serie 
integrada es por lo menos igual al de la serie original. Demoslraremos ahora que 
ambas series tienen exact amen te el mismo radio de convergence . Dcmostremos 
primero que yna serie de potencias puede derivarse terms no a tdrmmo en el interior 
de su intervalo dc convergencia. 


teobema 11,3. Sea f la fimeidn representada por la serie (11-1) en e! inter- 
vals de convergencia ip — r, a + r). Entonces tenemos: 

a) La serie derivada " ;ro n U — »)’ 1 tiene tambien radio de conver- 
gencia r. 

b) La derivada f(x) exist e para cada x del intervalo de convergencia y i dene 
expresada por 


t - «> . 

» — 1 

Dcniusiraeid/i. Para simplificar, suportgamos en la demostracifin a = 0, 
Dcmostremos primero que la serie derivada converge absolutamente en el intervalo 
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Sueeskmes y series de j unci ones 


( — r, r),, Eli jamas cualquier * positive tal que 0 < x < r, y sea ft un numero po- 
sitive tal que 0 <Jt<* + ft<r. Entqnces las series eft* /(x) y de fix -f ft) son 
absolutamente convergentes, Lucgo, podeuios eseribir 

(ii.2) M-/U ) = v i.t + hr - .v" 

* Z, ” 

ii — (J 

La serie del segundo miembro es absolutamente convergence ya que es una com- 
binacion lineal de series convergent^. A continuation aptiquemos el teorema del 
valor medio para eseribir 


(x + ft)* - x 1 ' = hncT 1 , 

do-nde x < ca < x 4- ft, Luego, la serie (11,2) es idertica a la serie 

(U.3) iwr 1 

n — 1 

que dcbc scr absolutamente convergent*:, pucsto que la de la igualdad 1 1 ,2 Id es. 
La serie (11.3) no es ya una serie de potential, pero domina la serie de potencias 
^ nw"" 1 , eon lo que esta ultima serie debc ser absolutamente converge!) te para 
esc valor de x. Esto demuestra que el radio de convergent! a de la serie derived a 
2 na a x m ~ l es por lo menos tgual a r. For otra parte, el radio de convergence de 
la serie derivada no puede exceder a r porque esta serie derivada domina la ori- 
ginal 2 n >J .v n '. Esto pmeba la parte a). 

Para demostrar la parte b). sea g la luncidn sums de la serie derivada* 

g<-<) * t™*** ] 

ii-t 

Aplicando el teorema 1 1.8 a g r podemos integrar tdrmino a tSrmino eu el intervalo 
de convergencia obteniendo 

I g(r) dt = — /(*) - n„ . 

J 5 fi 3 

Puestt/que g es cominua, el primer teorema fundamental del Calculo nos dice que 
fix) exists y e§ igual a g(x) para cada x del intervalo de convergence, Esto de- 
muestra b). 

Nvta: Pucsto qyc iodt serie de potencias ^ a„(x — u) 9 pwdc obccnerse derivando su 
serie integnida, ^ «,(* — a)**‘/fw +- I), tl teorema 11,9 nos dice que las dos series 
lienen el mismo radio de convergenda. 


4/nc 


aril 
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Los teoremas 11.8 y 11.9 justifkan las manipulaciones formates de la 
Section 10.8 en donde obtuvimos varios desarrollos en serie de potencies utilizando 
la derivation y la integration rfrmino a krmino de la serie geomdirica. En par- 
ticular; estos teoremas establecen la validez de los desarrollos 


log (I 4* -O 


■an 

V 

K - »0 


{ - 1 )". r " ' 1 
n 4 I 


y 


Lircia n x = 


^ (-l)V T+1 
2n 4- 1 


siempre que * este en el intervale abierto — 1 < x < 1 . 

Como up a conscctiencia mis del teorema 11.9, obtenemos que la funcidn 
suma de una serie de potencias dene derivadas de lodo orden y que pneden ser 
cakuladas por derivacion reilerada termino a termino de la serie de potencies. 
Si fix) — £ tfjA — a) n y derivamos esra formula k vcces y ponemos tuego x = a 
en el resuttado, entontramos que p k Ka) — kla kl eon 1o cual cl coeficiente jt-t-simo 
ak viene dado por la formula 


u t = ~j~ P ara * “ 1 , 2, 3, ... . 

E&ta Formula tambi£n es valid a para k = 0 si inturprciamos como /(d). Asi 
puts, el desarrollo de / en serie de potencies ticne Da forma 

Sr • Q 

Esta propiedad puede formularse eomo un teorema de unicidad para los desarro- 
llos en serie de potendas. 

teqrema 11.10. Si dos series de potencies ^ d rJ (jr — <?)" y 2 b»(x ~ $)“ 
tlenen la misma funddrt mma j en tm cierto entomo del puma a, eniances las 
dos series son iguales tirmino a ter mine; en realidad, te nemos a tf = b„ = f”\a)/nt 
para coda n > 0, 

La igualdad (11.4) demueslra tambien que las sumas part idles de una serie 
de potencies son sene ilia me nte los polinomios de Taylor de la fund On suma en el 
pun to a. En otras palabras, si una funcidn / e s represen table por una serie de 
poiencias en tin intervalo (a — r t a 4 r), entonces la gucesion de polinomios de 
Taylor { T„f{xi a)} engendrada en a por / converge puntualmenie en ese intervalo 
hacia la funcion sum a /. Ad.em.as, la convergenda es uniform? en lodo submtervqlo 
cerrado del intervalo de convcrgencia. 
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11.9 Seric de Taylor generada per una funcidn 


Yolvamos ahora al segundo problems que stirgiti al comertzar kSeccidn pre- 
cedents,, Esto es, dad a una fund on /, averiguar si e$ o no desarrollable en seric 
de petcncias cn un cicrto intervale abierto en torno al punto a. 

Sabemos par to que sc aeaba do demostrar que tal funcidn debt tcner neec* 
sariumente derivadas de todo orden en un cierlo intervalo abierto en iorno al 
pun to a y que los coeficientes de su deaarrollo en serte de potencies son los dados 
por la igualdad (11,4), Supongamos, entonces. que partimos de una luncidn / 
que tenga derivadas de cyalquier orden en un intervale abierto en tor no al pun* 
to a. Diremos que una tal funrion es injinitamenie derivable en ese intervale Po 
demos entonces formar la serie de potencias 




Esia st* llama serie de Taylor generada por j en a , Formukmos ahora dos pre- 
guntss: ('Converge esa serie para cualquier otro x distinto del x — a? Si es ad, 
i P su suma es tgual a fix)? Antique scrprenda, la contestation a esas preguntas es., 
en general, «no*. La serie puede scr o no convergente para x # a y, si lo es, su 
suma pgede q no coincidir con fix). En cl Ejercicio 24 de UScccidn 1 1 J 3 $e da 
un ejemplo de una seric que converge hack una, suma distinta de fix), 

Una condition neeesam y suficiente para poder contestar afirmarivanrtenle 
las dos pregutitas, puedc eonseguirse usando la formula de Taylor eon resto H que 
da uu desarrullo finite de la forma 


( 11 - 6 ) 




iM-fl 


La suma finita es el polinomio de Taylor de grade n generado por / en a, y 
E n (\) es el error come tide al aprosimar / con su polinomio de Taylor, Si haccmos 
n •— oc en (1 1,6), vemos que la serte de potencies (11,5) converger^ hack fix) si 
y solo si el termino de error liende a 0, En la Seceidn que sigue hacemos la diseu- 
si on de una condition suficiente para que el icttuino de error iienda a 0, 


1 1 - 10 Condition suMcicntc para la convergeneiu de una serie de Taylor 

En el teorema 7,6 se demos t rd que el termino de error en la formula de Taylor 
puedc expresarse como una integral 

Ejx) = - I (x - iYf ln ■ lJ (i) dr 
n! 


C' 


TIG hi 


iri 
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cn cualquier interval o en iorno a I punto a en el que sea cominua. Por con- 
sign icnte, si { es indefinidamente derivable, leneinos siempre esa representacidn del 
error, con lo que la serie de Taylor converge haria f(x) si y sdlo si la integral 
tiende hacia 0 cuando n =t. 

La integral se pitede poner en una forma algo mas util por medio de un cam* 
bio de variable. Escribamos 


t = x + (fl — .v)h , * if = — (.v — fl) (in , 


y observemos que u varfa de 1 a 0 cuando t varfa de a a x. For tunto, la integral 
(t| ,7} se convierte en 


, _ ,.. r l r i 

tll.S) f n (.r) - U 22— || „■/"«*>[* + (a - x)n] du . 

Esta forma del error nos pertnitt dar la siguiente condition suficientc para la con- 
verge ncia de yna serie de Taylor. 

teorema 11.11. Si f es infinilwnente derivable en un intervalo abierto 
I = (a — r, a + r), y si exist* una constant* posit iva A tal que 


(11.9) < A" para n = L 2, 3 

y todo x de I, entottces la serie de Taylor gmemda por f m a converge hacta fix) 
para eada x de L 


Demostracidn, Ulilizando la desigualdad (1 1.9) de la formula integral (11.8), 
oblenemos la estimation 


B 


bH- 1 


0 < | 1 1 ,. * . = 

_ • 1 (it + 1)! in + I)! 


i ! 




en donde B === A % — a . Pero para todo B t B n /n\ tiende a 0 cuando n -*■ cc, asi 
que E„(x) ■+ 0 para eada x de I. 


II. II Desarrollos en serie de putcneia* de las funciones ex pone ncia I y trigone* 
metrical 


Las funciones seno y coseno y tod as ms dtrivadas estan acotadas por cl nii’ 
mero 1 en todo el eje real. Por consiguiente, la desigualdad es valida cost 
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E! numuro m, se puede introducir cpmg d racnpr numero positive tal que 
sen # = 0 (se puede probar que exists una tal x) y despues se puede probar 
que el seno y el cogeno son periodical con periodo 2ir, quc sen (\tt) = 1 * y que 
COS (|tt) = 0, Los detallcs, que no se expond ran aquf, sc pucdcn enconlrar cm 
el Iibro Theory and Application of Infinite Scries, por K. Knopp (Nueva York: 
Hafner, 1951). 

* 1 1.12 Teorema de Bernstein 

El teorema 11.11 demuesfra que la seric de Taylor de una funcidn / con* 
verge si la dertvada n-sima /■■> no crece mas rapidamente de La potencia n-sima 
de un cierto numero positive. Otra condition suficienie para I a con verge rulia fue 
formula da por el matematico ruso Sergei N, Bernstein (1880-), 

TEG REM A 12.12, tf,qrema df. BERNSTEIN. Sr / y todas sus derivadas son no 
negative s en un intervah cerrado [0,r], esto es, si 

fix) > 0 y f m {x)>0 

para coda x en [0, f] y cada « = 1, 2, 3, . , . . , enJO/ices, si 0 < x < r, la s eric 
de Taylor 


^ r :kl m 

2, k [ 


x 


i -- a 


converge hacia fix). 

Demostr&cidn. El resultado es trivial para x = 0 P asi que stipongamos quo 
0 < x < r. UtiLieemos la formula de Taylor con resto para esc rib it 

CM. SO) 

\ -0 

Demostrarcmos que el termino de error saiisface las desigualdades 
0 1.1 n 0 <L £,.<*> < (y.( /(')■ 

Esto, a so vcz„ prueba que EAx) -*■ 0 cuando n ce- puesto que el coc sente 
(r/ r)** 1 -*■ 0 cuando 0 < x < r. 
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v A 

*' ^ u + 


10 


OL 

-2 

ji-« 


iff + 3 )! ' 

U - 1)" 
iff + 1 >1 ' 


Cada una de las funcioiies. de Ids ejercicios del LI al 21 ticne una nepresentacion en 
aerie de poiettcias de x. Sapaesla la eidsiencia del dosairtollo, com probar quc I os coelicimies 
tienen k forma dada, >■ demote rar que la terie converge para Los valorcs de x iinlieadcis. 
Cuando conven^a pueden milkarse lus tlesarrollm ya vision. 

ST flog ff)' J 

ll r a J — / — — -V\ a> 0 (tudu X). {itidkmten: a r «, c r, ' ,e ' , .) 


Jl-W 


,.in < L 


ir x 1 

12. senh x = / — — ; itodo-^i, 

i-ff + L): 

« a 

^ 2 *" 1 

13. sen- x = ^ { - I >" ' 1 - — (todoi). [inJicacidii: cos 2 a = J — 2scrr a.J 

\ at) . 

*T-1 

o 1 :- 

I 


14, 


= Y T 


2 - x 2 " ■ 1 

il l * O 


(l.vi < 2). 


. E - I ; 

15. e x = / (todo a). 

^ — ' it I 


n-0 


3 < JH" - 1 

16 *"*' •* - i z ( 1 ~ 1)11 ‘ ’ sr+ij? **“ ' * odo *>■ 

H-l 


17. log 


IS, 


L +X 


,y^ 2 . 

2h + I 


I — x 2n + 1 

•V- 1 1 


fill < li 


T 


.V 


I + A 


= -^(1 - (-W (In < l). 


/I®] 


lltidicacitSn r 3.v,'( l 4- x — 2i“) = 1/(1 — a) — 1/(1 4- 2a), J 


19 


12 - 5* v/ ( — U” i 
■ b - Si ^7* ~ Z( 1 + ~6 r ~ ')■*" 

h -u ^ f 


(- 1 T 


20 . 


A- + A + I 


= — = / sen 


c 2iri.lt - n 


fill < ]). 


1" (111 < L). 


[Indication: X s — I = (i — l)(i 2 + * + D-] 
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x 

ZI ' ct - jtKl -**i 



Pi— I 


(!x| < IK 


22. Determiner cl cocficienie a*del dcsarroHo en sene de potencies sen (Xv 4 i i7 )"2^=a 

23. Sea fix) = 12 4- Dc tcriyi i nar las. eoeficiinlcs tr <|f c 1 , . v f dc k serie de Taykr ge* 

nerada por / en 0. 

24. Sea fix) =? ] ' ri ' it x r* 0, y /{0> - 0- 

&} Dtmosir&r q«e f ticne derivadas de tod© order* en redo el eje real, 
b) Demosl rar que f*" 1 ~ 0 para todto ft > I, Esle ejemplo prueba que fa seric dc Taylor 
generada por j en lorn© al punto 0 converge en todo el eje real* pcio que represents / 
striamente en el origen. 


11.14 Series de potencies v tcuaeiones difeiendales 

A veces las series de potencies nos permit™ obtener soluclones de ecuaciones 
difencticialcs cuahdo faltan b$ olros metodos. En el Volumen li se da una dlSCU- 
sidn sistematica del empleo de' las series de potencies en la leoria de las ecuaciooes 
diferenciales line ales de segundo orden, Aqui ilustramos con un ejemplo alguna de 
h% ideas y tunicas reUtivas a este asunto. 

Consid^rese 9a ecuaciOn diferencial de segundo orden j 

(1 1.13) (9 - a- 8 )/ = — 2y - 

Sttpongamos quo ex isle una solution, sea y — fix), que se puede expresar por 
medio de utm scrie de potencies en un entorno del origem es dedr: 

GO 

f< 4 ) >-2»„x". 

En primer lugar se ban de determ i nar Iqs codicientes a v , a lr a a , - . 

Una manera de proeeder es la siguientc: Deri vando ( 11 . 14 ) dos veces, se 
obtiene: 


& 

f = Srtn - l)a n x”-' , 

r. 1 

MultipLieando por 1 — r*. se encuentra, 

(1 - **)f = “ l) 4 n* w ‘*— 2 n(« — 1 >a 

n - 2 n j. gj 

OS ijTi 

= l(n 4 2)| n 4 l)a M2 -x r ' — jn{n — l)a n x* 

H-C n _ a 

ID 

“ 1 [(« 4 2 Kfl 4 l)a K|2 - n(n - 1 KK . 

n— a 


rightec 
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Su&tituyendc cada una de las series (1114) y (1 115) en la ecuacidn deferential se 
obtiene una ecuacibn que contiene dos series de potencies, vilida en yn entorno 
del origen, En virtue! de! teorema de la unicidad, estas series de potendas ban 
de ser iguales term i no a termino> y se ptieden tgtialar los coefieientes de x* obte* 
nidndose las relation us: 

(n + 2 }(n + - n(rt - IK = -2 a n 

o lo que cs lo rnkmO- 


a »-2 — 


n s - n - 2 


n - 2 


= 


a 


(n + 2)(n +D « + 2 


PI a 


Estas relaeiones perm i ten determiner u tl — - sucesivamente, a partir de a?. 

Andlogamente, se pueden calcular a ^ flj, a- y * . » a partir de a lm Para los coefitien- 
tes de indice par se tient: 

a* = —a t ^ fj q = 0 J a, = 0 , = u t = o lfl = - ■ ■ — 0 . 

Los coeGcientes imparts son; 


LJ., — 


1-2 -1 3-2 I (-1) 

^ s srs H 2= Y~* Xt 


1 +2 


fli = 


5-2 3 1 i-l] — 1 

a T ■= et s — - ■ - ■ — — tf, = - — ii, 

5 + 2 75 3 7-5 


y en general: 


i — 


2 n - 3 




2n - 3 2n- 5 2n - 7 


2n + I ' In + ! 2n — I 2n - 3 
Simplificando los factored comyncs se tienc; 

-1 

tfjjj j-i — ■■ tft ■ 

Qn + 1)(2pi - J) 


3 1 . U 
7 5 3 


For tanto la serie corttspondleme a y se pntde escribir come sigut; 


V 


y — a„{\ — Jf*) - tij 2 * 


1 


71 - 0 


(2n + I l(2u - 1) 


■i.i ii I 
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Algebra vectorial 


12.1 Introduction historica 

En los capi tubs precede ntes se hart con side rado algunos conceptos basicos 
del Cakulo jluslraudolos con aplicacicmes a la re&aluddn de algunos probkmas 
fisioos y geametricos $ciicillo&« Otras aplicaciones del Cdiculo requieren ya un 
conocimicnio mas prof undo de la Gcometria anal idea y por eslo se precede ra 
ahora a un estudio mas detallado de algimas ideas geometric as fundamentals. 

Como ya se dijo anteriormente en este libra, el Calculo y la Geometric analitica 
estuvieron Inti m amen te relacionados en su desarrollo historic o. Cad a nuevo des- 
cubrimiento en uno de ellos dio lugar a un progreso en el otro. El problema de 
trazar tangentes a las curvas se resuelve con el de&cubrimiento de la derivada; 
el del Area conduce a la integral; y las derivadas pa Kittles se irmrodujeron para 
estudiar superficies curvas en el espacio, Junto con estos descubrimientos se 
observa un desarrollo puralclo de la Mecaniea y la Fi&ica maiemaiica. En 1788, 
Lagrange publied su obra maeslra, Mecumique amilyttque. que mustru la gran 
llexibifidad y la tremenda poiencia akanzada @1 utilizar metodos anal ft ices en el 
estudio de la Mccanica. Mas tarde, en el siglo six, el matematico William Rowan 
Hamilton (1BQ5-1S65) introdujo su Theory oj Quaternions, nuevo me tod o y nuevo 
punto de vista que contrihuyd mucho a la comprension tan to del Algebra comd 
de la Fislca. Las mis notables caracieristfcas del analisis de los euatcmioncs y de 
la Geometna cartesiarta se unieron mis tarde* en gran parte debido a los esfuer- 
zos de |. W, Gibbs (1839-1903) y O, Heaviside (1850-1925) para dar lugar a la 
llamada Algebra vectorial. Pronto se vio que los vec tores eran los instrumental 
ideales para la exposition y simplification de muehas ideas import antes en Geo- 
metrla y Fssiea, En este capftulo nos propdnemas esiudiar los elemental del Al- 
gebra vectorial, En el capiltilo 13 se dan aplicaciones a la Gcometria analitica. 
En el capiiutu 14 se combina el Algebra vectorial con los trklodos del Calculo, 
y se dan aplicac tones a la Geometna y a la Mec &nica. 
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ExistcS tres modus esencialmente distantos para introducir el Algebra vecto* 
rial: geometr kerne rite, analiticamente y axiomdtiemnenie. En ta introduction 
gcomrfSlrica, los vee tores sc representan por segmentos orient ados* o fkchas. Las 
operaciones algebra Seas coo vec tores, isles como la adicidn, sus trace ion y multi* 
plicae ton por numeros reales, se definen y estudian por metodos geom£tricos. 

En la introduccidn analitica, los vecto res y las operaciones se expresan me* 
dtanEe mimeros, llamados component ei. Las propiedades de las operaciones con 
vec tores se deducen entonces a partir de las propiedades correspond ienies de los 
numeros. La description analidca de los vec tores surge espontaneamente tie la 
representation geometries en cuanto se introduce un sistemu coordenado. 

En la introduction axiomatica, no se in tent a describit la nature leza de un 
vector o de las operaciones algebraicas con vectored, En lugar de ello t los vee tores 
y las operaciones con eilos se imaginan como conceptos no definidos de los que 
nada se sabe excepto que saiisfacen un cierio con junto de axiomas. Lin tai sistema 
algebraico, con los axiomas apropiados, se llama espacio lineal o espacio vectorial. 
En todas las ramas de 9 a Marematica se presen tan ejcmplos de espacios line ales y 
estudiaremos algunos en el capitulo 15, El algebra de los segmented orientados y 
el dlgebra de los vectores construida eon los components son dos ejemplos de 
espatics lineales. 

El estudio del Algebra vectorial desde el punto de vista axiomitico eg quiza 
la introduecion matematicamente mas satisfactory pues proportions una descrip- 
tion de los vectores que es indepen diente de los sistemas de cootdenadas y de 
cualquier represen tacidn geometries especial. Este estudio se hace con detalk en 
el capitulo 15. En este capitulo fundament amos ntteslro estudio en la introduce 
cidn analitica, y tambien empleamos segment os orientados para interpretar muchos 
de los result ados geometticamente. Cuando ello es posible, damos demoslradones 
sintfticas, es deeir independientes de la represen lac ion de los vectores por com- 
ponentes, De este modo, este capitulo nos sirve para familiarizamos con ejemplos 
concretes imporiantes de espatios vector tales, y tambien da or] gen a una intro* 
duccibn mas abstracts en el capitulo 15, 


12.2 El espacio vectorial dc Las a- pi as de numeros reales 

La Idea de cm pi ear un mimero para situar un punto en una recta fue conoeida 
por los antiguos griegos. En 1657 Descartes ex tend id esta idea, utilizando un par 
de numeros (a s , pare situar un punto en cl piano, y una terns de numeros 
(fli para situar un punto en el espacio, En el siglo xix los matematkos 

A. Cayley (1821-1695) y H. G. Grassmann (1809-1877) probaron que no era ne- 
cesario detenerse en las temas de numeros. Se puede Lambien considerar una 
ernterm de numeros {a t t a 2 t a t ) o, mas general, una n-pffl de numeros reales 

( fl i 
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fartiendo dc esta definicidn es facil comprobar las sigulcntcs propiedades de 
esas operaciones; 

teorema 12.1, La adicidn de vectores es conmutaiiva. 

AA*B^B-\~A<t 


y asocial iva t 


A+(B + C) = (A + B) + C. 

La multiplkacim por escalares es asociativa 

c(dA) =2 (cd)A 

y $ athface las do a l eyes distributivas 

a A H- B) = cA + cB , y (c + d)A = cA + dA . 

Las demos rrac tones de csas propiedades son consecuencia inmediata de la 
definition y se dejan como ejerdcio para el lector. 

El vector con todos los componentes 0 se llama vector cero y se represents, 
con O. Tiene la propicdad de que A + O = A para todo vector A; dieho de 
otro ixsodo, O es un clemento neutro o ideniico para la adicidn de vectores* El 
vector (— 1)A que tambien se represen La eon — A se llama el opuesto de A. Tam- 
bidn escribimos A — B en lugar de A + { — B) y !o llamamos diferencia de A y B. 
La ecuacidn ( A + B) — B =■ A demuestra que la stist race ton es la operacidn in* 
versa de la adicidn. Qbservcsc que OA = O y que l A = A. 

El lector ha bra observado la semejanza entre los vectores en e! espatio de 
2 dimensioned y los ntimeros complejos, Ambos se defmen como pares ordenados 
de numeros rattles y ambos sc suntan de la misma manera, A si pues, en to qua 
hace referenda a la adicidn, los numeros complejos y los vectores bid mention ales 
algebraic amen te son indistinguibles, Sdlo sc diferencian al introducir la multi* 
pkacidn, 

La multi plicae ion da al sistema de numeros complejos el con junto de piopie- 
dades que tambien poseen los numeros reales. Puede demosirarse (aunque result a 
dificil) que excepto para n = 1 y n = 2, no es posible introducir la multiplica- 
cidn en V n de modo que se satifagan todas las propiedades. Sin embargo pueden 
introdtldrse en V* ciertos products que no satisfaeen todas las propiedades, 
Por ejemplo , en la seccion 12.5 hablaremos del products interior de dos vectores 
en V„, El res u ha do de esta miiltipl icacitin es un escalar, no es un vector, En la see- 
cion 13,9 se iratard del pmducio vectorial, Esta multiplicaeidn stilo es aplicable 
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en el espacio V 4 . EJ resultado siempre cs «n vector, pero este producto no es 
con mutative. 

12 J Interpretation geometrica para « < .5 

Si bien las ddrni clones antetiores son compktamenie indepcndictitea de la 
Geomelria, los vec tores y las operaciones con ellos tienen urn a jnteresantc inter- 
pretacidn geometrica para espacios dc dimension tres o menor que tits. Haiemos 
representaciores para dos dimenstones y recomend amos a! lector que sc la$ haga 
para espacios dc tres y de una dimensiones. 



FiCUfl* 12.1 El vector gieometrico 
AB dc! puflto A at B, 


Fecura 1 2, 2 A B y CD son equivalent** 
porQue B — A » D — C. 


Un par de puntos A y B se llama vector geometrico si uno de los puntos, 
por ejetnplo A, es e! panto iniciat y ct olro„ B. cs panto extrema Representamos 
un vector geometries con una flecha de ,4 a B, como vemos en La figura 12.1,, y 
empleamos la notation >10. 

Los vectOTgs geomeiricos son especialmente utiles para represen, tar ciertas 
magnitudes flsicus tales como fuerzas, desplazamientos, vofocidades, y acelcracio 
nc5 P que poseen magnitud y direccidn. La longs tod de 9 a flecha es una rued s da 
de la magnitud y la punta de la flecha indica la direction que se predsa. 
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Supcngamos que introducimos un sterna coordenado con origin O. La figu- 
re 12.2 muestra dos vectores AH y CD tales que B — A = D — C, En funcidn de 
los components , esto signifies que 

— a i = 4 — fj y 4 — — 4 “ c 3 - 

Comparando los trMrtguIos iguaies de la figura 12-2, vemos que las dos flechas 

que represent!! AS y CD fienen la rnisma longitud, son paralelos, e indican la 
misma direction. Llamamos a tiles vectors geomdtrioos equivalents. Esto es, 

decimos AS es equivalente a CD siempre que 
{12,1) B-A = D-C. 

Gbservese que los cuatro puntos A, B, C, D son vertices de un paralelogramo, 
(Ver figura 12.3,) La ecuacion (12.1) tambien se puede escribir en la forma 
A + D = B-\-C\q que nos dice que los vertices opuestos del paralelogramo tie- 
nen lit mistna suma. Em particular, si uno die los vertices, per cjemplo A, cs cl 
origert 0, cwno en h figura 12,4, el •vector geometrico que tine O al vert tee 
opuesto D corresponds al vector suma D — P + C. Esto se express diciendo que 
la adicidn de vectors cortespoitde geoirndtricamente a la adici6n de vectores 
geometricos por medio de la ley del paralelogramo. La importance a, de los vectotes 
en la fisica proviene del heefao notable de que mochas magnitudes ffsicas (tales 
como fuerzas, velocidades y acelerac tones) se eombinan por medio de la ley del 
paralelogramo. 




Figura 12,5 Los vertices opuesias Ficum 12.4 La adici&a de vectors* inter pretada 

de an pamMogmmo tier tea la mii-ma geomitricamente cent la lay del paralelogramo. 

suma: A + D = B + C, 
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2. Dibujar Jos vecion&i gcomciricos qy<? unen e-J origen a 3 os puntos A — (2, 1) y B = (1, J). 

En tit mism« figure , trazar el vector gcafnctrico que urte el origen al punto C =■ A -+ tB 
para cada uno de lew siguientes valorem dc t: i — t = t = 3 ; r » 2; 

i — — 1 ; t " — 2, 

3. Resolver el ejercicio 2 si C = M + B, 

4. Sean A ss (2, 1 ). B = tl, 3), y C = *4 + yfl. cn donde 4f e y son escalare*. 

Trazar cl vet.: tor que unc cl origen a C para cada uno dc Ips Eiguientes pares de va- 
lores de x e y r x - y = x = ^ y = j; x ~ j = jr * 2, y -1 ; * = 3, 
y = ~2;x = r - ?>: x — -], v - 2 , 

b| f ;Qu« con junto cs el de los punto* C obtenidoa cuando x e y toman iodos las va lo- 
res reales talcs qu* x + y - 1? (Hater una conjetura y mosirar el lugar geomdlricp «n 
la ligyra. No liacer la demos traeibn.) 

c) Dar una idea del conjumo de todos los putitos. C obteoidos al variar independienta- 
menie x e y en los. intervalos 0 < x £ 1. 0^ I, y hacer una represeiuaddn de esc 
tun junto. 

d| iQui conjumo es, el de todos los punlos C oblenLdos si * vam en el inlervalo 
0 < x ^ 1 e y rccorre todos los niimeros reales? 

e) iQue cunjunto result a si x e y recorren ambos todos lua numeros realfis? 

5. Scan A — (2, |J y J3 * (1. 3). Demostrar que (udo vectot C = (f,» cj dc V_ pucdc 

expresarw cn la forma C = xA + yti. Espresur x e y en funeiun dc c, y c s . 

6. Sean A ■= 0. I, I), If =MU, 1, l>. yC = (1. I, 03 tres vcclorcs dc V n y D=xA yyB + zC, 
tionde x y z son esciibires. 

a) Derertniiiar los eonupooertes de D. 

b) Si D = 0 demos l:ra r que x = >■ = z — 0, 
cl Hal tar x, y, z iale-s t|ur D = (1, 2, SK 

7. Scan A * (I, 1, I). ft = (H, 3, I) y C = (2, I. 3) Ires veetores de V y , y P t= xA - 1~ 
y& Hr xC, ctl dpndc X. y, z son cscalarcs, 

ai Determiner I os comppncntcs dc P, 

b) Ha liar x, y, y 3, no todos nulas, tales que D =Ov 

cji Dcmostrar que n ingun a clcccion dc x. y, r hacc D = (l, 2, 35- 

8. Scan A — ( 1 . I, I, 01, R = (0. !, I. 11, C = (1, lj 0* 01 ires vectures dc V'' + , y 

D — xA + yli + zC siendo x. y, z csea lares. 

al Deierminar los componemes de D. 
b> Si D —O. demostrar que .v y — £ — 0, 

c) Ha liar x, y\ z tales qtie D == tl. 5, 3, (). 

til Demostrar que ninguna eleceidn de x, y, z bate D = (l, 2, 3, 41. 

9* En \\ demostrar que dos veciores pamlelos a un mismo vector son paralelos entre si, 
10. Dados cualiu vectores nu nulos A, fl. C. D de V r , talcs quti C s±, A + B y 4 es. paralelo 
a D. Demo strar que C cs paralelo b D si y sssly $| R cs paraiclo a D. 

13. a) DemOstrar, para Ids vectores de V rt , las prOpiedatleii de la adicidn y de la rfitil ti pi L- 
caci6n pur CKaJarcs dadits gn el teorema 1 2. 3. 

b) Median (c vreiorcs gcpmctrlcos cn cl piano, nepresentar d significadu geometries de 
b dos leyes disiribiitivas {c + d)A = cA +■ dA y cl A +81 = cA + cB. 

12. Si un cuadrilatero OdBC de V es un paraleldgramo que licne A y C como vertices 
opuesios, dernosi tar que A + 1(C = .41 = |8. ^Qufi teorema relative a los para3elogr«’ 
mOs puede deduti ph? de eslfc igualdad? 

12,5 Producio c scalar 

Inlroduzcamos ahora Lin mievo lipo de iuultip!ksci6n llamada producto es- 
calar o interior de dos vec tores en V-. 
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definici^n. Si 4 5(fl, a,} Y B = (b ,&..) son dos vectores de 

V a , sii product Q escalar se represent® con A B v se define con la igmldad 

ri 

A ■ iB = ^ w jl K ■ 

A-. I 

A 51 pu«, pars ealeular A r B muHiplicamos los componentes cotreipundLen- 
tes de A y B y surnames luego todos los products. Esta multiplicacidn tiene las 
propiedades algebraical siguiente*. 

rEOREMA 12.2. Para tudos toy vectored A, B, C de V n y todos los escalares 
c, se tknert las, prvpiedades siguimtes: 

fa) A ■ B = B ■ A (ley conmutativa ), 

(b) A ■ iB + C) = A B + A ■ C (ley distributive), 

(c) c(A - B ) = (r4) - B - A ■ {rfl} {/tomogenWdatf),, 

(d) .4 ■ 4 >0 s/ 4^0 (pojifiviiicjif), 

(e) 4 ■ /I = 0 si A — O. 

De most rue ion. Las ires primtras prapiedades son faciles copsecuencias de 
la delink ion y se dejan como ejerticios. Para demostrar las dos tiltimas. usamos 
la reiadon A' A = ^ . Puesto que cada termino es no negalivo, la sums es 
no negativa. Ademas, in sum a es cero si y solo’ si cada firm! no de la soma es 
cero y eslO ran solo puedc ocurrir si A — Q, 

El produeto escalar liene urn Interpretacidn geometric* interesantc que se 
vera en ta seccion 12.9. Antes de discutirla, no obstante, mencionamos una des- 
ign aidad importante relativa a produces escalares que es fundamental en Algebra 
vectorial. 

TEQREMA 12.3. IJ ES I G U A LOAD DE CAUC H T*SCH WAlftZ, Si A V B sOn veCtOfSS 
de V> h tenemos 

(12.2) (AB) l ^(AA)(BB). 

Adernds . el signo de desigualdad es el vdlido si y solo si uno de fos vectores 
es et produeto del otro por un escalar. 

Demostracidn. Expresando cada uno de los dos miembros de (12,2) en 
ftmcidn de los components F obtenemos 

que es la desigualdad ya demos trada on el leorema 1.4!. 
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Prcsentarcmos otra dcmostracidn tie (12,2) que no utiliza los component 
Tal dcmosirad6n es interesante porquc haec vtr que la dcsifunldad de Cauchy- 
Schwarz es una consceuenuia de las cinco propiedades del producto esc alar que 
se citan en el teorema 12.2 y no depends de la defitiicitin qua sc ulilizd para de- 
dud r esas propiedades. 

Para llevar a cabo esia demos iracfcta, observemos primero que <12.2) es. 
trivial si A o B es el vector cero. For tamo, podemos suponer que A y B son 
ambos no nulos, Sea C el vector 

C = xA — yB . dondc x = 8 B y y = A ■ 8 . 

Las propiedades d) y e) implicate que C ' C > 0. Cuando express mos esto en 
Funeidn de ,v e >\ resulta (12.2). Para expresar C’C en funcion de x e y, utiliza- 
mos las propiedades a), b) y e) obteniendo 


C - C = (xA - yB) ■ (xA - yB) = x*{A ■ A) - 2xy(A ■ B) + f\B - B) . 


UtiMzando las definicicney dsr ,v c y y la designs Idad C ■ C > 0, sc ilega a 


(B ■ Bn A A) — 2 (A ' &)HB * B) + {A - Bf(B ■ B) £ 0 , 

La propiedad d) implies que B’B > 0 puesto que B ¥*Q, con lo que podemos 
diva dir por (B ■ ft) obteniendo 

(if ■ B){A - A) - (A ■ Bf > 0 , 

que coincide con (12.2). Esto ramblers demuestra que el sign® igual es valido en 
(12,2) si y solo sa C =0, Pero C = O si y solo si x A = yB, A su vez, esta igual- 
dad se veriilca si y solo si uno de los vectores es el producto del otro por un 
e scalar. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tiene importances aplicaciones a las pro- 
piedades de b iongitud o norma de un vector, concepto que exportemos seguida- 
mente. 


12 6 Longitud o norma de un vector 

La figura 12-7 muestra el vector geometrico que une el OHgen al pun to 
A — (u L , a . 2 ) en el plane. A partir del teorema de Pitdgoras encontramos que la 
Iongitud de A viene dada por la formula 
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Longitud 0 nortna de tm vector 





Fifruk^ 12,7 En V 2 tv kwgitmf Fk;l;« s 12,8 tin VF, la Umgiiud de A es 

de A es \ a* + a t . \ ^ + aj + 

En la figura 12,8 sc mucsira cl dibit jo correspond ientc en V- A . A pi scan do el 
leorema dc Piiagoras dos voces, encontramos que la longilud de tin vector geo- 
mctrico A en V„ viene dad a por 


long hud de A ■= V a, 4- oi + a\ . 

Observese que en uno u otro caso la longitud de A viene dad a por {A ' AY *, la 
rafz cuadrada del produeto esc alar de A por si mismo, Esta formula sugiere un 
mCtodo para iniruducir e| concepts de long inn I en V n . 

of. F i Micros 1 . Si A es un vector en su longitud o norma se designs eon 
A y se define median tt la igttaldad 

Mil =M • Ay*. 

Las prop ted ades fun da me males det producio escalar conducen a las corres- 
pondientes propicdades de la norma. 

teOrema 12.4, Si A es un vector de V„ y c un escalar, lenemos las si- 
guientes propiedades: 

a) ['Mil > 0 it A # O (positividud), 

b) M | = 0 3 d A = O, 

c) \\cA\\ = ,c\ | A\ (homogeneidad). 
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DemOstracitin, Las propiedfldes a) y b) son constcuencia inmediata de las 
propiedades d) y e) del leorema 12 2- Para demos trar c) utilizamos la propiedad 
de homogeneidad del producto escajar obteniendo 

\cA || = {cA ’ cAY* - {c 2 A ■ A) lfi = (c^'M ■ A ) ls 1 = [c| MU * 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz tambien se puede expresar en funcidn 
de la norma. Ella establece qoe 

(12.3) (a ■ by £ mii 5 i^ir- 

Tomando la raiz cu ad rad a pcsitiva de cada miembro, podetnos tambidn escribir 
la de&igualdad de Cauchy-Schwarz en la forma equivalente 

(12.4) \AB\<, IA\ m * 

Utilizaremos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz para deducir la desigtialdad 
triangular. 

teohema 12 . 5 . DESICUALOAD triangular. Si A y B sort vectored de V n , 
tenemos 

\\A + Bi < MU + ||JM, 

Adem&s, el signo igual es valid® si y s 61q si imo de !m vectores es el producto del 
OtrO per un escatar. 

Demostracidn. Para evitar las raices cuadradas, escribimos la desigualdad 
triangular en la forma equivalents 

(12.5) M + i?IP£(M!l + llfill) 1 . 

El primer miemhro de (12.5) es 

\A + B\\* = (A + B)-(A + B)=A A + 2A B + B‘B=\\Af- + 2 A B+ ||fl|| , + 
mien tras que el scgundo miembro es 

(IMII + II 5 1| ) ! = M!' 1 + 2; A I \B'\ + !.B\\*. 

Comparando esas dos formulas, vemos que (12.5) es vilida si y s6lo si se 

tiere 
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gulo rectangulo cuyos caletos lienen Longitudes A y 'IS' 1 y toy a hi pole truss tiene 
longitud | A + B |. El (eorema de P it ago r as esiablece que 

U + Ml* = i,4‘; s + (Mr. 

Comparando este resultado con (11.1), vemos quo ,4 J B = 0. Dicho de otro mo-do, 
el producto e scalar de dos vectors s perpendicu lares del piano es cero, Esta pro- 
piedad da origen a la definition tie vec tores perpetidicu lares en. V« f 

DEFipfici6h'. Dos vec lores A y B de V n son perpendiculars u ortogonales si 

AB = 0, 

La igiiuldad ( 12.7) muesira que dos veetores A y If de V H son ortogonales 
si y s6lu si || A + & 2 = | ,4!i 2 + i B . 2 , Esta es k iden tided de Pitagoras en V„. 

12.8 Ejertieios 

1. Sean 4 = (1, 2 . 3, 4} p B = t — 1* 2, -3. m y C =r (0, 1,0, I] Ires vector^ de V 4 . 
Caleular cada uno de los iigmetstes producfoc 

fal A ■ B; <t>) B • C: m A ■ C tdj A ■ Iff + Q; («) M - B) - C 

2, Dados ires vevlOres /t ■ (2, 4, — (2, 6, 3>, jr C" = (J. 4> — 5>- tin qada una de 

las. cxpresknes siguiemes sc p-ucden miroducir par6»lcsi$ de una sols cnancra para oble- 
ner una expresidn que tenga sentido. Intr-odudr di chess panfotesis y cfcciuar las opc- 
raciones. 

Eat A ■ BC- (b) A B + C; (C) A + B C; id) AB C\ (e) A\& ■ C. 

Jr Dcmofilrar si es p tw cicrta fa proposition siguienlc refcrenle u vectored en V.- Si 
A - & ssz A C y A /O. es B =» C, 

4r Demostrar si es n no cierta ia proposicidn si|uiente que se reftere a veetpres en V„: 

SI A • J3 para todo B. es A — Q. 

5. Si A = (2, t, — 1) y JJ = {J, — !,2), ft&lUr tin vector no nuio C de V, lal que A C ^ 

C = 0. 

6. Si A s± < I , — 2, 3> y B = O. 1,2), hallar los e&calarcs x c y tales que C = xA +■ y& m un 
vector rto nu]p y que C B = 0. 

7. Si A = (2, — I, 2| y & = (I. 2. - 2 }, hallar dos vec tores C y D de V, que saiisfagan 
todas las condiciones siguientesi A = C + D, B D = 0, C paralelo a B 

S. Si A = (1. 2, 3, 4, 5) y B = (l.-J , ^ hallar d« vceiorea C y P dc V. que 

sflEijfagao lodas lag condieiones sipuientes; B = C + 2D. D A ■(). C paraldo a 4, 

q - A a 12. — l. 5), 8 = ( — I, 2, 3>» y C = (I, — l, L) ires vedores de V Calcular 
la norma dc cads uno de los siguientes vctlores: 
fa) A + B; (bt A - B: <c> A 4 -B - C: Cd) A - BA- C. 

nj, bn cede caw hallar un vector & dc V* tal que B A. = 0 y ! 8 j = j/li si: 

(a) A -{I. ]): fb) A = (L -l>: <c) A -{2, -3)l Ed) A - b). 

LI. Sean A = (1. — 2, 3) y 8 = (3. I, 21- dos vcctores de V s . En aula caso. hallar un vec- 
tor C de lonjptud 1 paraleio a: 

(a) A + H: fb) .4 -» B L U:t ,4 + 2&: id> A - 2 B\ te'S 2 A - B. 

12. Dados los veciores do V s , A = (4, t. -l), 8 = (l. 2,. 2), C = I'l. 2, -2)»D » E2, 
1,2b y E =i 2 a —2. —I). Determtnar lodes los pates ortogunales. 

13. Hallar todos los vcclores de V t que lienen ia misma lungitud que A y Ic son orto- 
gonalej jn: 
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(a) A =(1,2): <b) A =(l L -2): (c) A - (2, -L): (d) A =(-2, U 

14, Si A = (2, — 1, 1) y E = (1, —4, —4), hsllar un purilo C del espacio de 3 ditnemLones 
tal que A, B t V c -Wn lps vertices de un tnanguta rectangulo. 

15, Si A = (1, —1,2) y B = (2, i , ^ — 1 ), hullar un vector no nulo € dc V» artogonal a .4 y a B. 

16, Scan A = (1, 21 v JJ = (3. 4) dos veciorcs de V r Ha liar los veclores P y Q dc V . 
tales que A “ P + O, sieruJu P paralelo a B, y Q ortoganal a B'„ 

17, Revolver d tjercicio lb $i los vet: lores pertenecen u V » ilendo A = Up 2,, 3, 4} y 
B = Up 1, Ip m 

18, Dados los vcctarcs A = (2, — I, I). fl ■= (1 r 2. — 1), y C = (I, l r —2) de V r Hallar Ins 
vectorcs D dc ta forma xii + yC orlogonailes a 4 y de Longilutl t. 

19, Dcmoslrw qoc para don vet' Sores A y It dc V„ sc dene Im itlenlidad 

\ A 4- IS ‘ — A - B = 4,4 ■ B f 

y pur tamio ,4 ' tt = 0 si y solo si .4 i B = A — B . Interpreter esse resuliado geo- 
roctricamcnte cn V„; Im? diagonals tie un paraleSugramo son i guides si y s6io si el para- 
lelogramo cs yn recta ngyln. 

20, Demos? rar que para dos veetores cuakwtuicra A y H dc O', sc lienc 

I A + B * 4- "A - B * = 2 'A * + 2' B *. 

( ,Qut icorcma gcomciriea acerca dc Ion Jades y d Laguna Its tie un paruldogrumo ae 
puede dedueir dc esa Ldcntidad? 

21, EL teorema geomeirico que sigue sugierc ura idem id ad vcclorrsl rcLativa a ires vee tores 
A , H y C. Decir cud e.s y denrtOMnnr que os vaiida para kn* WCctOrttS de V',. Tal idetliidad 
propardtmu utia demosiracidn del tcurema cun metodos vcaoriales, 

♦La aiima de lus ciiadrados dc !a« Ladas de un cuadriMiDro cualqu iera supera a la 
sumM de lus euadrados dc Ems dingOnales cn uuy.!rO ve-ccs el Cuudrado de la lot'sgiiydl 
del seamen to recLiLineo que tine los puntos medios de las diiagoiulcs.# 

22, Un vector 4 de V„ tierac longitud 6. Un vector B de V„ dene la propiedad de que para 
todD par dc escalares x e y los vcctorcs xA t yB y 4>vt — 9i'S salt ortogoflales, 
Calculflr \$$ longitudes- de & y dc 24 + 3/1, 

23, Dados dos vectors A * (l, 2, 3, 4 r it y f* = (1, J, ) de V l . Hallar das veetores 
C y D que saiisragari Las ires condiciones siguiertlw: C es paralelo a 4 r D es anogonal 
a 4, y U - C + D 

24, Dados en V, dos veotores A y B no nuius y no paralelus, detnoslrur que cxislcn vecto- 
res C y D en que sHtisfucen las ires condi clones del cjercicio 21 y expresar i, y i} en 
funcidn de A 'y Bt 

25, Dcmustrar si es o no eicrta cada ima de las proposicioncs Siguier tes rdalivas a vec- 
tored cn V ,:: 

a) Si A cs ortogonal a ft, |I4 + xB\' & ||4| pata lodlo rtumero real x. 

b) Si l|4 + jrflJ | 4 para todo mimero real x, A es ortogonal a B. 

12. S ProvEtrcioncs. Angulo de dos veetores en el espucio de n di men si ones 

El producto escakr de do$ vec lores en V. 2 tiene una interpret actor geome erica 
inter esanle. La ftgura 12,11 a) muestra dos vec tores gcometricos no nulos ,4 y B 
que f orman un angulo 0, En este ejemplo, ienemos 0 < 0 < A#. La figura 
12,11 b) muestra el mismo vector A y dos vectored perpendico lares cuya sunia 
es A. lino de el los* it f, cs el producto de B por un e scalar que Uamamos la pro- 
jection de A sobre fi. En este ejemplo, t es positive ya que 0 < 0 < 1-n-. 
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Fit UK* 1.2.3 1 tt vCtlOr m es Its proytxciort de 4 sokre J3, 


Podemos utilizar los producios escalares para cxpresat / en funcidn de A y 
B. Ponemos ptimero tB + C = A y tomar luego *1 produeio escakr de cada 
miembro pot B obteniendo 


tB ■ B + C B = A ■ B 


Pero C'B = 0. debido a que C se dibujo perpendicular a B. Por consiguiente 
tB 1 B = A' B, eon lo que le nemos 


O !■*) t =• — ^ = — “ . 

B & | fi|| s 

Por otra parte, el escalar t origin a una sene ilk relation para el angulo 0„ De la 
ftgura 12-1 1 b), vemos que 


CO S (I =MS a U5! 

Mil 11.411 

Aplicando {12,S} en esta Formula, encontramos que 


02.9) 

o 


cos 0 = 


,4 ■ B 
\\A\\ || B | 


A ■ B = j.4 | |fi cos* . 


Die ho de oiro modo. el produeio escalar de dog veetores no nulos A y B de V t 
igual al produeio de ires numeros: ia long stud de A, la de B, y el coseno del 
anguto que Forman > 
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La igualdad (12.9) sugiere una matte ra dc defmar ei concepto de angtilo en 
V„. La desigualdad de Cauchy-Schwarz, expresada en la forma (12.4). muestra 
que el coc rente del s eg undo miembro de (12.9) licne valor absohtio < 1 para 
dos. vectores cualesquiera de V H . O de otm mode, lenemos 


-I < 


A ■ D 
I! 4'! MU 


< L . 


For b tamo. exists un solo numero real B en el intervale 0 < 0 < it tal quo (12.9) 
es cierta. Definimos el angtilo entre A y B como ese numero 0, La discus ion ante- 
rior se resume en la deli m don sign it rile. 

de f i n t c id n r Sean A y B dos Hectares de V Ht con Bt^O. Li vector tB. s iendo 

i _ A ' 8 

B- B' 


se Hama la proyeccidn de A sob re B. Si A y B son ambos no ttulos, el dngulo ft 
que for man se define mediante la igualdad. 

* A * B 

0 = arccos 

Mil :ifin 


h'oiti: Lu functors arc cu$cno rcstringe 0 a I intervals 0 < 0 <: ». Observe*® lam- 
bi£n que ft — \-n cudndo A ■ R = (J. 


12.10 Los vec lores coordenados unitarios 

En el capftulo 9 aprendimos que todo numero eomplcjo (a, b) puede expre* 
sarse en la forma a + bi, en donde i represents el numero com pic jo (0„ 1), Ana- 
logamente, todo vector (a, b) de V : puede expresarse en la forma 

(a, b) = a(l.Q) + 6(0. 1 ) , 

1.05 dos vectors (1*0) y (0, 1) que multiptican bs components a y b SC dfnomi- 
nan Hectares coordenados unitarios . Introducimos ahora el concepto anabgo en V T - 


dfrnici^- En V hi i los n Hectares £,= (1*0,.. . ,0), E, = (0, 1,0 0), 

= (0. 0, - 0 s 1) se Itaman Hectares coordenados unitarios. F.l k-esimo 
components dc L\ es 1 y todo s ion demds componentes son cero. 
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La denomination de «< vector unitario* precede del hecho de que cada 
vector £* tiene long dud 1, Observese que esos vcctores son ortogonales entre su 
esto es, d producto escalar de dos cudesquiera de ellos es cero, 

E k - E, =0 si k # j . 

teohema 12,6, 7 odo vector X = (*„ x ri ) de V K puede expresarse en 

la forma 

H 

X = Xi L'i + ■ + -M:., = 1 . 

jt ■ i 

Ado/mrs, esta representation es unica. Esto es, si 

H n 

X =Xxj; jt y X = v YiI , k 4 

V I * ] 

furortctt jt* = y* par« cada valor k = 1, 2. t . . t tt, 

Demost radon. La primera proposition resulta inmediatamelHC de 3a defi- 
mtidn dc aditidn y multiplication por csea lares. La unicidad es consecuencia de 
la definition de igualdad de veetotes. 

Una suma del tipo se llama combination lineal de los vectotes 

A y An. El teorema 12.6 nos dice que todo vector de V„ puede expresarse 

como combi nation lineal de los vector?* coordenados unitarios. Expresamos esto 
die ten do que los vec tores coordenados un Paries E ■ t ; , - 1 Ln gene ran el espacio V™. 
Tambien detimos que gene ran V„ con unieidad por que la representation dc un 

vector como combination lineal de £ £„ es dm tea. Otros con juntos de vec- 

torts di st in los de los f „ , , , ,£* tambien gene ran V„ con unieidad, y en la sec- 
tion 12,12 estudiaremos talcs conjuntos. 

En Vj los vcctores coordenados uni tar Eos £, y £ 4 Irecuentsmente $e destg’ 
nan, respect ivamente, con los stmbolos i y j en negrita curtiva, En V 4 sc utilizan 
los simbolos r./y k en lugar de £, , £,„ £ a . AEgunas veces &e coloca una lleeha o 
una barra encima del sttnbolo. por ejemplo J o I. El signiftcado geomltrico 
del teorema 12.6 esta re presents do en la ftgura 12.12 para n = 3, 

Cuando los vcctores se expiesan como combi mici ones line ales de los vec* 
tores coordenados un star Eos, los c&lculos algebraicos eon aqutilos pueden efectuar- 
se con las sumas ^ x k E k tie aetterdo con las reglas usuales del Algebra. Conti- 
derando los eoeficiemes de los vec sores coordenados unitarios. pueden obtenerse 
los components en cualquicr memento del caEculo. Por ejemplo, para sumar 
dos vectores, A = ta u . . . „ a„) y B = {b u , * . , b„), escribimos 


A = £ a k E L T J7 = y b k E k 
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7. Dados trcs vcc tores no ituios -4, B, C tie V H . SupdngBse que el dnguio que formal) A y C 
es igual al qu? form an B y C. Dcmustrftr que C C5 orto^unul a l veclur !ff A — j A B 4 
%■ Sea 0 el Angulo que format! los dos vet cures siguientes tie V„: A — (L, I, . . ., 1) y 
B = i 1 , 2. , . . , n). Hallar el valor limits de $ cuando n -* 

9. Resolver el ejcrcido S si A = (2, 4, b. . • . , 2n) y & — (I, 3, I, , 2n — I). 

IQ. Dados dos vcc tores A ar {cos ft, - sen 0) y ft = fsem 0. cos 0) de V ,- 

a| Uemusirar que A y B son vcciorts ortogonaks de longUud 1- Haccr un dlbujo en 
cl que A y B formcn on augulo 8 *■ uf 6. 

b) Hallar todos los veetores fx- y) de V t laks que y> =xA t yfi; Ascgurarsc de 
que w eonsidertm lodos tos posibks valores de 8. 

11. Dcroostrar vectorial mcntc que las diagonalcs de un rombo son perpendieu lares. 

12. Fprmando el producto cscaiar de las dos veciorcs leas a, sen a) y (cos b t sen b), dedueir 
]m idenlidad trigonometric a cos (tf — b\ = cos; a cos b 4 sen a sen £». 

13. Si ft cs cl ingtilo que forman los vedores no nubs A y B de V,, demostrar que 

\\A - Bf = \\A * + I!*" 8 - 2 A\\ || A || cos 8. 

Interpretado getm^tHtiimentc en V * cstc cs d teorema del coseno de la Trigonomeiria, 

14. Supongstpos qae en lugsr dc dclinir cl producto escalar de dos veciorcs A = (b , , .bJ 

y B = (6, W par la formula A B = , a k b t „ usamos la definicidn siguieme: 


A B «* J loA'I- 

jt-i 


^Cudies de fas propiedades del leorema 12.2 son v 41 Idas con esta definicidn? iEs va- 
lida la dcsigualdad de Cauch^Sebwaw.? 

15, Stipongamos que en definipies cl pimlyeto escular de dos veciorcs A ™ {a a , &%) y 
B = (b } f b.y) con id formula 

A'B ** + aji,. + ajbt +• . 

Demostrar qw son v&lidas todas las propiedades del teorema 122 con esta definicidn, 
iEs vilida la deaigualdad de Cauchy^Schwarz? 

Ip. Resolver cl qndcio 15 si el producto escalar dc dos veclores A = (a,. d 2 - tf a ) y 
B = b r (>,,) de V t se define mediants la formula A • B = 2 a i h 1 + a 2 b 2 + 0,6, 

4 djl, 4 Cadi . 

17* Supongamus que en iugar de deEinir la norma de un vector 4 = (a „ , . . , a„J con la 
formula (4*4) ] usamos la delinicidn siguienic: 


"^1 = 

^=t 


a) Dccnostrar que esta dcfinicidn de norma sadsface todas las. propiedades de los teo» 
Tcmas 12.4 y 12.5. 

bl Usur esta definition cn V a y rcptcscnfsr Cd una figura el con junto de rodas Ids 
ptmlos (> J , yj de norma 1. 
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cH Curies de las propiedades de los teoremas 12.4 y 12.5 seria« vdiidas si usiramos la 
definkitin 


fg 



=• l 


16 , Supongamos que la norma de un vcclw A = fm,, se defirrera con la formula 

U I! -i mas [ei-jti , 

1 ^Jfc ' ■ 4 


dunde el simbolo del segundo miembro represent® el maxi mo de los n numeros 
k,lr ^ f " - r i 

al^CLialcs dc las prqpkdadcs dc I os twremas 12.4 y 12.5 son vlUdfLs con esa 4efim«on'? 
bl Uwr esn delinicidn dc norma cn V',. y representor cn una figura el conjunto de 
tqdcss los puntq^ u. yl de norma t. 

11 . Si A = (d r . T . r a.) ce- un vector de V.. definir dos norm as del modo- siguieme; 


Mill = 2 Iff* I y A e = max Iff*. I . 

je-l j •:*<«. 

Demooiror que 1 1>4 i i H 5 IIA’I :£ | A , . Interpreter geom^iricameme csta desiguaidsd eii 
el piano. 

20, Si A y B son dos pun to® cn el espario dc n -dimeiftlones, la distancia dc A a & sc desi gn 
its con d{A. 8) y sc define eon la iguaidad d(A r B) = (A — jB| | . Demostrar que la diatati* 
cio tiene las propicdadcs $.igu rentes; 

(a) d(A t B) = MBs A). (b) </M, B) =0 si y rtlo si A = B. 

(c) d{A, B) < dtA, C) + d{C, B ). 


12,12 Envolvetite lineal de un conjunto finite dc vec teres 

Sea S = {A it ... t /U} un conjunto no vado que const a de k vectores de V»., 
dondc k, cl mimera de vectores, puede set me nor, igual o mayor que n, la dimension 
del espado. Si un vector X de V» puede re presents rse como una coinbtnadtftl lineal 
de A lf At, por ejemplo 


X = I c,A , , 


1. 1 


se dice que S genera a! vector X. 

definickSn. £7 conjunto de iodos los vectores generados por $ se denomina 
envoi vente lineal de S y se design# por L{S ). 
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Restando, encontramos que O = (r, — d 1 )A 1 , Pero puts to que S genera O gon 

tinicidad, debc ser Ct — c/« ™ 0 para Lode /, asf que S genera X con unicidad. 


12.13 Indcpendenda lineal 

El teorema 12.7 demucstra la i import ancia dr lus conjuntos que gcncrati con 
yniridad el vector cero. Tales conjuntos sc distinguen con un nombre especial* 

DEFtNlci6iv. Un conjunto 5 = 1/1**.*, Ak} que ertgendra con unicidad el 
vector cero se denomim conjunto de vec tores Hnealmente independicnie. De no scr 
asi S es un con junto lincalmente depend ten te. 

Die ho de otro modo., la independence sign ilka que $ engendra 0 urtica- 
nt erne eon la representation trivial; 

it 

J c i A l — O implica todo c, = 0 . 

t -■ i 

La dependence signifies que S engendra O en alguna forma no trivial. Esio es* 
para ones cigrtos escalates e x „ Ct, tenemos 

V c,A. = O pero mo todo c { es cero 

I— I 

Si bien la dependence e mdependentia son propiedades de los conjuntos de 
veetores, es corriente aplicar lambien esas denominaciones a los imismos veetores. 
Pot ejempto, los veetores de urn conjunto lines line nte independence se 11a man a 
menudo veetores lineal me rue independientes, Conventmos lambien en llamar con- 
junto linealmerite independiente at conjunto vacio. 

Los sjemptos que siguen pueden servir para profund izar en los concepts® de 
dependence c independencia. 

eiemplo I- Si un subcon junto 7 de un conjunto 5 es dependiente* el misnio 
S es dependiente, porque si T genera O en forma no trivial* lo mismo hace 5. Esto 
es log teamen te equivalente a la proposition de que todo jubcotijunto de tin 
conjunto independiente es independiente H 

eiemplo 1, Los n vectored coor den ados uni lari os E,* . . * , E„ de V* gcncrar 
O con uni ci dad asi pues son lineal me nte independientes.. 

eiemplo 3. Cualquier conjunto que con tonga el vector cero es depend ie nte. 
For ejemplo, si A, = O, tenet nos la representation no trivial O = M, -f- 0/U + 

■ . . Hh 
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ejemplo 4., El conjunto S = {4/ i + j} de vectores de V s es limeaimente 
dependiente pOrque tenemos la representadon no trivial del vector cere 

0 = i + J + (— t)(i +/> 

En este ejemplo el subcon junto T — { t,j] es linealmente independiente, El tercer 
vector, / H- j, es de la envolvente lineal de T, Ei teorema siguiente demuestra que 
si adjun tamos a i y j cualquier vector de la envolvente lineal de 7\ obtenemos un 
con junto dependierate. 

teorema I2.S, Sea S = {A„ . „ , , 4*} wh conjunto limalmente independien* 
te de k vectores de V fPF _y sea L(S) la envolvente lineal de S, Tod q con junto de 
k +■ 1 vectores de L(S) es lineahnertfe dependiente. 

Demostraddn, La demostr acton se hace por induce ion en k, numero de vec= 
lores de S, Supongamos primero k = L Enionces, por hipdtesis, S consta de un 
vector, tal como A,, siendo ,4, O ya que 5 es in dependiente. Tomemos altora 
dos vectores distinlos cualesquiera B x y B a de US). Ententes e&da uno es el pro- 
ducto de A, por un escalar, por ejemplo B, =cMi y B t = <? 2 A S , no siendo c, y 
c* los dos nulos. Multi plicando fi* por c t y B* por c, y restando, encontramos que 

c i B ] — c l B 2 — O . 

Bsta es una representacion no trivial de O asi que B, y B. son depend lentes, Esto 
demuestra el teorema cuando k = I, 

Supongamos ahora que el teorema es vllido para k — 1 y vamos a demogtr&r 
que tambiiin lo es para k. Tometnos cualquier conjuitio de k + 1 vectores de 
L(S) t sea T = {B 1; B? f . . . t Bi+,}. Queremos demostrar que T es linealmente de- 
pendiente. Puesto que cada Bi es de £(S), podemos escribtr 

para cada r = L2 ft + 1. Examinemos todos los escalares a n que multiple 

can A t y escindaraos la demostraddn en dos eases segun seart todos los escalates 
nulos o no, 

CABO l. &it = 0 para todo i — 1 , 2, , * , , k + 1. En este caso la suma de 
(12.11) no incluye 4 3 asi que cada B, de T pertenece a la envolvente lineal del 
cOnjunto S f = {A„ . , « , At], Pero S' es linealmente independiente y consta de 
k — I vectores* Segun la hipotesis de induction, el teorema es valido para k — 1 
con lo que el con junto T es dependiente, Esto demuestra el teorema en el Cft$0 1. 



Jndepen d end a lineal 


5 m 


CASO 2. No todos los eseateres o u son cero. Supongamos qtie u,, #0, {Si 
ea precise, podemos velvet a numerar los B para que sea asi'J Tomando i = 1 en 
la igualdad (12.11) y multiplicands am bos mieinbros por c F> siendo Ci s 
Oiil (tu> llcgamos a 


k 

e i B l = a lX A x 4- J Mij^j - 

i=i 

De esia igualdad restemos la (12.11) y obtenemo$ 

•c z flj — B t = ^ (Mi j ^ * 


pata i = 2, . . . h & +- 1. Esta ecuacidn express cada uno de los k veetores 
C $1 — Bt coma combination lineal de It — 1 veetores linealmcnte independientes 
A Sf , . . , >1*. Sc gun la hiptitesis de inducckSn, los k veetores c c B x -* Sr dcbeti ser 
dependientes. Por Jo (an to, para unns eiertos escajpres f a * * , „ t fi+ :H no todos milos, 
tenemos 


— B z ) — 0 , 

i -* 

de la que results 

/Jt’l V tfl 

| 2 - 2 = ° ■ 

' / sf — 2 

Pero esta es una combination lineal no trivial d e J?, lt ^ + ! que represcnta cl 
vector cero. eon 1o cual los veetores B t , * . ■ , Sim deben ser dependientes. Esto 
completa k demo&tractin. 

A continuacidn demostramos que el concepto de ortogonalidad esk i'ntima- 
mente teladonado con ]a indepen dencia lineal. 

DEFlNUCitfo. Un con junto de veetores S — { A lT . , * , Ay } de V„ se denomina 
ortogonat si Ai 1 A, = 0 $iempre que i ¥= Dkho de otro m&do, dos veetores dis- 
tittfos cualesquiera de un conjunto ortogonal „son perpendicutares. 

teorema 12.9. Cunlqvier conjunto ortogomi S = { A,. . . , , At { de veeto- 
res no nu, los de V„ e$ Hnealmente independiente. Admnds t si S genera un vector X t 
sea este 


X = 

J— 1 
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entonces los (act ores escalates c, h . . . , ct vienen dados por las formulas 

X - a ■ 

CI2J3) r„ - para j — !, 2, . . . , k . 

- Aj 

Demostmddn. Demostrcmos primero que S es linealmente independiente. 
Supongamos que 2J L o i A i = 0. Muitiplicando escalarmente cada miembro por A , 
y teniendo en client a que A-, ■ Af=Q para cada i # t s encontramos c,L4, ■ A,) = 0, 
Pero {A t * i4 t )^ 0 puesto que A v ^ G, con la que c, = 0. Rcpitiendo este razo- 
namicnio con A t sustituido por Aj, encontramos que cad a Cj — Q, For consiguiente 
S genera O con unicidad por lo que S es linealmente independiente, 

Suporigamos ahora que S genera X como en ( 12,12). Formando el producto 
escalar de X por A, como antes, encontramos que c^M* 1 4?) = X ' At de donde 
obtenemos (12.13). 

Si todos las vectores A,, . . , . Ay del tecrema 12,9 tienen nomia l r la formula 
para los mulliplieadores se simplifies quedando en la forma 

C: = X m A, ■ 

Un con junto de vec tores ortogonales f A,, , An) cada uno de los cuales tiene 
norma 1, se denomina conjunto or Wnormal. Los vectores coordenados unilarios 
F 1f + , . , E n son un ejemplo de conjunto ortonormal. 


12.14 Bases 

Es corriente estudiar conjuntos de vectores que genet en cualquier vector de 
Vh con unicidad, Tales conjuntos se 11a man bases de V n . 

DKFiNiciuM. Un conjunto S = { A Ak] de vectores de V,, es ana base 

para V * si S genera todo vector de V« con unicidad. Si, ademds, S m ortogonal, 
entonces S se denomina base ortogonal. 

Asj pues, una base es un conjunto lineal mente independientc que genera todo 
el espacio V„, El conjunto de vectores coordenados unitarioi es un ejemplo de 
base, Este caso particular de base es tambien una base ortogonal. Demostremos 
ahora que tod a base contienc cl mismo nuracio de ciemcntos, 

tiorema 12,10. En un espacio vectorial dado V lh las bases tienmi las pro- 
pied ades sigai&nles: 

a) Toda base contkm exactamente n vectores. 

b) Cualquier conjunto de vectores linealmente independientes es un siibeon- 
juttto de una cierta base, 

c) Cualquier conjunto de n vectores linealmente independientes es una base. 
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j, St A — (2, -1, 1), fl = (1, 2. — 1J, y C = (2, -II, 7) son ires vecior.es de V a . hallar 
unos escalates x e y tales que C = xA 4- yB . 

4. Demostrar que cl cpcrcicio 3 no licnc jdvddn si C se rttmp^a pgr cl vector ( 2 , 1 1 , 7). 

5, Sean A y ff dos vectors* no nuk® de V# 

a) Si A y B son peraldos, denoitnr q«e »wi linealmentt dependientfcs., 
b> Si A y S' no son panicle®, deniostrar que aom lincalmtntb inderpendienics, 
b, Si (a, M y (<?, d) son dos vectoiti de V r skmMw que ton lineilmdtK independientes 
si y sdb si ad — be * 0. 

7, Hallar todos to numcrOs stales t para lee quits Its do* vectors* ( I 4* r, I — f p y 
Cl — I, I + () de V ,r j sears lincalmcnle indcpcndicnlcs. 
ft. Sean f,J, k los vectores coordenados unilarios de V r Demostrar que k® cuatro vectors* 
s’, / Jt , i + J + k son linealmenle dependlcntcs, peso que r res cualesquicra de cl I os son 
Hnealnieflie indepeirdicnres. 

9, Stan i y j ]at vtooru coordenadoe uniUriot de V t y 5 - [i, i + /}. 

a) Demostrar que S es linealmentt indeptndjentt, 

bp Demostrar que / perttnccc a la envolventt lintal dc $. 
cp Expresar 3f — conso oambinaesdn. lineal de / e i +/. 
dp Demostrar que - ¥ r 

10., Consdderar los tits vectorcs A = i, B = t + j y C = t + j + 5 k de V% + 
a} Deniostrar que el eomjunto (4,&,C) es lineal me rue independierue. 

b) Express r cada uno de los vest ores j y k como combination lineal de A, £i y C. 
o) Ejipresar 2f — 3/ +- 5 <k erano combination lineal dc A, ft. y C. 

dp Demostrar que {A.fJ.C} es una base para F,. 

1L Sean A = (1, 2E B - 12, -4p. C-{ 2, -3), y D = (I. -21 contra vectored de V r 
Format todos los subconjuntos no vados de (A,£f,-C,D} que son lineaJmente isidc- 
pendientes. 

12. Sean A = <1, 1, 1, 01. B = Id. I, 1, i) y C = it. I, 0, 01 trw vec tores de V 4 . 
a) Determiner si A r B t C son liroeaJmiente dependientes o independientes. 

bp Obtener un vector no nulo D tai que A . , B, C, D sean dependientes, 
cl Obtentr un vector E Lai que A.B,C f £ scan, indtpendirntes. 

dp Elegido £ de la parte c| r txpresar el vector X = (1* 2, 5, 4) como tombln&ridn 
lineal de A,B,C, £. 

13. a) Dentosirar que los tret vectored siguientea de V son linealmiente independlenres: 
(V3, I, op, <l b vX 1), to. I. vT). 

bp Dcmostrar que los tree sigulenles son dependientn; iV2, 1, Op. (1.V2, D, 10, 1, \'2) r 

C) Hallar todo^ Ips numergs rt-^es t pam 3os cuales las tres vectorcs Rifuscntes de V % 
son dcpendientcs; (t, 1, 0), tl, t, t), (0, 1, fp. 

14., Ctmsidfiiir los sifuientes oonjimtos da vectofc* de V t + En cada caso, hallar un subcon- 
fynto linealmente indcpendicntc que conienjs cl mayor numero podble de vectores. 

(a) {(1,0, 1,0), tLM.l). (0, 1,0,1), (2 T O t -l,0». 

(b) {(l, 1, 1. L). (I, -1,1.1). (I. -1,-1, 1), (l, -1, -1, -1)). 

(c) «l, 1,1,1). (0,1, 1,1), (0,0, 1,1), (0,0,0,!)}, 

If, Dados ties vectores lartefllment# mdependientes A,fl,C de V*- Demos! rar si son o no 
dertas las proposiclones siguientes. 

a) A + B, B + C, A +■ C son linealrnenle independienites. 
bp A — B„ S + C, A +■ C son linealmerite independientes, 

16. a) Dcmostrar que un conjunto S de ties vectores de F s es una base para V v si y sdlo 
si ku cnvolventc lineal I® cofttiene los tres vedotet coordenados unitarios /, / y ft. 
bP Etiablewr y dem&strar una general izacidn de la parte a) para V„. 
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] ?. Enconcrar dos bases para Y x que conlengin los dos vectores <0. 1, 1) y 0, K l). 

18. Eneonirar do& bases para \\ que ten, pan cmnutiea $6io los do$ vectorcs tO, 1, 1, 1) } 

a, Ik Ik IK 

19. Considerar kss slguicntes conjuntos. de ve-CtPrei de V t : 

S « {(1,1, l),(0, 1>2 >p(JkC, —DJI, T-{(2, 1,0). (I, 0, -2)1 U — <(I P 2, 3>, (l t 3 # 5)> 
al Demostrar que UT) £ iL(S). 

b) Determiner tods; las reluciones de indusidn qua existen entre los conjuntos US), 
UT), y LW), 

20. Dcsigncifios cop A y B dos subcon juntos kilos de vecloits en tin espaeto vectorial Y m , 
y con Li A ) y LIB) &us cn volyentcs lineales. Probar cada una de las proposiciones si- 
guientci. 

Si .4 £ ft, eruonefcs L{A\ c L(B). 
b) L{ A O B}<= L(4) n L(B), 

c> Dar up ejemplp en el que £(4 O B) -4 £{ 4)0 L{B). 


12.16 El espacto vectorial !"„(€) de n-plas de numeros complejos 

En la seedfin 12.2 se definid el espacio vectorial V„ como el conjunto de 
todas las n-plas de numeros reales. La igualdad, la adlddn de vectored y la mtil- 
tiplicacidn por escalares se definieron en funcidn de los componentes del tlguien- 
te modo: Si A = (o„ , a n ) y 0 = tfr, b K ), entonces 

A = B signilica a t = h, para cada i = L 2, - . - > n „ 

A + B ss (fl| + fq s . . . j, tf J( -+■ l> M ) , cA — (ccj + p . . , ffl*) ■ 

Si lodes Los escalates a it h i y c de esas relactones se reemplazan por numeros com- 
plejos, el nuevo si sterna algebraico asf obtenido se llama espacio vectorial com pie jo 
y se designs con 14(C). La C se utiliza para recordarnqs que los escalares son 
complejos, 

Puerto que los numeros complejos satisfacen el mismo con junto de prople- 
dades que los numeros reales, lodos los teoremas relatives al espacio vectorial real 
V it que tililizan tan sdlo propiedades de los numeros reales son lambi£n vilidos 
para V4C), con tal que lodos los escalares puedan set complejos. En particular, 
aquelfos teoremas de este capfrulo que solo tiatan de la adicion de vectored y de la 
multi pUcacidn por escalares son tambifrn vfilidos para VJ,C). 

Esta extension no se hace solamente eon la idea de conseguir una generali- 
zacidn. Los espaeios vectorEales complejos surgen espontaneamente en I a leoria 
de las eeuaciones diferenciales lineales y en la modema Mecanica cuantica. as£ 
que su estudio es de importaneia considerable- Afortunadamente, gran parte de los 
teoremas relativos al espacio vectorial real 1^ subsisten sin catnbio para V«(C). 
Sin embargo, se hacen unos pequenos cambios en aquellos teoremas que incluyen 
productos escalares. A] probar que el products escalar A A de un vector no- nulo 
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por si miisino es pQ&ilivo, hicimos uso del hecho de que una suma de cuadtados de 
numeros reales es positiva. Puerto que una sums de cuadrados de numeros con* 
plejos puede ser negative, tenemos que modificar la definicidn de A m B si quere- 
mpg conservar la propiedad de que sea positives, Para V ri (C) h usamos la siguieilte 
definition de product© escalar. 

DEFJNltidN, Si A = (a , . . , ja „) y B = {b lt . , . t b*) son dos vectures de 
V rt (C), dejinimas su prod uc 10 oscular A 1 B eon la formula 

fft 

A - B — ^ a k h k , 

k -1 

dortde A* es el complete conjagtide de bit. 

Obs^rvese que esta definition esti de acuerdo con 9a antes dada para V n 
porque bt — bk cuando fu es real. Las proptedades fundamentales del products 
escalar, correspondicntes a las del teorema 12,2, toman abort La siguiente forma, 

TEORBMA 12.11, Para todos los vectores A, B, C de V„(C) y iodos Ion csca- 

hm complem tenemos 
(a) A ■ B - B~4, 

(bj A (BA- C| - A ■ B A- A ■ C, 

«c) c{A ■ B) = (cA) - B — A ’ [cB), 

(d) A - A > 0 si A * O, 

(e) A- A = 0 u A = O, 

Todas esas propiedades son sene i lias consecuencias do 3a definition y sus 
demos iraeiones $* dejati como ejetcicios. El lector deberia observer que aparece el 
conjugado on la propiedad a) cuando se invierte el orden de los fae tores. Asimis- 
mo, aparece ei conjugado del factor esc alar cn la propiedad c) cuando el escalar c 
pasa de un lado al otro del pun to. 

La desigualdad de Cauchy-Schwarz Toma ahora la forma 

(12.14) | AB\*£(A'A)(BB). 

La demostration es parecida a la dada para el teorema 12,3. Consider emos el vec- 
tor C = JrA - yB, donde x — B f B e y = A - B, y calculumos C ■ C. La desigual- 

dad C'C ^ 0 nos conduce a (12,14), Los detailed los dejamos coma ejcrcitio para 
el lector, 

Puesto que el producto escalar de un vector por si mismo cs no negative, po- 
■deffiys jntroducir la norma de un vector de V B (C) median le la formula usual 
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La dc5.ipiaEdaid del ejercicio & demueslra qae siernpre enistc un unico angulo 0 en el 
intervalo ccrradts 0 S (f < n que saliiface esta tgualdiad, Pemestrar que 

A — .& 11 * = I'M 2 + W8f~2l4 B cos & . 

8. Apliear la delintcidn del ejercicio 7 at eikisS© del angulo tornado por Sos dos vectors 
siguientes de V r (C>: A = II, 0« L i, i), y fl = (/. i, i, 0, i). 

9, al Demastrar que las ires vectores siguientes form an una base para r^C): A = Cl, 0, 0), 

B = (0, j. 03 f C = U. I. i). 

b) Expresar el vector (S H 2 — t, 2i) com© combinacidn lineal de A, B, C. 

10, Demutttrir que la base de lot vectores eoordenfidos unltorioi E £. de V, tunbifn 

comtiiuyen unu base para V^C). 
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APLICACIONES DEL ALGEBRA VECTORIAL 
A LA GEOMETRlA ANALlTICA 


1 3,1 Introduction 

En este capttulo se trata de las aplicationes del Algebra vectorial al estudio 
de las reetas. los pianos y las secciones eonicas. En el capitulo 14 el Algebra vec* 
tonal so combi na con log jnetodos del cilculo, y sc dan otras aplicaciones al estd- 
dio de ccrvas y a ciertos problemas dc Mceanica. 

El e-studio de la Geometric como sistema deductive. fue concebido por 
Eudides aproximadamente 100 anos antes de Jesucristo, empezando con on con* 
junto de axioms s o postulados que describen propledades de los puntos y las 
rectas. 

Los conceptos «punto>* y «recta» se roman como nod ones priniarias y no 
se ddinen, Se definen otros conceptos a partir de los puntos y rectas, y los teore* 
mas se deducen sistematicamente a partir de los axiom as. Eudides estabbcio diez 
axiomas con los que intento deduct r todos sms teoremas, Ha sido demostrado que 
esOs axiomas no son adecuados para la teoria. For ejcmplo, en la dcmostrati^n de 
su primer teoretna, Eudides hace una hipdtesis tacita relativa a la intersection 
de dos eircunfe retie las que no esti eubierta por sus axiomas. Desde entonces han 
sido formuladas otras listas de axlomas de los que resultan todos los teoremas de 
Eudides, La mis famosa es la que dio cl matcmitico alcman David Hilbert (1862- 
1943) en su obra Grundlagen der Geometries puhlicado en 1899. (Exisle una tra- 
duce idn inglesa: The Foundations o/ Geometry, Open Court Publishing Co, p 1947.) 
Este trabajo, del que se hicieron tiets ediciones slemanas en vtda de Hilbert, iraau- 
gurd la Matematica abstracts del siglo xx.. 

Hilbert comenzd su estudio de la Geometrfa plana con dneo conceptos que 
no defmid: punto, recta, en (relation entre un punto y una recta), entre (relation 
entre un punto y un par de puntos), y congruencia (relation entre pares de pun- 
tos). Da entonces quince axiomas a partir de los males desarrolk toda la Geome- 
tria plana eticlidiana. La Geometrfa del tspatio sc basa en veintiun axiomas que 
intiuyen seis conceptos que no se definen. 
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■yJS Aplicaciones dd algebra vectorial a la geometria a> laiitica 

La iniroducdon de la Geometria analitiea es algo distiota, Definimos eou- 
ceptos tales como pun to, recta, en, entre, etc,, pero lo hacemos en f unci on de 
numeros reales, que no &e definen. La estructura matemitica que results se llama 
modeto amititico de la Geometria euelidiana. En cstc modelu, se utilizan las prt> 
ptedades de I05 numems reales para dedueir los axiomas de Hilbert. No intentare- 
mos comen tar todos los axiomas de Hilbert. En lugar da aso, indicaremos tan 56I0 
edmo se definen los conceptos. primitives por medio de numeros reales y daremos 
algunas demcstraciones para ilustrar los metodos de la Geometria anal idea. 


13. 2 Rectas en el esp&eio n-dimen clonal 

P 

En esto seccidn empleamos los numeros reales para definir los conceptos de 
panto, recta, y en. Las definiciones se form u I an de mod 0 que se acomoden a nues- 
tras ideas intuuivas aeerca de la Geometria eudidiana tri-dimensiuna] , pero lienen 
tambien sent s do en uit espacio de n dimensioned para cualqidcr n ^ 1. 

Un punto es simplemente un vector de esto es, una n-pla ordenada de 
numeros reales; milizatcmos las palabras « punto* y « vector* indisiintamentc. 
E] espacto vectorial V* es el mode I o analilico del espacio euclidfano ii-dimensional 
Para definir la «rccia», empleamos las operaciones algebraicas de adicitin y de 
multiplicaddn por escalates en V„. 

definici6n. Sea P un punto dado y A un vector no ttulo dado , El conjunto 
de Sodas los pun t os de la forma P + tA, en donde t recorre todos tos numeros 
reales, es una recta que pasa por P y es paraleta a A. Designamos esa recta con 
L[P; A ) y esCrtbimOS 

L{P\ A) = {F + tA j t real] o, mds brevemente, L(P; A) = {P + tA} „ 

Se dice que un punto Q estd en b recta L(P\ A) si O i UP; A). 

En el si'rnbolu /(F; A), el punto P eserho en primer lugar esti en la recta, 
ya que corresponds a t = 0. El $cgundp punto. A, se llama vector de direction 
de la recta. La recta L(Q; A) que pasa por el origen O es la envolvente lineal 
•de A; consia de todos los product-os de A por escalates. La recta por P paralela a 
A se obtietie sumando P a cada vector de la envolvente lineal de A. 

La figura 13,1 mue&tra la interpretadon geometries de esta delimcidn en V 
Cada punto P + tA puede represents rse por el extremo de un vector geometries 
trazado por d origen, Cuando / varia tomando todos los valorem reales, el corres- 
pond iente punto P Ar t A describe una recta que pasa por P y pa rale la al vector A. 
La figura 13.1 muestra log puntos correspond rentes a algunog valores de t en las 
dos rectas L(F; A) y L(0; A), 
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F [CURA 13,1 La recta L{P- 4) par P paraleta a A y su relation geometric^ coil la recta 

L{ Or A 1 por O paratela a A . 


13.3 Algunas prOpicdadcs scncillas dc las rCCias 

Primero demos tramos que cl vector direction A que aparece en la ddiniddn 
de L(P; A) puede rcemplazarsc por cualquier otro vector paraleta a A , (Records 
mos que dos vec tores A y B se Hainan paralelos si A — cR para un cierto escalar 
c no nulo.) 

teqrema 13.1. Dos rectas L{P ; A) y UP; B) que pasatt por e! mismo pun* 
to P son iguales si y sdlo si las vectors* de direction A y R son paratebs. 

Demostractdn. Supangamos primero que UP; A) = UP, B). Tomemos un 
punto en L(P; A) distSnto de P, por ejemplo P + A, Esle pumo esta iambi£n en 
UP; B) de manera que P + A — P -f cB para un cierto escalar c. Luego, tene- 
mos A = cB y c =?* 0 ya que A AO, Por cGnsiguiente, A y B son paralolos, 

Demostremos ahora el rcciproco. Supongamos que A y B son par ale! os, sea 
A—cB para un cierto c¥=0* Si Q esta en L(P; A), entonces tenemos Q = P+tA = 
~ P + t(cB) = P + (ct)B, con lo qu«? Q esta en UP; B ). Por consiguienre 
UP; A) s L{P; B), Del mis mo mo do, UP; B) E UP; A) t por lanto UP; A) = 

“ UPi B)r 

A conti nu ad6n demostramos que el punto P que aparece en la definictan de 
UP; A) puede reem.pl azarsc por cualquicr otro punto Q situada en la tnisma 
recta, 
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TEOREMA 13.2. Do$ rectas L(P\ A) y L(Q: A) con cl mismo vector de di- 
rection 4 sow iguales si y solo si Q estd en L{P ; A). 

Demost ration . Suponganios quo L(P\. A) = I(Q; 4), Puesto que Q e&la en 
L(Q; A) f Q tambidn estd en L(Pi 4), Para demosfrar el reriproco, supongamos 
que Q esta en L(P; A), sen Q = P + cA. Queremos demostrar que LiP; A) — 
L{Q; 4). Si X e L{P; A), entonces X = P + tA para un cierio f. Pero 
P = Q — cA, asi que X = Q — cA 4- tA = Q + (t — c)4, y por tanto X tarn* 
bten esta en L{0; 4), Por lo tanto L{Pi A) £ LiQ; 4). Analogamente, enmntra- 
mos L[Q; A) £ LIP, 4), con lo cual Im dos rectas son iguales, 

Uno de Los femosos postulados de Eudides es cl postulado de las paralelas 
que es logicamente equivalents a la proposicidn de que «por un pun to dado exists 
una y solo una recta pardela a una recta dada». Eteduciremos esta propiedad 
como una consecuencia del teorema 134. Necesitamos primero deftnir el parale- 
lismo de rectas. 

dehnici6n. Dos rectas LiP; A ) y L(0; ft) s on paralelas si sus vectores de 
direction A y B son paralelos. 

teorema 0.3. Dodos una recta L y im panto Q no penemcimte a L r 
existe una y solo una recta L' que contiene Q y es pamlela a L. 

Demost ration.. Supongamos que la recta dada tiene el vector de •direecidm 
4. Considereiuos la recta L* — L{Q\ 4), Esta recta contiene Q y es paralela a L. 
El teorema 134 nos dice que esta es la unica recta con esas dos propiedades. 

Note: Largo (tempo los matemiticos sospechoron que el postulado de las panicle 
podia dcducirsc a partir de los otros postyiados de Eudides, pero todos los internet para 
demo&trarlo resultaron inti tiles. A principles del sigto xtx los malemitteo* Karl F. Gauss 
1 1777 - 1854 ), 1 . Bolyai < 1602 '] 860 ), y N, I. Lobatchcv&ki ( 1 T 93 -I 836 ) Megaton a la co n- 
viccidn de que el postulado de las paralelas no podia dedurir&e de los onus y desarro- 
llaron Geometries no eud id Lanas. esio es. Geometries en las que no es vat i do d citado 
postulado. El trabajo de esos hombres inspird a otro$ maternal icon v dentilims la am- 
pliation de sus purttOs de vista acerca de las, «verdade& accptadas* y a rechaxar oiios 
axiomas ope durante siglos bafcnari sido con$i<kri(k)» como sagrados. 


T&mbien sc deduce con faeilidad la siguiente propiedad de las rectas que 
Eudides establecid como un axioma, 

TEOREMA 13.4. Dos puntos distintos determinan una recta. Esta es, si 
P Q h existe una y sdlo una recta que contiene P y O, Puede describirse coma 
el conjunto { P + t(0 — P)} . 
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j Demostracidn. Sea L la recta que pasa por P y es paralek a Q—P, esto es, 
L=zUP;Q-P)=\F+fiQ-F)}, 

E&ta recta contiene a P y a Q (lomar / = 0 para P y t — 1 para O) Sea ahora U 
cualquier recta que contcriga P y Q. Demostraremos que U = L. Puerto que 
Lf contiene P t tenemos l! — UP; ,4) para alguti Aj^-O, Pero tambtdn V contiene 
Q con lo que P 4- cA — Q para un cierto c, Luego tenemos. Q — P — cA* donde 
c¥= 0 ya que Q ¥= F, For consiguiente Q — P es paralek a A con lo que, seguh 
el teorema 15,2, tenemos If = L{P\ A) — L{P", Q — P ) — L. 

ejekplg. El teorema 13,4 nos da un sencillo metodo para averiguar si un 
punto Q esta em una recta dada UP. A), Nos dice que Q esia en L(F; A) si y sblo 
si Q — P es paraleb a A „ For ejemplo, consider# mos la recta L{P; A X donde 
P — (!, 2, 3) y A — (2, — I. 5), Para averiguar m el punto Q - (1, 1, 4) esta en 
esa recta, examine mos Q — P = (0, —1, 1), Puesto que O — P no es el producto 
de A por un oscular, el punto (I, 1, 4) no cat a en esa recta. For otra parte, s : 
Q = (5, 0, 13), encontramos que Q — P = (4, —2, 10) = 2j 4, asf que Q estii 
en la recta. 

La dependence lineal de dos vec lores en V n , puede expresar&e con leng.ii a je 
geom^trico. 

teorema 13-5, Dos veciores A y 8 de V„ son lineal ntente dependientes si 
y solo si estdn en la misma recta que pasa par el origen, 

Demostracidn. Si es cero uno de los vec tores A o B, el result ado es trivial. 
Si ambos son no nubs, entonces A y B son dependientes si y s6\o si B - tA para 
un cierto escalar t- Pero B = tA si y sdlo si B esta en la recta que pasa por el 
origen y es paralela a .A. 


13.4 Rcctas y f undone* vectorial#* 

El concepto de recta $e puede rclacionar al de funcidn, La correspondence 
que asocia a cada numcra real r cl vector P + tA, cs tin ejetnplo de funcidn cuyo 
domiitio es el con junto de los numeros teales y cuyo recorrtdo es la recti L(P; A). 
Si designamos k funcidn con el simbolo X, el valor de la funcidn XU) en t viene 
dado por la ecuacidn 

{1L1| X(r)=P + tA. 

Lkmamos a esta, funcidn vectorial de una variable real 

La consideracidn de esa funcidn es important# debido a que, como veremos 
en el capitulo 14, nos da un metodo natural para estudiar curvas en forma mas 
general, 
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fe. Entre lys, ocha pantos si^tsietiies .4, If, y C estan en tina recta. Determiner todo& Jos 
subcon juntos dc trcs o mas puntgs que csian tn h'nea recta: .4^(2, l, I), B — £6, —1, 1b 
C la 5, lb D 2 r j. 1). £ — Cl. I. U, 4, ti, C = (-13, 9, 1). 

W = <14, — 6 f 1>. 

7. Una n'Llii paisa pOr cl poMu P — (1, 1, ll y es parulela til vector .4 — It, 2, ll. Otra recta 
pur Q = {2, L , Of e& pa raid a al vector B — (3. fi, 13}. Demo&trar que Eas dos rectai se 
curtail y cleiCrmi rmr su purtIO dc iilterseccitin. 

8. a) Demosl rar que dos rectus t(P; At v UQ-, B) de V„ se cortan si y sdlo si P — O 
pertenece a la involve rut lineal de A y B. 

b) Determiner si se curtain d nu las do* rtetas siguitnleE de V 

L *J(I, I. -1) + f(-2, 1, 3)] , - jfJ. -4> 1} + /<-l,5,2)}, 

9- Sea Xii) = P + I A tin pun to arbitrary) en la recta UP: 4). siendo P = (1, 2, >) y 
A = (l. -2. 2>, y sea U = (3. 3, IS. 

a) Cakolar \Q — cuadrado de la d is rancid cnlrc O y X(ib 

b) Demostrar quo hay ex ac tamer (c un punto i¥(r n ) para et que li distant ta 
O — X(t! i es minima y ca leu lari a. 

c) Demoslrar que Q — Xitj es ortogonal a .4, 

10. Sea Q un pumo no situ ado cn (a recta I.(P\ .4) de V,. 

a) Sea /{D m \\Q - X{tY *. dondi X(D = P + tA. DentOSlrar que /CO ©s un po! mom io 
cuadratico en I y que la l polinomio alcanza su valor minimo en un solo valor de t, 
ta3 corn? t = 

hi Demoslrar que Q -= X(l ) es ortogonal a A. 

11. Dada$ dos rectas pa raid us UP, A 5 y L(0; A) de V'„. Demos trar que O bten HP; A) — 
I(Q: A) o Ij imenecridn HP: Aj A LiQ: A) es Vaw 

12., Dadas dos rectas t.{P\ A} y UO: ff) de V.. que no son paraleia*. Demos trar que la in- 
tersection es vaciu □ eons La de un solo incite. 


0,6 Pianos en ei espaeio eudideo a - dimensional 

Se dcfitiid una recta etj el espario /t-dimensiotial coim) un con] unto de la for- 
ma {P + M} qbtenitla ^umando a un punto dado P tydos los vec lores de la en- 
voi ve cite tinned de un vector A no jiulo. De mydo puree i do se define yn piano, 
ton la difuretitia de que surnames a P lodes los vee lores de la envoi vente lineal de 
dos vectorcs A y ft linealitieittc independtentes. Para asegurarnns que V P contiene 
dos vcc lores lincalmcnie iodependientes, suponemos desde el principle que n ^ 2. 
Muchas de nuestras apl read Ones sc refer iraii al caso n = 3. 

definici6n. Un con junto M de puntus de V n es an piano si exist en un 
punto P v dos vectores linealmente independientes A y B tales que 

M = [P + sA + tB | a, t real] . 

Designaremos el con junto mas brevememe esertbiendo M = {P - b s A + tB) 
Cad a punto de M decimos que esta en el piano. En particular, tomando s = t '= 0, 
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til Dcierrainar cualcs de I us siguienics puntos estan en M: (Q. 0. 0), (t, 2„ Oh 
(2, -}, -JK 

b) H«] Lit ios vec tores P, /t y ft tales quo M — {P 4 iA + (#}. 

$. Sen M el piano dclerminsdo por ires jjuntas P, O , R no aiineados. 

a) Si p, <f, r sosi ires e&eatarcs talcs que p <f 4 jr = i, deMMrar que pP •+ qQ 4 rfl 
t'sEa on M. 

b) Demos trar que todo punlo de M cs dc la forma pP+qQ+rR, donde p+q + r=l. 

6. Detcrmirtar la ecu acuta lineal cartesian a dc la forma ™+ by + rz = d para cuda two 

d-e Ips plands, siguiemes. 

a) Plano quc pasa por (2. 3, 1) y esid generado por 0, 2, I) y -C — I „ — 2„ -43 h 

b| Plano que pasu por 1.2, 1, If (-2, — I. — 3l %‘ (4, 3, ”1), 

cl Plano que pas-a par <2. 3. I ) y cs paralelo al piano que pasa por el origen y esti 

generado por (1 0, —2) y (I. I, H, 

7. Lii etuacidn eanesiana de on piano Af es J* - + i = 9, 

a) Deierminar euales tie loss siginentes pantos estan en St: (0, —2, —IK ( — l . —2, 2), 
S3, 1, -5K 

b) Hollar I os ventures P. A y B tales que M = { P + sA + tit). 

Constderemos krs dos- planus .W = {P + i.4 j- sb } y M' = JO + sC + /£?}„ donde 
P = 11, 1, }). A = UK - UlJssl-l.D.lp.Qs 12. 3, 1 p, C =(1,2, 3) y D - (3, 2, 1). 
H altar das puma* dUtintg* shuadgs, cn la intersect; ion M n Af. 

9- Dados on piano St - { P + sA — tH }, donde P — (2, 3, IK A =11, 2, 3) y fl = (K 2, 1). 
y alio piano Af cuva ecuacion cartestanu es .r — 2y + z — ti. 
a) Determinur *i Af y ,Vf son paraielus. 

bp Haller dos pantos en la inles section Af' rs Af" st M m tiene la eeuacidn cartesians 

.v 4- 2r + z -CJ- 

td- Scan L la rcUa que pass por (I, t, 5) para lei a al vector 12, — 1. 3) y Af el piano que 
pasa por (1, 1. ---2) y generado por los veciores (2, 1. 1) y (.0. I, lp. Probar que extale 
un pun to y solo uno en la imenseccidn L M y determinarlo, 

■ I. Una recta eon vector do direeddn X es parallel a a un piano Af si X es paralelo a Af 

Sea L ta recta que pass por (1, l, 1} y es paraleta al vector (2. — I, 3). Determlnar si 

L et pa raid a a unJa uno de los pianos sigmcmes. 

a) Plano que pasa por -ij, 1, -2) y gene ratio por C2. I, 5) y (J. 1, I), 

b) Plano quo pasa por ll. t. —2). (3, 5, 2p y (2, 4 . —IP. 

€ P Piano de eeuacidn cartes Lana x 4 2y 4 Iz = —l- 

12, Dos pumas P y Q estan en un piano M. Dcmastrar que todo pun to dc la recta que 
pusa pur P y Q pertenece lamhien a Af 

15. Dadii la recta L que pasu por (I, 2,, 3) y es pa raid a al vector (1, 1, IK y dado un pUTUO 

(2, 3 r 5 5 que no estu en L. Hallar la ccuacion cartesiann del piano M que pusa per 

(2, 3. 5) y que eontiune ludus los pun Eos de L 
14. Dados una recta L y un punlo P no situado frn L. Demostrar que existc un piano y 
solo uno que pass por /* y contienc sodos los pumas de L. 


15.9 Prodiicto vectorial 

En much as aplkacioncs del Algebra vectorial a problemas de Ceometria y 
dc Mec4nica nesulta util disponcr de tin metodo facil de obtener tin vector per- 
pendicular a cad a uno de dos vectores dados A y B. Esto se conslgue con el pro- 
ducto vectorial A x B que §e define asl: 
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definici6n. Sean A = (a,, a?, a s ) y B = (b u b it b 3 ) dos vec tores de V 3 . 
Su preclude vectorial A xB {ett este orden) se define coma el vector 

A x 3 — tjg b s , a&b-i cq^g * *■ 

A partsr de esta definicidn se deduces! eon fadlidad las propiedades ssguienfes, 


teorema 13,12, Para todos los vectores A, B, C de V :% y para todo mime- 
ro real c tenemos : 


a) A x B = -{B x A) 

b) A X {B A C) - (A x B) -f- {A x C) 

c) c{A x B) = (eA) X B, 

d) A (A X B) = 0 

e) B ■ (A x B) = 0 

0 | 'A x B: j a = \\A^\m 2 - {A -BY 


{rimetria altemada), 

{ley distributi fa ) „ 

(ortogortalidad respecto a A), 
(ortogmalhlad re ape do a B), 
(identidad de Lagrange), 


g'> A y B — O y s6h si A y B son Imealmente dependientes. 


Demos! radon. Las panes ah b) y c) resullan in media lame Ate de la define 
cidrt y se dejan como ejurcicios para el lector, Para demostrar d), observemos que 

A - {A x B) = a,(fil a ^ — + GdAsPi - a ih) + ejfijb* — a^) — 0 ■ 

La parte e) se deduce del niismo mode, o puede deduct rsc de a) y d). Para de- 
mostrar f), escribimos 

ill A X B|| s = (a,ff a - eA) z + {a j} x — a^Y + (Va - a A ) 1 


y 


M PI Sir - (A - BY = (a* + a\ + <©(*} + % + *J) - ( fl A 4* a A + 

y ccmprobamos luego que los dos segundos miembros coi ridden. 

La propiedad f) muestra que A X B = O si y solo si (A BY = | ,4 a ||/t!!L 
Segtin la design til dad de Caudi y*5ch warz (teorema ] 2.3), eso ocurrc si y solo si urto 
de los vec tores es d produeio del mro por un esc alar, Dicbo de otro modo, 
A X B =0 si y sdlo si A y B son linealmente dependientes, lo que demuestra g). 

EfEMPLOs, Las partes a) y gj demuesiran que A X A = O. De la delink idn 
de products vectorial encontramos que 

i x j — ft , j x k = / , k x i = / , 
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El product© vectorial no es asocial ivo. Pot cicmplo, tetiemos 

ix(ixj) = ixi = -/ sin embargo (i x i) x j = O x J = O . 

El teorema que sigue muestra dos propiedadcs fundamen tales del product© 
vectorial, 

teorema 13,13, Sean A y B dos vectored lineal mente independientes en V 3 . 
Se tiene: 

a) Los hectares A, B, A X B son lineal mente independent's. 

b) Todo vector jV de ortogonal a A v B simulidneamente es d products 
de un e scalar por A X B, 

Demostracidn. Sea C = A X B r Ententes C # 0 pues A y B son llnealmente 
independ Settles, Dados los escalates a, 6, c talcs que aA H- hB + cC = O, forme- 
mos el prod uc to esc alar de cad a micro bro por C y teniendo en cucnt a que 
A ' C — B ■ C — 0 encontramos (• — 0, Eslo da a A + bB = O s con lo que 
a = h = 0 ya que A y B son indepcndicntes. Eslo demueslra a). 

Sea N un vector cualquicra ortogonal a la vez a A y a y sea C = .4 X B, 
Demostraremos que 


(,.'V- Cf = (K- N)(C ■ C ) , 

Entoncus de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorcroa 12.3) results que /V cs 
d producto de C por un e scalar. 

Puesto que A, B y C son lineal mente independientes, sabemos, en virtud del 
teorema 12. 10 c), que gencran V a . En particular, genera in N, de modo que po- 
demos usuribir 


N = a A A bB A <<' 

para dcrlos esc ala res a,h,c. Esto nos da 


jV ■ jV ■ jV - (aA + hB + K') ^ c N - C 

pucsto que N A = N B = 0, Tambifin, ya que C A C ' B = 0, tenemos 

C - N = C ■ (aA + £5 + f C) - cC - C. 

Por consiguieme* (JV N>(C ■ C) = (c/V ■ C)(C C) = (JV * C)(cC C) - (JV ■ C)“. lo 
que complete la demostracidn. 
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Aplicaciones del algebra vectorial a la geometric analitica 


El reorema 13,12 nos facilita la interpretaeidn geometries del product© vec- 
torial. For las prop Led ades d) y e) K sabcmos que A X B es perpendicular simul- 
taneamente a A y a i Cuando el vector A X B se represents geometricamente 


media nte una flee ha, la direccidn de la 
k : A *B 1 



;ii Sisltma coo-rdenado orieniudD cn 
senlido dircetu. 


flee ha depende de las posic tones relatives 
k 



A nH 


hi Sislema coardenado Citienfzido 
en senlido relrdgrado. 


Fioura 13,4 P&siciottes relatives de A, fl y A x fi. 


dc los tres vectores uniiarios coordenados, Si /, j y k se colocan corn© se ve en 
la figura 13.4 a), se dice que forman un sistema coordettado orientado en sentido 
d free to. En este ease, 3a dirucciun de A X'B esta determinadq por la « regia de 
la mano derechaw. Esto eg, cuando A gira hacia B de modo que los dedos de la 
mano derecha senate n el sentido de La rolacidn, entonces el pulgac lndica la do 
reccitin de A X B tsuponiendo, de acuerdo con lo que se di scute, que el pulgar 
esta perpendicular a los oLros dedos), En un sistema coordenado orientado en sen* 
lido retr6grado t come en la figura 13.4 b), la direction de A X B se invierte y 
puede determ inarse con una correspond ien re regia de la mano izquierda. 

La longitud de A X B liene una interpretacidn geometries intere saute. Si A 
y B son vectores no nulos que forman una angulo 0, siendo 0 <T & <[ it, podemos 
escribir A *B = \\A\ ||3|| cos 0 en la propiedad f) del teorema 13.12 obtentendo 

\\A x BV = M|l ! MfU -cos 2 £) = \\a || a i| J B|| 2 sen* G , 
de la que results 


U X if || = M|| j|S||send, 

Puesto que |i? sen 0 es la altura del para telegram© detenninado por A y B (ver 
figura 13.5), vemos que la longitud de A XU es igual a! arm de ese pamtelogramo. 
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Demostraridn, Sypongamos primer© que A* B, y C son dependienfes- 
Si 5 y C son dependientes, enionces B X C = O t y por tarsi© A * B X C ~ 0. 
Supongatnos, seguidamente, que B y C son independientes. Pue$to que los tres son 
dependientes, existen unos escalates a f b, c, no lode© nubs, -tales que 
a A + bB 4- cC = O. En esta relation debe ser a # 0, de oIto mod© B y C sert'an 
dependientes. Por consiguiente, podemos dividtr por a y txpresar A come una 
combs nacidn lineal de B y C, por ejempto A = iB + sC. Forma ndo el product© 
esealar de cada msembro por B x C, eneontramos 

A ■ ( B X C) = tB B y C + iC-ixC^O, 

pueslo que B y C wn am bog or logons Its a B X C. Por tanto la dependence de 
A, B y C imp! lea que A B X C = 0, 

Para demos irar el rcciproco, supongamos que * B X C = 0, Si B j C son 
dependientes, tambidn So son A, B v t\ y el teorema esta demostwdo. Suponga- 
mos, pues> que B y C son lines linen te independbotes, Entonccs, segiin el icorema 
13 d 3, bs ttes vec lores B, C, y B x C son lmealmcnte independientes, Luego, en- 
gendran A con lo que podemos escribar 


A = (tB + bC + dii x O 

para cicrtos escalares a, b, c. Fornsando el product© ese&kr de eada mkmbro 
por B x C v teniendo en cuenta que A‘(BxC) = fl, encontramos c — 0, asf 
qm A = aB + bC. Eato demuestra que A, B y C son lineahnente dependientes. 


E 3 EMPLO, Para determinar si los tres. vectores (2, 3, — 1), (3. —7, 5), y 
(1* — 5 P 2) son dependientes. formamos su producto mixto, expresado en forma de 
determinants 


2 3 

3 -7 
1 -5 


-i 

5 

2 


= 2 (- 14 + 25) - 3(6 - 5) - If- 15 + 7) = 27 . 


Puesto que el producto mixto no es nub, bs ires vectores son linealmente mde- 
pendientes 

£1 product© mixto tiene una inter esantc interpretacidn geomijrica. La figu- 
ra 13,6 muestra utt paraleleptpedo determinado por ires vectores geomdtricos A f 
B, C no situados en el mismo piano. Su altura es 1 |C; cos si endo ^ el angulo 
que fomtan A X B y C\ En esta figura, cos $ es positive* por que Q < \v. 

El area del paralebgramo que forma la base es || A x B\\ y esta es tambten el 
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606 ,4 plicae limes del algebra vectorial a la geometria analitka 

Con el miamo razonamiento enenntramos que si Q es un pun to no situado 
en M t entonces enrre todos las pun toe X en M la menor longitud X — Q tiene 
lugar cuando X - Q es la proyeccton die F — Q sobre N. Esta longitud minima 
es !(F — (?) ’ /V|/|i^V|| y se llama la distancia desde Q d piano , El oumero d de 
(13 .17) e§ la d isiand a desde el origen al piano.. 


15 J6 Ecuaebnea lincaks cartesianas para pianos 

Los resuhadcs de bs teoremas 13,15 y 13.16 tambiln pueden expresarse en 
fuocidn de las com pane ntes. Si escribimas N = {a, b, c) + P — (*,, y lt z,) t y 
X — (r, y p z), la ecuaddn 13.16 torna la forma 

(13.18) aix - *,) 4- b{v - y x ) + c{z - z t ) = 0 . 

Esta es 3a ecuaddn eartesiana del plana y s61o se saiisface para aqueilos puntos 
ix. y, z) que estdn en el piano. El eon junto de primes que satisfacen (13.18) no 
se altera si multipiicamos cada coeficiente fir, b, c por un escalar no nub f. Esto 
equiv&te tan sob a una eleccidn distinta de vector normal en (13.1 6). 
Transponiendo bs brminos que no depended de y ± y z se obtiene 

(13.19) ax + by +• « = d^ 

stendo di s ax i + by i H- «*♦ Se dice que una ecu scion de este tipo es lineal en 
jt,y f z, Acabamos de demostrar que tado punlo (je,y,z) de un piano satisface una 
eeuarion lineal cartesiana (13.19) en la que a,b t c no son todos nubs* Redproca- 
mente P toda ecuacidn lineal con esa propiedad, represents un piano, (El lector 
puede comprobarlo como ejercieio.) 

El iiumero rA de la ecuaoidn (13.19) otigina una sene ilia relacidn para la 
distancia d del piano al origen. Pnesio que d x — P ■ N, [enemas dj|= P ■ N\ = d N |. 
En particular |d, = d si la normal N tiene longitud 1. El piano pass por el ori- 
gen si y solo si d, — G 

KJehplo. La ecuacidn cartesians 2x + 6y + 3z — 6 represents un piano 
con vector normal N — 2i 4- 6 j 4- 3 &. Escribamos la ecuacion cartesians en la 
forma 


en la que se pone de minifies to que el piano corta a los ejes coordenados en los 
puntos £3 P G, 0), (0, l, OK y (0, 0, 2), Las numeros 3, 1, 2 se llamaro, respective* 
menie, las segments interceptados en los ejes por el plana.. El conocimiento de 
csos segmentos peraiite representar el piano rapidamente, En la figura 1 3.8 se 
muesira una porcidn del piano. Su distancia d al origen es d = 6/| N I = 6/7. 
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Ficura 13.7 Plano que pa&a por P y X Figura 13.8 Pinna qug \niercepia 

eon vector normal N. segtnema i, K 2, 


Dos pianos paraldos tienen una normal N cornu n. Si N = {a, b t c) f las ecua- 
ciones cartesian as de dos pianos paraldos pueden escribirse asf: 

ax + by + cz — , ax + by 4- Cl - d, , 

diferenci indose tan solo en log segundos miembros. El nutncro |ci, - d a |/|j/v'| se 
Hama distancta etitre los dos pianos, defmicidn sugerida por cl teorema 13.16, 

Dos pianos se Hainan perpendiculars si una normal a uno eg perpendicular 
a una normal, a I otro. O mas general, si las normals a dos pianos fornian un 
angulo 6, decimos que B es el angulo que fornian los dos pianos. 


13.17 Ejerekios 

t. Dados los vectorcs A - 2/ + 3/— 4 k y B = j -f it. 

a) Hallar on vector no nulp N perpendicular a la vcz a .4 v a ft, 

b) Dar la ecuacidn carlcsiana del piano que pasa por cl arisen y esti jicnerado por 
A y B. 

c) Dar Ea ecuackn canesiam del piano que pasa por <1, 2, 3) y esti generada por 
A y B. 

2. Un piano liene oomo ecoacidn cartes i ana x + 2r — 2r + 7 « 0. Hallan 

a) un vector normal de Song! cud unidad; 

b) los segmentos intercept ados por el piano en los ej«s; 
cl la distancia del piano al ori|cn; 

dl) cl puntp O dd piano mas proximo al prigen, 

1, Haller la teuacion cartcma del piano qvc pasa por (I, 2, —3) y cs paralclo al piano 
3-v — >■ + It = 4, tCual e§ la diiianda cntrE los dos pianos? 
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612 Apiicaciones del algebra vectorial a la geometric amUtka 

ello se dibuja en el cono la recta que va de O a P y scan A, y A 5 sus mtersec- 
clones con las circunferencias Cj y C 2 respectivamente. Enlonees FF, y PA, 
son dos tan gen tea a i', desde F y par tamo = ; :! FA 1 || r Analogamente 

\\PF Z || — II P4 i |f y, por tan to, se tie no: 

jF/ii! + IIP?, II = !p3ii + 11*2,11 - 

Pero ||F^i, + ||PA a || = |A|A a ]|,que h esk distancia entre las dos circunferencias 
C, y C 9 medida sobre la superlicie del cono. Esto demuesira que F, y F, son 
los focos de la el ipse, como se habia supuesto. 

Modi fies ndo Hgetamente e&ta demostracidn se tiencn las correspond ientes 
para la hiper bola y la parabola. En el caso de k hiperbola se ha de eonsiderar 
una esfera en eada hoja del cono, y para la parabola una esfera tangente a] 
piano seesnte en el loco. Esi,a esfera es tangeme al cono a lo largo de ona cir- 
cunfereneia situada en un piano cuya interseccion con d piano sec ante es la 
directrix de la parabola. Con estas indccaciones el lector puede probar que las 
peopled ades foeales de la hip6rbola y la parabola se pueden deducir de sn deft- 
nicidn como secciones de un cono. 


13.19 E scent rici dad de las sememes conicas 

Otra propiedad caracteristica de las secciones cbnicas se refiere a un concepto 
llama do escentricidad, Una section cbnica puede definirse como una curva descrita 
por un pun to que se mueve en un piano de manera que la raaSn de sus distancias 
a un punto fijo y a una recta fija es const ante. Esta razdn consiante se llama 
excentricidad de la curva y se designs por e. (No debe confundirse con el niimero 
e de Euler.) La curva es una elipse si 0 < e < 1, una parabola si e = I, y una 
hiperbola si e > 1 ♦ El punto fijo se llama foco y la recta fija directrix, 

Adoptatemos esta definition como base de nuestro estudio de las. cdnicas 
ya que permits tratar simultaneamente los tres tipos de ednieas y favorcce d uso dc 
los metodos vector iales, En esta discusidn se sobre ntiende que todos log punios 
y rectus Cstan en cl mismg piano* 

DEFiNicibff, Dados una recta L, un punto F no perteneciente a L, y un 
numero post two e. Designemos con d(X, L) la distancia de un punto X a L t El 
conjunto da todos (os X qua satisfacen la relacidn 

(13,20) || X - F| - ed{X. L) 

as una cdnica rOn excentricidad e. La cdnica es. una el ipse si £ < 1 , una parabola 
si e ^ I , y una hiperbola si e > 1. 


ov 

r j 


riahl 


mater i 



Excmtricidad tie las secciones corneas 


bli 


Si JV cs un vector normal a i y P cvdquier punto de L la distancia d(X t L) 
de cualquier punto X a L viene dada por la formula 


4 X\ L) = 


K-V - P) N\ 

I Ml 


Cuando N licne longitud 1, esta expresidn se simplifies y queda d(X*L) = 
=| (X — P) - N , y la ecu acton fundamental (13.20) de las secciones cOnicas se 
transforms. ^ 

( 13 . 21 ) \\X- F\\ = e\{X- P)-A'\> 


La recta L stpara el piano en dos regiones qtie llamarenios arbrtrariamenic 
«posiliva» y «negaliva» scgun fa dcccidn de N t Si (X — P) * N > 0, decimos que 
X esta en el semipiano positive, y (X — P) /V < 0 en el semlplano negativo. 
Para los putiios de la recta L tentmos (X — P) - N = 0, Bn la figure 13.12 la elec- 
cidn dd vector normal N indiea que los puntos situados a la dereeha de L estart 
en el semi piano positive- y los de la izqukrda en el negattvo. 

Coloquemos el foeo F en d semi piano negative, conio se indiea en la figu- 
ra 0,12, y elijamos P de modo que sea el punto de L mis proximo a F. Entonces 
P — F = dN, siendo |d = | P — F la distancia del foco a la directrix. Puesto que 


Foeo F 



■+- — (X F) - ,'V — -j d-ix-n-# 


Dincctriz L 


A % 6 ClOr Ofiitariu 
normal a L 


P - F + dN 


d — 


Ficura i J.i 2 Una cdtiica de excentrieidad e es et con junto de todos los X que satisfaevn 

||X - FI | - e XX - F) ■ N - d|. 


F esta en el semi piano negative, tenemus (F — P) • N — — d < 0, asi que d es 
positive, Sustkuyendo P por F + dN en (11.21), obteflemos el tegrema si gu ion- 
ic, que sc represents en la figure 13. 12, 
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a) r cos # < rf en. la elipse. la parabola y 
I a rama Lefdii dfc la hipcrbula. 


b) r cos t > d en §a ramo derecha de 
I hi hip£rbola. 


Fjcura. 15.13 Corneas con emotion polar r — e , t cos & — d . £( foco F as el origen 

y extu a la isquivrda de la directriz. 


TE0REMA 1 3.18. Sea C una conic a COn exCentricidad e, un joco F en el 
origen, y una directriz vertical L a una dhtancia d a la derccha de F. Si 0<<?<1 , 
la cdnica C es ana si ipse o una parabola: todo panto de C estd a la tzquterda de 
L y sat is face la ecuacidn polar 


(13.27) 


ed 

e cos fi + 1 


Si e > 1, k curve es una hi perbak can una r ama a coda l ado de L, Las pantos de 
k mma de k izquierdu satisjacen (15,27) y fos de k rama de k derecha satis facen 

(13.2K) r =■ ed — 

e cos #/ — 1 

Eli cl siguiente con junto de ejerckios se discuten las ecuaciones polares corres- 
pond koies a olras posieiones de la directriz. 

15,21 Ejercieios 


9. DemostraF que la ccuacidn (15,22) del iconrma 11. 17 debe reempiazArae por 

, -V - F„ -c | (X - F)-N + ti\ 
si F esla en tl M-miplano posilivo dclcrminado por N. 
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C&mcas simetrkm respecto at on gen b\l 

el loco de una elipse o de una hiperbola puede siempre situ arse de modo que la 
cdnica sea simitTica respecto a I origen, Para hacerio escribamos la ecuacidn fun- 
damental (13,22) a$E 

(1129) || X — F | = e | [A" - F) ■ A r - d\ = e | A - N - F* N - d\ = \eX - /V - a \ , 


dcm.de a = ed + ef ■ JV. Elevando ambos miembros al cuadrado. obte nemos 
i 13.30) I! X|| 3 - IF * X + ||f |! 2 = <*[ X ■ N r - 2m X - A + ** , 


Si tienc que Haber simelria respecto at origen, esra ecuacidn debe lamb ten satis- 
faeerse euarado X &e reemplaee por — ■ X , dindonos 

(1131) ||X| ! + 2F' X + |f ||* = e*{X‘ Nf 4- 2eaX • A’ + a-. 

Re&tando (1311) de (1310), lenemos simetria si y solo si 


/’- X = eaX r N 6 (F — eaX) ■ X = 0 . 


Esta Ecuactdn puede satis faccrse para todo X de la curva si y solo si F y N e stain 
ligados por la ecuacidn 

( 13.32) F — eaN , donde a = ai + eF' A" , 


La relacidn F = eaN implies F ■ N as ea t obteniendo a = ed -h e*e. Si e — 1, 
esta ultima ecuacidn no puede satisfacerse ya que d, la distancia del fact) a la di- 
rect riz, no es nula, Esto signifies que para la parabola no bay simetria respecto 
al origen. Si e=r I, siempre podemoa saiisfaecr la relacidn (13.32) tom an do 


(13.3 3) 


ed 


a — 


F = 


ni 


1 - e* 


A 


Obs^rvese que a > 0 si e < 1 y a < 0 si e > 1. Poniendo F — mN en (1310) 
obtenemos el siguiente 

teorema 13.19- Sea C utia ednica con excentricidad e # I y un foco F 
a mm distancia d de una directriz 1. Si N es un vector unitario normal a L y 
F — eaN, siendo a = edfil — e*) t entonces C es el conjunto de todos Im pan- 
tos X que satisfacen hi ecuacidn 

(13.34) | V * + e'-a* = e^X - A : ) £ + fir* . 
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Si e > 1, ptmemos h = |fl|V'V a — 1 y escribimcs la ecuacidn de la hipgrbok 
en la forma cantfnica 


10-371 



Sus locos estin en lot puntra (<?, 0) y ( - c, 0). siendo c = |a|f — \ t f + b'l En 
la fagura 13 J4 b) sc muestra un tjemplo, 


ObsetiMtcititt: Dcj^jindo en {i?. 5?) la y en fimd-pn de x. ©btenemos do* wluciones 


h ,— 

(liUS) r - ± — V'r 1 -aV 

I ill 

Para valorem de x grande* y positives, el ntimero V x^-tr es cssi igual a asi qua cl segw-ndo 
nuembfo de ( 13,38) es proximo a ± bxj\a\. Es fieri demostrar qua la diferencla entre 
yi^ bx\a\ « yi=b v* 2 — flYM tiende a 0 cuando x«# + -r, Esta diferencla es 


v'i - Ja 


6 . 

— (-V - A X 2 - a 2 .) 

lol 


b ,x s - (x a - n B J 
Isl x + \ v 2 - o a 


M 6 

x f \'x z — a 2 x 



Ficl'BA 15- 1 4 Cdrncas cy« excentricidad e & 1, simtrtriats respxcto at orr^en. Los Joct is 
ey/dB e» <± c. 0> r itfmitf r = |<;|l\ Las iridngulas reiiicionan gpometricameMtt a, b, c. 
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de manera que cuando are* +oo. For oonsiguienie, la tecta y = bx/\a\ es una 

astntoia de la hipfirbola. La recta y=— bxi.a\cs la otraasmioia, Se dace que la liip^rbola liende 
had a esas fretas asifiUJticamfinte, En la figure 13.14 ft) se representan las asmlolas. 


La ecuacidn cartesiana de la elipse y de la biperbola toma distinta forma si 
las directrices no son verticals. Por ejemplo, si las directrices se toman horizon* 
tales,, podemos considers /V = j en la ecuacidn (13.34). Ptiesto que AjV — 
= X j =: y, obtenemos una ecuacidn cartesiana paredda a la (13,35V excepto 
que x e y estan permutadas. La forma canonic a en este caso es 


(1339) 



« 1 . 


Si la cdnica se traslada por adietdn de un vector X v = ix* ,]),>) a cada uno de 
sits puntos, el centre* sera (at,-, , y„) en Sugar del origen. Las correspondientes ecua* 
ciones eartesisnis pueden obtenerse dc (1335) o (13.39) sustituyendo x por 
je - jr M e y pot y — y„ , 

Para obtener una ecuacidn cartesians para la parabola* considcrennus de 
mtievo la ecuacidn fundamental (13.20) con e = 1. Tomemo? come directriz la 
recta vertical x — — c y situemos el foco en {c, 0). Si X = (je, y) f tenemos 
X — F — f x — c, y), y la ecuacidn (13.20) nos da (a — cf + y E = x + cf, 
Esto simplifica la ecuacidn candtiica 


( 1 3.40) 


r s = 4c.t , 


El pun to medio entre el foco y la directriz (el origen en la figuta 13.15) se llama 
vert ice de la parabola, y la recta que pasa por el vert ice y el foco es el eje de la 
parabola. La parabola es si metrics respecto a su eje. Si c > 0, la parabola esta s 
la derecha del eje y, cotno en la figure 13.15. Cuando c < 0, la curva esta a la 
izquierda del eje y. 

Si se el tgen los ejes de modo qua el foco esie en el eje y en el punto (0, c) 
y si la recta horizontal y — — c se luma cumo directriz, la forma canon tea de la 
ecuacidn cartesiana toma la forma 


x 


2 


= 4r;v . 


Cuando c > 0 la parabola se abre had a arriba coma muestra ia flgura 13.16, 
y cuando c < 0, sc fibre bacia abajo. 

Si la parabola de la figure 13.15 se traslada de modo que su vertice este en 
el punto (x, a , yj, la correspondfente ecuacidn es 
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622 Aplicacioites del algebra vectorial a la geometria analttica 

En eada uno de less, ejerricios del 7 al 12. hallar l« ccu«ion cartdiiM <en la forma 
candnlca apropkda) para la cl ipse que satisface las conditioner dadas. Dibujar cade cunra. 

7, Centro en (0, 0) r un Loco en < J„ 0>, un vdrlice en (1, 0). 

8, Centro en (-J. 4). semiejes de lungirud 4 y 3 r eje mayor pa ml do al eje x. 

9, Lo mismo que en el ejercicio 8. »lvo que eL eje mayor eg paralelo at eje y. 

10- Vertices en < — 1 , 2), ( — l r 21, eje menpr de longitud 2. 

IE Vertices en (3 h -2b (t3. - 21, focos en (4, -2), ( 12, -2h 

12, Centro en (2, I), eje mayor p&ralel© al eje x , k curva pasa por los puntps £6. I ) y {2, 31* 
Cada una de las ecuacionre en los ejcrcicbs 13 al 18 represent* una hiperbok. Hallar 
las cOOndenadas del centro, Ipg focus y levs vertices, Dibujar cada curve y mdutrar las poii- 
ciQntis de las HsinFalas. Calcukr tambkn k exL'enCricidud. 


l 3 


V 1 

16. 

y.v 1 - 

■ I6| 

* = 144, 


100 " 

64 





14, 

_r 

v J 

— - l. 

17. 

Ax 1 - 

■ 5\ 2 ' 

+ 20 = 0. 


IQO 

64 






ix+3f 

3 8. 

u - 

If _ 

(.v + 2 f 

15. 

V 

4 

- - iy - 3f = 1, 

4 


9 


En cads utw de los ejercicios 19 al 23, hallar la ecuacidn canes Lana (en la forma cbth>- 
tiica adecuads) para la hipdrbola que satisface las condicionet dados. Dibujar cada curve y 
las asimoks. 

19. Centro en (D, 0), un feed en (4, 0), un Venice en (2, 01. 

20. Foods en (0 r 2), vertices en {0. ±1), 

21. Wriicess en (±2. 01, asmtotas y = ± 2 k. 

22. Centro en ( — l H 4'b tin foco en ( — I, 2) r un vers ice en { — 1, 3). 

23* Centro en (2, —3), eje tram verso paraido a uno de Los ejes. coordenados, it curva pa&a 
por (X -My c-i, o;i. 

24, iPan qu£ valor (o valorem) dc C la recta 3# — 2y — C serfi tangente a la hipfrbola 

x 1 - 3y ! 1? 

25, Las aslntotas dc una hip^rbok son Sag recks 2-v - y = 0 y 2x + y — 0. Hallar 3a 
ecwacidn cartesian a de la curva si pasa por el punto £3„ — 5i. 

Cada una de las eeuaoones en los ejercicios 26 al 31 represents una paribola- Hallar 
las coordenadas de los vertices, la ecuaddn de la directrix, y la del eje. Dibujar cada una 
de las ourvas. 

26, v s = -8 a-. 29, * ! «6|. 

27, V £ = 3*. 30 j 2 + 8v = •», 

28, (r - I)’ = ILv- 6, 31, {x + If = 4 y + 9. 

i 

En cada tmo de los ejerckios del 3? a] 37, hallar la ecuacitin cartesian a (en la forma 
candnica adecuads) para la parabola que satisface las condiciones dadas y dibujar la curve. 

32, Foco en fO. — j): ecuacibn de la directrix, x = ]. 

33, Venice en (0, 0): ecuatitin de k directrix, x = —2. 

14. Venice «n t— 4, 31; loco en {—4* M, 

35. Foco en (3, —1); ecu avion de k directrix, jr = |, 

36, Eje paruklo al eje y; pass por £0, 1 1.0. 0) y 1?. 01- 

37. Eje paralelo al eje jr; vert ice en (1, 3): pa»a por < — l, - ] ). 

38, Partiendo de !a definition focal, hallar la ecuacibn carte siana dc la parabola cuyo loco 
es el origen y cuya direct riz « la recta 2*; + y - 10. 
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13.25 Fjercicks ¥»rios sobre tonkas 

1. [Xmcilrar que el area tie la region limitada por la clips© X*/ff* ■+■ y^/b* = 1 CS Jgual 

b ab rrtuliipltcado por el area de un efreuk de radio t. 

Of»M«ioddf»r F-sta proposition puede demostrar&e a parti r de las propicdadcs ge- 
nerates de la Integral, sin realizar ninguriu Integration. 

a> Demosirar que ©I volumrcn del sdlido de revolution engendrado al girar la el ipse 

x i /a- + y */b 7 = 1 alrcdcdor de w eje mayur cs tgual a ab* mulliplwiado por el volu- 

men de on a esfera unidad 

Ofwmrddnr Esla proposition puede demostrarse a parlir -de las pfopiedadcs 
generate! de la inicgrd, sin 'real war n ingun a integration, 

b ) iCual cf el resuitadg si la e l ipse girts alrededur tie so eje men or? 

3. Halter iodos lot numeros positives A y 0, A > H, tales que el Area de la region limi- 
tula por la el ipse Ax* + By 1 - 1 es igual a la de la region limitada por la eiipsc 

m + B ) a - ■+■ s -4 - my- = 3 . 

4. Ln arco parabdlico tiene una base de longitud b y alturu h. Detenninar el urea de la 
region limitada por el arco y la base, 

5. La tegidn limitada por la parihuSa >■- = Sjc y la recta x = 2 girt, alrededor del eje x, 
Hailar el volumen del sdlido de revuiucidn ass engendrado- 

6. Dos parabolas tienen por ccuadones y- = 2{x - |) e _v 2 = -t(.v — 2) y Imiiian una re- 
gion del piano ft. 

al Cakular pur integration el area de H, 

b> Hailar el volumen del sdlidy de revolution engendrado a! girar R alrededor del c|c x„ 
c) Lo mismo que en b), pt-ro girendo R alrededor del eje y, 

7. H altar la ecuatidn caries! ana de la c6nica const it uida por iodos los puntos { x,y ) cuya 
diswnct* al puitla (0, 2) e$ la mil ad de la distaneia a la recta y = 

8. Hailar la ecuatitin cartesians de la parabola cuyo foco esta cn el orlgen y euya directrix 
cs la reels x + y + I = d. 

9- Hailar la eeuacidn Caries tents de una hiperbote que pass por el Origin, y que su& 
asintotas son las rectss y — 2x + I e y = — 2x + 3, 

ID. a) Para c«dt p> 0, la ccuackta px* + (p + 2)y 3 = p* + 2p represents una el Ipse. Ha- 
ilar ten fu rite on de fi) la excentntedfld y Gas coordcnadai cie Loi fooos . 

b) Hailar ]a ecu#d<jn cartesiana de la biperbola que ttene los ntismos locos que la 

dipse de la parlc al y que liene CReentricidad \ 3. 

II- En la secckrt 13,22 se demostro que una cdnica simtirtea rcspecto al origen satisface 
la etuackn IX — F\\ = \eX -N — a\ donde a = ed + eF ■ jV. Utiliiar esia relacidn para 
dcmosirar que X — F|| + ) X + F\\ 5 = 2a si la cdnica cf una dipse. En otras palabras. 
la sums dc las distaneia:- de cualquicr punto de la el ipse a sus focOs es const ante. 

12, Tenicndo en cuenla cl ejerciciu It, demoslrar que para cade rama de la biperbola la 
dileirncit |'X — l-'ji — |X + f es cortsttnie. 

13- a) Demostrar que una Lransfontiacidn por homotecia (&tistitud6n de x por tx e y por !>1 
transforma una cl ipse con centro en el origen en ot« elipae con la misma excentiiddad. 
b> Demosirar tnmbicn el reoproeo. lisio cf, si dos cllpscs ccnctntricas ticnen la misma 
cwcntricidad y ejes mayotes sobre te mlsma reert. estan rclacionadas por una homolecia. 
cl DeitiOsirar Ipr result ados ana logos a los a) y b) para las hi per botes.. 
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cAlculo con funciones vectoriales 


14-1 Funciones vectoriales de Uni variable real 

Este capitnlo combine el Algebra vectorial con los m£todos del Calculo y 
describe algunas aplicac tones a| estudio de ctirvas y algurtos problems^ de Mecl- 
nica. El eoncepio de funciun vectorial es fundamental en este esiudio. 

definici6n, Una funcidn euyo dominio es un con junto de numer&s reales 
y cuyo recorridp es un stibconjunto del espacic ti-dimensional V H se denomina 
ftmeidn vectorial de ana variable real. 

Memos enccntrado tales funciones en d capitnlo 13. For ejemplo, la recta 
que pasa por un pun to F y es paralela a un vector no nulo A es el recorrido de 
la funcion vectorial X dads por 

A V) = P + tA 

para todo real j„ 

Las funciones vectoriales se designarln con letras mayusculas cursives tales 
come F, G, X , Y. etc., o media me letras minusculas cursivas negritas /, #, etc,. 
El valor de ima fane ion F en t se designs, comentemente, por F(f). En Eos ejem- 
plos que estudiaremos, d domlnio de F serfi un iotetvalo que puede contener uno 
o dos extremes o que puede ser infinite. 


14,2 Opernctonea algebraical. Componentes 

Las operaciones usuales del Algebra vectorial pueden aplicarse para com* 
binar dos funciones vectoriales o una functor* vectorial con una functon real. Si 
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F v G son futiciones vectoriales, y si u es una funcidn real, temexido todas un do- 
minio comtin, deilnimos rauevas funeiones F + G, uF, y F C niediame 

if + cm = no + g(o* i«F no - ^ono , (f* gxo = no * <ho ■ 

La sums F + C y el products uF son vector] ales, rmentras que el product*) es- 
calar F G es real. Si F{0 y G(t ) estan en el e&pacio de 3 dimensioned tambten 
podemos definir el producto vectorial F x G con 3a formula 

if x GKO *= Fa) x G(t) . 

La operaeidn de compo&icidn puede apHcarse para combiner funciones vec- 
toriales con funciones reales. For ejemplo, si F es una funcidn vectorial cuyo do* 
mi mo coniiene el recorrido de una funcidn real u. la funcidn compucsta G — F*u 
es una nueva funcidn vectorial definida por 

Git) = fluiOl 

para eada t en el dominio de u„ 

Si una funcidn F tiene sus valores en V n , oda vector Fa) tiene n compo- 
nent es F y po demos estribir 

Fa)= iMtlMt ) UO). 

Ast puss, cada funcidn vectorial F origins w funciones reales ►»■>„/« cuyos va- 
lores en t son Ids components de Fit)- Indicamos (sta relacidn escribiendo 
F = (f Xr * , . , fO, y Llamamos /* d L&imo components tie F. 


14.3 Limites, derivadas, e integrates 

Los eonceptos fund amen tales del Calc do. tales como 1 unite, derivada e inte- 
gral, tambien pueden extenderse a las func tones vector tales. Exp re samos senctl lu- 
men te la Funcidn vectorial en funcidn de sus componentes y realizamos las ope- 
raciones del calculo sobre los componentes, 

DCFiNicidN, Si F = ifi, , ... /,) es una funcidn vectorial, definimos d IF 
mite, la derivada y la integral per 

Jim Fit) = 1 1 ini /lab .... Irm/jo) , 

l-p ' ' r- .i t-*p ■ 

F|f)»(/,'liL L 

j V(ri ift = ( | dt | *fji) tit K 

■ "i ■ ’i l 'i ' 

dempre que los componentes de kts segundos miembros ten gun sentido. 
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Decimos tambi£n que F es epnifnira, derivable o mtegrable eii un intervalo 
si cada components de F tiene la correspondfente pmpiedad en el intervalo. 

A La vista de esas definiciones, no puede sorprender encontrar que muchoa de 
los teoremas sobie limites, coni in is id ad, derivacidn, e integration de fund ones 
reales tambiert son vjlidos para fundones veetorialcs, Vamos a esiableeer algunos 
de Los teoremas que utilize iuck en cstc capitulo* 

TEOftE m a 14 J, Si F f G, v u son derivable* en un intervalo, to mismo ocurre 
con F + G f uF, y F G, y {enemas 

IF + G) f = r + G\ OtFY = wT + uF\ i f ■ GY = F' ’ O + /'■ G\ 

Si F y G tienen io* valores en V„ iambkm tenemos 

if x GY = F x. G + F x (S'. 

Demostraadn. Para vcr la maroha de las demostraciones discutimos la for- 
mula para (uf)\ Las dumosiraciunes de las otras son parecidas y se dejan cornu 
ejere ictus para el lector, 

Escribiendo F ~ (/,. . . , „ f„), tenemos 

uF = I uf\ , h/J , UtFY = , + («/;,)') . 

Pero la derivada del Ic-esimo components de uF es (uf^Y = u’f* + ufU asf que 
tenemos 


(if/T = if'Ui ■ /J + V: > - ^ ,/J - u'F + jf F"\ 

El lector obscrvara que las formulas de derivation del teorema 14.1 son 
analogas a las do la derivation de una sums o un prod uc to de fun ci ones reales. 
Puesto que el products vectorial no es conmutaiivu, debt tir.o p re star a tendon al 
ordcn de los factores cn la formula correspond ion to a (F X GY * 

La formula para la derivation F ■ G nos da el dguiente teorema que se uttli- 
zard eon frecueneia. 

TEOREma 14.2, Si una futtcion vectorial es derivable y es de longitud cons- 
tants en un intervalo abler to I, entonces F * F = 0 en /. Dteho de otto modo, 
FV) es perpendicular a Fit) para cada t en l. 

Demos! radon. Pongamos g(0 = F(l) ,s = Fit) FU ). For hi poles is. g es 
constant? en /, y por lo tan to g — 0 en /, Peru ya que g es un producto escalar, 
tenemos / = F' F + F r F' = 2F F\ For Is tanto F r F — 0- 
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El teorema que sigue trata de las f one tones continues, Su demostraci6n se 
deduce facilmente del leorenma 3.5 y 4 2 que conttoncn los restiltados artilogos 
para funciones reales, 

teorema 14.5. Sea G — F 6 u, donde F es urn ftmcidn vectorial y u es 
una funcidn real. Si u es continue en t y F es continue en u{t)^ entonces G es 
continua en t. Si las derivadas u'(t) y F'[u(0] exhten, entmtees G\t) tambiin 
exist? y viene dada por la regia de la codetta, 

G'u) = r[u(T) \u'(t) . 

Si uria fund on vectorial F es continue en pn intervalo cerrado [a„i] f en- 
fences cada component*: es- continua y por tanto integrable en [a, 6], as! que F es 
integrable en [<i, b], Los ties tcorem&s que siguen proporrionan la$ propiedades 
fundamentals de la integral de las Condones vec tori ales. En cada caso, las de- 
mostraciones se deducen al momento de los resultados analogos para las integrates 
de fund ones re ales. 

teqrema 14.4, i.inealidad ¥ aditiyidad, Si las funciones vectoriale s F 
y G son integrable* an [a, b], tamo fen h es c x f + c&G para cuale&quiera t 3 >' c, t 
y tenemos 

| V.FfO + c a G<0> dt = c * F{t) Jt + c, faO dt . 

«■' □ -r (J 

Asimismo, para cada c m [a, h], ienernm 

| ’F{t) di = I F(f)dr + | FfO dt . 

■ ir . ,'J * r. 

TEOREMA 14.5. PRIMER TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CAl-CULO. Suponga- 
mos que F es ima funcipn vectorial continue en [a, fc]j, Si c e [fl, 5], defintimos 
la integral indefinida A coma la funttdn vectorial dada por 

4f.v) = I Ftj j di si & < x < b 

■ e 

Enionces A f (x) existe, y se tiene = F(x) para cada x de (d, b). 

TEOREMA 14.6* 5EGUNDO TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO. SupongQ* 
mas qua h funcidn vectorial F tiene derivada continua F' en an intervalo abierto L 
Eat twees, para cada eteeddn de c y x en 1, tenemos 

/■'(*)« Fir) + i ' F\t)dt . 
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.a Y que saii&facc la condicion inicial y<a) — B, y que css soludtin vierse d«da por 
la formula 


Y(i) = Be **> + e v(rt |' Qix)^ 1 ' dx , 

J a 

siendo t)(x) = (It. 

22. Una funcion vectorial F saiitfad' la acuadOn ii-'Ul — F(t) + rA para cada f > 0, dorute 
A es um vector ti}o. Calc id ar F"{ I) y Ft 30 en fancidn dc A, si Ft 1 1 -j± 2.4. 

25, Ha liar una funcion vectorial F. continue on el intervalo (0, -For), tal quo 

Fix) - xe*A + - \ F(i)dr f 
* Ji 

para tad© x > 0. glcndu A un vector Eijo no nulo. 

24, Una funcion vectorial F, que nunca es cero y ticne derivada oonlinua F'{<} para todo f, 
5-icmprc es pa raid a a so dcrivada. Dcmo$tnr quo e*:«ie un vector constante A y una 
funcion real posiliva u tal que F(l> — u[f>A para todo f. 


14.5 Aplicadoncs & las curves* Tangenda 


Sea X una funcion vectorial ouyo dorninio es un intervalo /. Cuando t tcco- 
rre /, lys correspondientes valor es de la funcion X{t) recOrrCn un con junto do jun- 
tos que llamamos grafted de la fund tin X. Si los va lores de la funcitin est&n en 
espacios de 2 6 3 dimen si ones, podemos re present ar geomticricamente la grades. 
For ejemplo, si X(f) = P + tA, decide P y A son vectores fijos en con A =£ O* 

la grafica de X es una recta que pasa por P y es paralela a A , Una funcion mas 
general describira una grafica mis general, como sugiere el ejemplo de la figu- 
re 14,1 , Si X es continua en J, tal gr&fiea se llama curve, o con mis precisitirt la 
tnrva demerits por X. A veces decimos que la curva es descrila parametrieammte 
por X, El intervalo I se llama intervalo parametrico; cada t de / se llama 
pardmetro. 

Las propiedades de la funcion X pueden utilizarse para inves cigar ptopie- 
dades geometricas de sus graficas. En particular, la derivada X* esta ligada al 
concepts de tangencia, como en el caso de una funcion real, Formemos el co- 
ciente de diferencias 


(14.4 1 


XU + h) - ,V[!) 
h 


c invest iguemos su comportamiento cuando h -* 0, Este coeiente es el producto 
del vector X(f + h) — X(t) por el escalar 1/Ji. El numerador, XU + h) — Xff). 
repress fttado en. la figura 14,2, eg paralelo a| vector ( S 4.4). Si expresamos cste 
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(a) fl, = it - 0 , en la d ipse tb) 0 , - 0 , e n la hiperbola 

Figura 14,4 Etemosimciones * fos prvpitda&S de reflexidn para la el ipse y fa Mpertofa. 


Luego tenemos §* = ?r — 6, en la elipse* y = 19 1 en k tiiperbota., Estas rda- 
clones enire los angulos 0, y d& dan. las propiedades de reflexion de la elipse y 
de la hiperbola, 

14.6 Aplicaciones al movimiento curvilineo. 

Vector vekhcidad, velocidad y acclcracibn 

Supongamos quo una particuk §e mueve en el espacio de 2 6 3 dimensioned 
de modo que su posicidn en el mstante / referida a un clerto sistema coordenado 
venga dado par on vector X{t). Cuando t varia en un intervale de tiempo, el ca- 
mino recorrido por la partfcula es senelllamente la grafica de X. As! pues, la 
funeidn, vectorial X nos sirve como mddelo matemitico para describe r el movi- 
miento, A la funcitin vectorial X la llamamos ftmeidn pasici&n del movimiento. 
Los conceptos ffstcos tales como vector velocidad, velocidad, y vector aceleracidn 
pueden definirse en funddn de las derivadas de la funcitin de podridn. En la si- 
guiente discusidn suponemos que la funridn position puede detivarse euantas 
veces sea predso sin decirlo en cada ocasitin, 

DEFltncidjv. Con&ideremos un movimiento descrilo par una juncidn vecto- 
rial X r La derivada X'(f) se llama vector vdocidad en el instants t. La longjtud 
del vector velocidad „ ;X"(t ) |, se llama vdocidad. La derivada segunda X”(t) del 
vector posicidn. se llama vector aceleracidn. 
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Notation. A veces la funcidn posicton X se represents por r, el vector 
velocidad por u, la velocidad por r y la acderacidn a. Asi que r ■= r\ v = ||v||, 
y a = *•'' = r". 

Si el vector velocidad X'(f) sc represents por un vector geometrico ligado a 
la curva en X(/) p vfimos quo os La situado fin la recta tangentc, El uso de la palabra 
« velocidad* para la longittid del vector velocidad se justificari en la section 14-12 
en donde se demuestra que la velocidad es el eoefiriente de variacidn de la longi- 
tud de arco a lo largo de la curva. Esto es lo que el velocimetro de un autotn&vil 
in ten la medir. Asf pues, la iongitud del vector velocidad nos dice la rapidez con 
que la parttcula se mueve en cada instante, y su direccton nos indica hacia donde 
va. El vector velocidad canibiara si niodificamos la velocidad o la direccton del 
movimiento (o am bos). El vector aceleraeidn es una medida de este cambku 
La seek radon origina el efecto que uno experiments cuando un automdvil cam- 
bia su velocidad o su direccton. A diferencia del vector velocidad- el vector ace- 
kracitSn no esta necesariamente en la recta tangents. 

iiemplo 1, Movimiento rectitineo. Consideremos un movimiento cuyo 
vector posicion es 


rij) = P ^ fin A t 

donde P y A son vectores fijos y A #0. Este movimiento se realize a lo largo 
de una recta que pas* por P y paralda a A . El vector velocidad, la velocidad y el 
vector aceleraddn vienen dadas por 

V[i) =ftt)A , Lit) = II I 1 IV) u = l/'k'H \A I! , a{t) =f\t)A , 

Si f(i) y f’V) no son cero„ d vector aceleraddn es paralelo el vector velocidad. 

ejemplo 2. Movimiento circular. Si un punto U»j) de V s esk represent 
tado por sus coordenadas polares r y 0, tenemOS 

-V = r cos B , y — r sen & . 

Si r es fi|o h por ejemplo r = a, y si B puede varsar en un intemlo cualqnicra de 
amplitud por lo menos 2tr, el correspondknte punto (x,y) describe una eireun- 
ferencia de radio a y centro en el origen. Si consideramos 9 comn una functon 
del tiempo, por ejemplo B = fit), tenemos un movimiento dado por k tone ton de 
posicidn 


ov 

r -7 j 


riahl 


rrii ateri 


rU) = a cos f\i\i + asenfiftf- 
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El correspond sente vector vdocidad cs 

K r 1 = r'( i) = - aft r 3 seu/s i )i + aft t ) co s/i t )j , 
del que se deduce que la velocidad en el instante f es 


r(d = Mm || - fl|/Vj| . 


El factor \f'(t) = df/fdt sc llama vetocidad angular de la partfcula. 

Un case particular importante se presents cuando 0 = t*U donde m es ima 
constant? positive. En estc caso, la particula pane del pun to (a, 0) en el instante 
1 = 0 y sc mtieve cn cl sentido contra rio a I de las agujas del reloj siguiendo la 
drctmferencia con velocidad angular constants an Las formulas para el vector po- 
sicidn, vector velocidad y velocidad se transformon en 


r{r) = a cos mt i + a sen ***t } . i if) = — mu sen *>*t i + cos <->(}„ f(M = at ‘> « 


El vector ace le radon viene dado por 


ait) — — cos w( i — ; = — ruVi/J , 

que muestra que la acderacion ticne siempre direction opuctla al vector posicipn. 
Cuando sc represents con un vector gcomdrieo irazado on el lugar quc ocupa la 
particular el vector aceleracitin esta dirigido hacia el centro de la cireunfercncia. 
Debido a eslo, la aceleradon se llama cmtrtpela, denomination propuesta por 
Newton. 

Observation: Si una pa meals cn movimicnio itene masa w, Is segunda Icy del 
mov$m lento dc Newton cstableec quo la fuerza que actiia sob re eilafdebida a su ace- 
ieracidn) cs cl vector matt), mass por acelcracidn. Si la pariicula k nuicvc sobre una 
circunfcrqncia con velocidad angular constante, Isa §e llama fuerza cewfjrt I ‘pi?f£r porque 
csti dirigida Kacla cl cernro, Esla fuerza cs ejcrcida por el mecanismo que sujeta la 
paruVula a on a traycctoria circular, Ell mecanismo es una cuerda en el caso de una 
piedra girando en una hondu. o la Afnudd'JT de la gravetlpti en el caso de un satclile 
alrededot de 'a Tierta. La reaccnSn igual y upuesia (debjda a la tercera Icy de New* 
tonl, esto es, la fuerza — ™(/) r m llama fuerza centrtfuga. 

eiemplo 3. Movimiento sob re um elipsc. La figura 14,5 muestra una 
elipse de ecuacibn cartes iana x 3 /® 1 + y*/Jb a = 1 , y do* circunferencias conceit tri- 
cas dc radios a y b, El angulo G indieado cn la figura sc llama anomalta excSft- 
trim o simplemcntc angulo excentrico. Esti relacionado con las eoordenadas (, x.y ) 
de un punto de la el ipse por las ecuaciones 

,v = a cos 0 , r — b sen if. 


svriqhte 


atari al 
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Cdlculo con funciones vector iaies 


CuancJo 0 vari'a qn un intcrvalo dc amplilud 2n, cl correspond iente punto (x,y) 
describe la ettpse, Si considerable^ 0 como funcidit del tiempo /, par ejemplo 
'0 = f(t) r tencmos un. movimicnto dado por la funddn posieidn 

— # cos f{t)i + fr&im f(t}j r 

Si 0 — tot, donde irj q$ una constante positiva, cl vector yelocidad, la velocsdad y cl 
vector accleraeidn son 

nO) = <■»( — & sen tot i + b cos m t j) , i< i ) - «;(a a sen* tot -4- fr s cos J of) 1 ' 3 , 

air) = — o fl (ccos tvii + ^ sen rot j) = — ftrrfj). 



Figura 14,5 M o vimienlo sobre una elipse . Figura 14 . t? Movimiento wkre u na hehce . 


Asi pues, cuando una particula sc mueve a to largo dc una el ipse dc modo que 
su angulo excentrico varie proportional me ntc a I tiempo, la aceleraddn cs cen- 
tripe ta. 

El EM FLO 4r Movimienio sobre una helice. Si un punto (x.>\ 2 ) gira alre- 
dedor del eje z de manera que su componetile z es proportional at angulo giradu. 
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Cdlcido con fund ones vector iates 


9, Refiricudosc al ejercicio ?t sea uij) el vector unitsrio w(/) = scnoi/r— cos *»f /. De- 
mostrif que emlcn do* const antes A y 6 tale* que v n a + Bk, y ejtpresar 

A y B en funej&ni dc a. h, y m 

10. Demo&trar que para cuatquicr movimjento cl products e scalar de los. vectores velo* 
cidad y aceleracidn es igual % la mi tad de la derivada del cuadrado de la velocidad: 

v(t> Oif) J t V 2 {f ) . 

11. Sea e or vector uni ratio lijo. Una particula se roueve en el cjpado de tupd® que su 
vector posleitin r(t) utisfsce la ecuacidn (*(/)■ c == e 1 ' para todo t, y so vector vejo- 
cidad t{t) forma un Angulo constante $ eon c. sk-ndo 0 < fJ < Jn, 

a) Demostm que la vcloddad en cl insiame t es 2e* j /cos 0. 

b) Calculir el produce® escalar aij) • dr) tn funddn de * y 9. 

12. La idenlldad cosh 1, !l - senh* 0 = 1 para las f undone* bipurbolkas sugLei* que la 

biperbola — y 1 tb* = 1 puedc representarse por las ecimcionesi punurklricas 

x ■= & cosh 0, y = b senh fl, o lu que es lo ntfttno, par la ccuacidn vectorial 
r — a cosh 6 / + b senh fl / Cuardo Q — b = \, cl parlmelro & puede ser in- 
terpreudo geomdtr ieamen te de manera anlloga a conics *e interpTCtan 0, sen 0 y 
cos d en el cfrtulo unidad dibujado en la figura 14.7 a). La iagura 14.7 b) fnucstra una 
ntma de la hlp&butn *' — y* “ I. Si cl punto P iiene tsordensdu x = cosh If e 
y = senh 0, demos trar que 0 es igual al doble del Area del sector CMP dibujudu en 
la figura. 

[Indicacidn: Si ,41#) npresenla el Area del sector OAP. Demostm que 


A{0) = | cosh fffenh & — 


■ ruah U 
J t 


VP - I dx . 


Derivar para llepsr a 4'(0) = J.] 


13. Una particula muave stguiefido tana hEp^rbola dt aeuerdp con 9a ecuaeidn 
r(t) = a cosh tut i 4- fr senh u>t /, donde a es tana constanie. Demotfrftr que la aceteracidn 
es eentrifuga. 

14. Demossrar que la langente en un punto X de una paribda baseca el Ingulo fortrsado 

por la recta que une A r al foco y la que pasando por X e& paraleta al eje. Esto da uma 

propiedad de rellesion de la paribola. (Ver fifura 14.3.) 

1 5. Una pariicula de mass 1 se mueve en un piano de aeuerdo eon la eeuactdn 
r(/) ** x(t)f + H J '^ 1 Ei atralda haci» el origin por una foaita euya magnirud et igml 
a LLunro vecea su distanda al origen. En cl instance (^0, la posicidn inidal es 
n(0) «4iy el vector velocidad inkial es m[0) = 6]. 

a) Detenpipur los componenliB JdO e jrttJ eKplidtamente en luncion de t, 

b) Lb trayeewria de la pirtfcula es una cdnica. Hallar su ecuacidn cartesians, dibujar 
la cdnica c indiear la direecidn del movimienlo sobre La curva. 

lb. Una parlfcula sc muevc a Lo Ear^o de la parfbole + cfy — jk) = O de tal manera quo 

I us componentes vertical y horizontal del vector scclcracidn son iguales. $i invierte T 

unidades de liempo en ir desde el punlo (c. 0) al pun to id, 0), icuanto tiempo irvirrtirf, 
en i.r desde (c„ 0) a La rctitad del cam in® -re/t , c/4)? 


righ 


material 



Vector tangent# unitario t normal principal y piano oscutador a atm curva 645 
r y 



FttuRA 14,7 Analogic entre los pardmt'irvs d? vnd flips# y una kipirbvfa 


17. Supongamos que una curva C miA descrila por dos funcioncs equivalents? X c V. 
siendo Ylt) = X[u(f}]. Demeilraf qti« en cad a pun so tie C los vectored velocidad aso- 
eiados a X e Y son paralelos, pero que los correspondicntes vectored acclcraddn no 
lo wn. 


14.8 Vector tangente unitario, normal princi pal y piano use u lad or a una eurva 

En el movimiento recti If neo el vector ace le ration es paralelo al vector velocE 
dad. En el movimiento circular con velocidad angular consume, cl vector aedo- 
radon es perpendicular a! vector velocidad. En esia section vamos a ver que 
para urt movimiento de cipo general el vector acclcraridn cs la suma dc dos vec- 
tors perpendiculars, uno paralelo al vector velocidad y d otro perpendicular a 
este. Si el movimiento no CS rcclillrtco, GUOS dos Victorcs perpendiculares dclL-rmi- 
nan un piano que pusa por el puma com spondi erne de la curva y que llatnamos 
piano osculador, 

Para cstudlar esos concept os, introducimos el vector unitorio tangente T. 
Esa cs otra f line ion vectorial asociada a la curva, y esta delinida por 

XV) 
rut = -- ■■■ 

I. A >X>;| 

stempre que ia velocidad ,X'{t) ~r o. Observer quo | T(l) , = 1 para todo L 

La figura. 14,8 muestra la posicidn del vector Ungen ic uniiario Tu> para 
di st infos va lores dc f. Cuando la partfcula sc mueve a lo largo dc la curva, d 
cur respond iente vector T. siendo de longitud constante, puede unit amen tc cam- 
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64 $ Cdlcuto con funcioncs vecioriaUs 

primer ewe, se dirt que u cOn&rva la orientation; era el «egundo rt*o, u invimt list 
orient (K id n. 

bl Prober que los corrrtpotidkntrt vectored nrtmab prindpab Nj y IVV satisfacen 
AMO - AMuUH en eseta punto die C. Deducir que el piano osculador ea invariants 
f rerue a un cambro de parlrpctro. 


14,1 0 Definicidn de longhud de un arco 

Era diversas partes del Cdleulo y de la Geomeiria anaUtlca se hace refe- 
renda a la longitud de un arco de curva. Antes de poder estudiar las propie- 
dades de la longitud de una curva es preci&o Jar tuna definition de longitud de 
un area. El propdsito de este a pari ado us formular esta deftnicido. Esta llevara 
de mane r a natural a la construction de una funcidn (llamada funridn longitud 
de arco) que nrida la longitud de la trayectoria descrita por una partfcula indvil 
en cada in si ante de su mo vi mien to. Algunas de las prupiedades fundament ales 
de esta funciun se esfudian en la seceidn 14.12. En particular, se probata que 
para la mayor parte de las curs' as que se presen tan en la ptdetrea esta franc ion se 
puede expresar cumo la integral de la velocidad. 

Para llegar a una defmicidn de lo que se entiende por longitud de una 
curva, se precede como si se hubiera de medir esta longitud con una regia gra- 
duada. En primer lugar se senalan en la curva unoi euantos punt® que se 
toman como vertices de un pollgono inscrito {en la fig* 14 J 2 se da un ejemplo),. 
luego se mide la longitud total de esta poligonal con la regia graduada y se 
cunsidcra esta como una aproxemaeibn de )a longitud dc la curva, Se observa 
que algunos poligonos «aproximan» la curve mejor que otros* En particular, si 
se empieza por un poligono P, y $e construye un ntievo poligono inscrito P» 
anadiertdo nuevos vertices a los de P l es natural que la longitud de P? sea mayor 
que la de Pi, tal como se ve en la ftgura 14.0, De la mtama manera se pueden 
tr formando tamos poligonos como se quiera con longitudes cada vest mayores. 

For otra parte, intuitivamente se observe que la longitud de cada poligono 
inscrito no debe eiecdcr a la de la curva tpuesto que el segmento de recta es 
la trayectoria mis corta entre dps punto$). Es decir, el nutnero que se torn® 
por defi melon como longitud de una curva, ha de ser una cot a superior de las 
longitudes de tod os los poligonos inseritos. Por tanto. parece natural delta ir la 
longitud de una curva como el extreme superior de las longitudes de tod® I® 
posithles poligonos inseritos, 

En la mayor parte de curves que se present an en la prletica, esta definition’ 
es util y basta para asignar una longitud a la curva. Sin embargo, es sorprem 
derate que esistan ciert® casos patoidgicos en los que esta definietdn no es apli- 
cable. Hay curves para las cuales no hay extreme superior de las longitudes 
dc los poligonos inseritos. (En el ejercidc 22 de la seceibn 14.13 se da un ejemplo). 
Por tanto, se hace preciso clasificar las curves en dos categories, las que tienen 
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Fix; UR a H.12 Curva eon una 
puUgona! inscrita. 


FtciTRA 14.13 La potigonal ABC tiene mayor 
longitud que la poiigonal AC, 


una longitud y las que no La tienen. Las primeras se denominan curves rectificabhs 
y las ol ras no rectificables. 

Para formular estas ideas en t£raisno§ analiticos, empczamos eon una curva 
en el espacio de 3 6 2 dimens tones descrita por una funcion vectorial r, y consider 
retnos la portion de la curva descrita por r(0 a I variar t en un intervalo 
Al principle, suponemos tan solo que r es continua en el intervales parametrises. 
Despues anadiremos otras restriceioties. 

Conslderemos ahora una partition F del intervalo [a ± 6J ± 

F — 14a , /i , . . - * i n } , donde a = t 9 < i L < 1 1 * < t„ = b . 

Design cm us con n(P) la poiigonal cuyus vertices son los puntos ri^), r(0» . , . , 
r(rj, respectivamente. (En la figura 14,14 se muestra un ejemplo con n = 6.) 
Los lados de esa poiigonal tienen longitudes 


- KOiL lK> a ) - rfr 1 >|L . , , , ||r <0 — riy n . J|| . 

Por consiguiente, la longitud de La poiigonal 77(F), que design amos con 17(F) ^ 
la suma 


W/’)l - 1 ilK'.) - Ktj 


Jt— I ■ 


t— 1 


DEM Nit I (5n. Si exist* un mimero positive M tal que 


(14 10) 


k(F)| < M 
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Crikulo con fmciones vecioriaies 


para todas las parfidone . s de [a, 6], se dice que la curva es recti f (cable y la 
longitud del area, indicada pur A (a, b) r se define coma el extrema superior de 
iodos los numerus Jrrt/% Si no exist? un M p la curva se denomina no recti f icabte, 

Gbservese que si exists on M que satisfaga U+.10) para eada partition F 
se iienC: 

(14. !1> \niP)\ < Ma, h) < XI , 

puesto que el extreme superior no puede exceder a n ingun a cota superior. 


a b 

*■ ■* — ■* * — • =# — — * 

( n f, t, Ji n IS 4 



Figl'ra. 14 J4 Partition de [d t fc] eri ids subintervalos y la potigonal inscrila correspondiente' 


Es facil probar que tina curva es reelifacabie siemprC que su vector velo- 
cidad e sea continue en el intervalo paranicIricG [4, b]. En efeeto, el tcoreroa 
siguiente indica que en este caso sc puede toniar la integral de la vdocidad 
Como una cota superior de todos los numetos MP) - 

teorema 14.10. Sea r{t X el vector vdocidad de la curva con vector pod- 
don r{i ) y sea r(/) — : Ki) la vdocidad. Si t> es continue en [si], la curva es 
rectijicable y su longitud Ma, b) satisjace la desigualdad 


[1 4 . 1 2 ) 


Mo, b) < | ' V{!} ds . 

■ <J 
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Demost radon. Para cada partition P de [a, 6 ], tenemos 
l*dP)l = i Hh) - = 2 I I r'ti) dt 

- I ir - I II Jft I II 

= i II p HO A < i r* IWOI*- f<(0 dt 

t - 1 II +‘ t| t .It ■ - L J (i-i J a 


sienck k desigualdad una consecueneia del teorema 14.8. Esto prtteba que 

IMP) < f^r)A 

■ .a 

para todas las partitioned P, y por tan to el nutnem r(t)dt es una cota superior 
del cun junto de bdos loss numcros |vr(P)|. Esto demueslra que la curva es rectifi- 
table y al ifilsmo t tempo §@ ve que la longitud .\(£t r b) no puede exceder a la inte- 
gral de la vekeidad- 

Mis add am? se demostrara que la desigualdad 114.12) es, en efecto, una 
iguatdad. Para elk se tend r a que hacer uso de la adiiivided de la longitud de 
urn ateo, propiedad que se Mtudiari en el proximo apartado. 


14,11 Aditivxdad de la longitud de area 

Si yna curva reel likable sc eorta en dos ttozos. la longitud de toda la 
curva es la sum a de las longitudes de las dos partes, Esta es otra de e&tas pro- 
picdadcs kntuitivamente inmediatas^ y cuya demost radon no es trivial. Esta 
propiedad $e denomina aditbidad de la longitud del area y se puede express r 
analiticamertte cotno sigue: 

tf.orema 14 . 11 . Consideremos una curva recti ficable de longitud A(d, &), 
desert ta por utt vector rik cumtdo t vana en un intervale la, b] T Si a < c < b. 
scan C, y C.. las curvas descritas por rit) cuando i vana m fas intervales [o,cl 
v [c.b], respect ivamente. Entonces C, y C t tambien son redificables y, si 
.\(a, c) y A ic, 6) representing sus respective longitudes, tenemos 

A (a, b) = A(a* c } + A(c. b) . 

Dempstracion. Sean P, y P* partitioned arbitrarks de [a.c] y [c, fe] res- 
petti vamente, Los puntos de F, y ks de F. conlun laments forman una nueva 
partition P de la,b~\ para la cual se tietie: 

HP,)I + hrfjyi - KPJ] £ a fab). 
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Calculo am f untimes axtormks 


lo que pueba que klP,)! y |tt(P») estan acotadas por A(a,b) y por tan to C t 
y C* son refill cables, De (14.13) se deduce tatnbien: 

W^iH < Als, b) - \*(P 2 ) | 

Si se considers ahora P 2 Ft jo y P, variable en el con junto de todas las parti- 
c tones de [a, c], puesto que el numcro A(a, b) — MP±) cs una cota superior de 
todos lo$ numeros |n(P,) no pucdc ser menor que $u eniremy superior que ea 
A(ff, c). Por tan to se licne A(n,c) < A(a, b) — ]u (PA , o lo que es lo mismo: 

MP S )| A to, b) — A (a,. c) „ 


Esto prueba que A(o, Jb) — A(cr« c) es urt extreme superior de todas las sumas 
iir(P T ) , y puesto que no puede ser menor que su extreme superior A(e, 6*) se 
tiene A(e, b) < b) — A (a. c), o sea; 

(14.14) A(a, c) 4- Me. b) ^ A(o. h) . 

Para demos! rar la sgualdad basts probar la design aid ad contra Ha, Para cllo 
se empieza por una partiddn cualquiera P de [a, b]|. Si se ad junta el punto c a P 
se obliene una parliddn P, de [car, c] y una parti cion P a de [c, b] de manera que: 

k(P)| < MPi)\ + kTOI £ A«j ( c) + Afr, h ) , 

Esto prueba que A(er, c) 4- Ale, b) es un extremo superior de lodos los numeros 
tt|P)|, y puesto que este no puede set menor que el extremo superior, ha de ser: 

A(rr, b) < Afo, (’) + Air, h ) . 

Esta desigualdad, junto con H4. 14), implica la propiedad aditiva. 


14.12 Fuiiddn Ion git ud de areo 

Supongimos que una curva es el cam i no descrito por un vector position Hi). 
Una pregun ta natural es esta: ^Cu4nto habra avanzado la partfeula movil a lo 
largo de la curva en d instants tl Para discut ir esta cues lion, introducimos la fun - 
ddn longitud de area s, definida como sigue: 

5 (r) = A(cr»f) si r > a, -*<«) = 0. 

La igualdad sia) = 0 significa tan solo que estamos suponiendo que el movi’ 
mien to comieoza cuando / — a. 
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El teorema de la aditividad nos pei-mite deducit algtmas propicdades im- 
ports ntes de s. Por ejemplo, te nemos el giguiente 

teorema 14,12, Para tod a cur va rectificable, la funcidn longitud de are® s 
es momiima credent® en [a, b]. Pat a es, tenemos 

{ 14 . 15 ) .¥(/,) < .¥( K) si a <t t < u < h. 

Demos! racidm: Si a < /] < r, < b , se liene: 

sit.,) — .>{/,) = Ma h y - Ata, /,) = A(>, , t 2 ) t 

donde la ultima igualdad es cotisccuencia de la aditividad. Puesto que A(f , , f„) > 0, 
queda demostrado (14,15), 

A conti mi ac ion se demostrard que la funcidn 5 tiene una derivada en cad a 
punlo interior del intervale parametrico y que esta derivada es igual a la velocidad 
dc la particula. 

TEOREMA 14.13. Sean s fa funcidn longitud de arc® asQciada a una curve 
v c(l) la velocidad en el l tempo t. Si r es continue en [fl, ft] . entonces la derivada 
At) exists para cada t de \a,b] y viene duties por la formula 

{ 14 . 16 ) 

Demo&traddn, Deli names fit) = via) du. Sabemos que /'(() = Kf) en 
virtud del primer teorema fundamental dd Cafculo. Dcmostraremos que s'(l)=r(0* 
A tal fin formamos el cociente de diferencias 


din) 

Supongamos primero que h >0. El segment© de recta que tine los puntos flit) y 
flt + ft) puede considerate como una potigona! que aproxima cl areo que une 
csos do$ pun i os, Por consigutenie, en virtud de (14.11), te nemos 


'Mt + h) - r(r)| < A(r T t +■ h) = s U + It) - s(t ) . 


Aplicando esie resultado en (14,17) Junto eon la destgualdad (14,12) del teorema 
14,10 ob tenemos 


tU rid) 

h 


< & + ft > ~ -< f > < 1 
“ h S h 


f ■ r< 


r( H) tin = 


fit + h) - m 


jt 
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Cdlcvlo con funcionea vectoriate s 


Un razonamiento analogo praeba que estas desigualrktks [ambit cl son vfifidas 
para h <0, Si bittemos h *> Q, el cociente de diferenrias de ia irquierda tiende 
a ||r J (/)fl = v{t) y el de la derecha tiende a /'(f) = r(0- Resulta de esto que d 
cociente [sCa 1 + h) — s(f)]/b tambiln tiende a y(f). Pero esio signifies que ^(l) 
existc y es igual a v{t)> eonio se qucria demostrar. 

El teorema 14.13 esti de aeuerdo eon nuestra noridn intuitive de veloddad 
tomo la d island a recorn da por unidad de tiempo durante el movimiento, 

Utilizando (14.16) junto eon el segundo teorema fundamental del Cdculo* 
podemos calcular la longitud del arco integrands la veloddad. Asi puss. el camino 
reeorrido por una partieula durante un intervale de tiempo [f SF fj] es 

S((j) - 5(<!> = J 'V(J) it = J V) dt . 

En particular, cuando f t = a y t 3 ;= b, obtenemos por la longifud del arco ia 
sigulente integral; 


A(a. h) =- I Vf) dt 

* n 


eiemplo J. Longitud de un arco de circunferencta, Para calcular la Ion- 
girud de un arco de circuit fereneia de radio a„ podemos intaginar una parltcula 
mdvil a lo largo de la drcunferencia de acuerdo con la ecu acton r(t) = a cos /i + 
+ a sen // El vector ve lucid ad es e(f) = “ a sen t i + a cos tj y la veloddad es 
rit) = a. Integrands la vdocidad en un intervale de longitud fl, encontramos que 
la longitud del arco dcscrito es a(K Dicho de otro roodo, la longitud de un arco 
de drcunferencia es proportional al angulo correspendiente; la constants de pro- 
portional idad es el radio dt 9a drcunferencia, para una circunFcrencia unidad 
lenemos a = 1, y la longifud del arco es exactamente igual al ingulo medido, 

eiemplo 2- Longitud de la g rdf tea de una funddn reai . La gradca de una 
funcidn real / definida en un intervals [u,b] puede considers rse como una curva 
eon vector podddn rff ) dado por 

El vector vdocidad correspondiente cs *0) = / + /(f)/, y la vdocidad es 


lV) - |K0|| = vl + Lf(0F * 
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Por consiguieme, la longitud de k grdfka de / en tin interval® jc] vi-ene dada 
por k integral 

( 14 . 18 ) Hx) = | " it) di - V | + [/'(r)] ? dt . 

x * ' i l 


14, 11 Ejercicios 

En las ejercicios del I at 9, halter la longitud del camino descrito por up* ,p*rrteula 
ittdvil sobre yna curva de aeuerdo con la ecuacidn dada. durante el intervale de tieinpo 
que en eada easo se especibca,. 

1 . r(r> = u{\ “ cos, i)i + a{i - sen fl/, 0 <; f <2^ a > 0 , 

2. rit) = «*■ c mi i + e 1 sen tj* 0 <t £2. 

3. KO = a(cas f + r sear)t + a{s€Ji t - / cos itt, 0 <. t <, 2-n, a > 0. 

(T 1 

4 . r(t") - — cos 3 1 1 + — W tj\ 0 < / £ 2s, c s = fl* - 0 < 6 < fl. 

fl' P 

5. r(/> — a(senh t — r?i + u(cosh / — 1 jj, 0 £ t < T„ a > 0. 

b. rit) = sen t i + tj + ( I - cos t)k (0 < f £ 2ir). 

7. r<f? -fi + 3/ 2 i + ftr 3 * (O^f^ 2?. 

S. rtf) — / r + log (sec t)j -+ log (sec f + tan r)A (0 £ t £ to), 

9 . r[i) « a cos wt i -f a mnmfj + bojk (f {l £ i £ r x >. 

30- Hallar una integral puree id a a la de 04.1 S3 para la longitud de La grMea du ur.a ceua- 
cidn tie la forma x = g(y), ieniendo g detivmla continua en un intervale [c.d]- 
Jt. La eauacititi de una eurva es y 1 = * a , Hallar la longitud del arco que one (1, — 3) a 
0, ll- 

lS* Dos pantos A y B de un cftculo unidad de centre O deieiminin en U on sector circular 
,4GB, Probar que la longitud del arco AB m igwal a dos vcces el irea del sector, 

13, Btabiccrr integrates para las longitudes de las curvas cuyas ecuaciones sop 
a) y 5 = e* f 0 < x < 1; b? * = f + log t, y = t_— log /, 3 < r < c. Probar que la segunda 
longitud es el prod «e to dc la primers por X 2 . 

14, a) Establecer la integral que da la longdud de la cusrva y ss c cosh (x/c) desde x = 0 

S J = fl (fl > 0 £ > 0 ). 

hi Pfobar que cl produclo de la longitud de eat a curva por c es iguat el irea de la 
regibn liroitada por y — c cosh {xfc), el eje x, el eje >• y la recta jr = a. 
c) Calcular e&ta integral y hallar la Longitud de la curva cuando a = 2, 

15, Demostrar que la Longitud de h curva y ■= cosh x que une los pumas t.0, I ) )■ (at, cosh xl 
cs senh x si x > 0, 

16, Una funcidn no negaliva / tiene la propiedad de que su conjunto de ordenadas en un 
intervale* cualquiera tiene un area proporcional a la longitud del arc© de la grlftca 
correspondence a] interviilu. Hallar /. 

17, Utilizindo la ccuaddu vSCIOriftl r(/j = a sen / f 4- b COS / jf dOnde 0 < b < a, prdbar qd* 
la longitud L de una elipse esii dada por la integral 

L = 4c; T ' V ' 1 - t dt „ 

* 9 
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Cdlcuto con fimckmes vectorkdes 


dandc e = i/a* — b^ja , Et ndmero e « la extentrlddad de la cl ipse . Esie es ur esso 
particular dc uni integral tie la forma: 

E(k) ^ I V l - kHtn? i dr , 

Jl 

llamadi integral eUptica dc segunda ciase. donde 0 < ft < I. Los nilmcros E{ft) caiin 
tabulados para varios valorem dc k- 

18 . Si o < Hi < 4 a. sea #■(/) = ait — sen t)i f ni ] - cos f)j + J? sen \tk. Probar que la 
longitud de 6a rrayectoria descrita desde t = 0 basts / = 2ir es tkiBik), dondc £(M tiene 
el signilicado dado tn cl ejercicio 17 y A s = 3 — (fr/4a) 3 . 

39, Una oarticula sc mucvc coo vector position 

r{t) = M +t*B +2ilt^A xB t 

donite A y B ton dog vectores unitarios Eijos que forman un ingulo de tr/3 rsdiines, 
Calendar la velocidad de la partfcula en el itisianie l y haltar c nan to liempo invierte para 
detplaune una dislancii de 12 unidades de longitud de areo dead* 3a posidbn inicial 
r(0). 

20, a) Cuando un drculo rueda (sin detliutmiemo) a In largo dc un recta, un punto dc 
la cireunfensncla describe una curva Hamad a cictoide. SL la recta ftj« ct cl ejt x y *1 
cl punt* movil (x.y) «$ii Inicialmcntc cn el Ofigcn, demoslrar que cuando cl circulo 
flira un angulo & tencraui 


-v — ■ a(Q — SCn. 6) , >' » tH. 1 — COS fJ.) , 

donde a es el radio del circulo. Esas son las ccuacioncs paratn&rfcas de la cidoide. 
b) Re3iri£ndosc a 6a parte ah demostrar que dy/dx = cot l 6 y deducir que 6a recta 
tangente a la cicloide en (x, y) forma un inguio |(ir -fl) con el eje x, Hacer un grUfico 
y mostrar que la recta tangcnic pasa por ei punto mis alto de la circunferencia. 

21, Sea C sum curva demerit a por dos (undone? rquivakntes X e Y, donde ¥{t) = X [y(d] 
para £ £ i ^ cL Si la ftinddn u que define (I cambib de paramelru tiene derivada (On- 
itnua cn [c, d 1 demoslrar que 

r“ > i»i* - 1‘mo'Ji, 

■' lilfr J-g 

y deducir que la longitud de arc© de C es invariant® f rente a un tat cambio de pari* 
metro. 

22. Comlderemos la curva plana cuya ecuacidn vectorial es i , (/> =a if + fit)}, donde 

m - 1 cos y t * o , m = 0 . 

Conaideremos la siguiente pariidiii del intervaio (0, l]:; 

I l I III 

~ rin’i,, - 1 3 - 2 ■ 1 1 
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La derivada dujdt puede expnesarse en Funcidn dc por medio ( 1.4.24), Analo- 
ggmente podemos express r la derivada de por la ecuacidn 

diiy _ djt dttii _ _ dO 
i!t til d 0 dt r 


Esto nos l lev a a la siguiente formula quo express a en fimciori de sus componentes 
radial y transversal; 


(14.26) 


a = 





dr m \ 

dl dt ■ 


Cuando & = t, la curva puede describirse mediant la ecuacidn polar r = /(0). 
En esie caso, las formulas para la velocidad, y los vectores vclocidad y acelera- 
eidn sc simplifiean considers blemen te , y obte nemos 


dr 

11 = Ik “t + ru * * 
av 



a 




Hu , 


14.17 Mov 3 m lento piano cots peek ration radial 

El vector aceleracidn sc llama rad^d si el components transversal en la igual- 
dad (14.26) eg siempre cer£>. Este compotieme es igual a 

r ffJ 2 drd0 = \ £/, dQ\ 
dr dl dt r dl \ dt) 

For consiguiente* tl vector aceleracidn es radial $j y §61o $i r 8 dQ/dt es constante, 
HI movimiento piano eon aceleracidn radial tienc una biterpretacidn geome- 
tries interesante en funcion del Area. Dcsignemos eon >1(1) el Area de la region 
barrida por el vector position entre un instants i — a y un ins tame posterior f, 
En la figure 14.17 la regidn sombreada eg on ejemplo. Demos traremos que ei tot- 
ficienie dc variacidn snstantaneo de e$a irea es exaciamente igual a l^JBjdi. 
Esto es* te nemos 

(14.27) ■4(0 = 5'*^. 

De eslo result a quo el vector aceleracidn es radial si y solo si d vector position 
barre el area, de mantra que el area barrida sea proportional al tiempo empleado 
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c) Si k p-arhcvls csia en cl plane xy y si la vclceidad angular i;u(f) ei eonvstarwe, sea 
tu(r>=ft, demosErsi que d vector accteradon ait) cs centripcto y que, o(r) — — cuVtf), 
20, Se dice que un ctierpo esti sometido a tin movimteitto rigido si r pare cada par dc partfeu- 
las p y q en el cuerpu. la disianda r r ..{f.) - rj. ( ) a mdependiente de f„ dotide r p U) y 

r 9 it) indican las vec lores ppsicion dc p y q en el ins! ante t, Probtir que par A iin CUCfpo 
rigida en cl que cada particula gira aittdeder del eje z tiene: i 'J,t) =w(fj x r ,,(/), 
donde w(f) cs la misena para cad« partied a, y v p {t) a la vdocidad dc la part feu la p. 


14 JO Aplicaciones a I movimienio planetaria 

Despues del analtsis de gran numero de dates sabre moviiniento planetaria 
acumulados hasta el afio 1600, el astrbnomo aieman Johannes Kepler (157 1-1630) 
se propuso descubrir las ieyes matenialicas que rigen el movimiento de los pla- 
netas, Entonces se conocian seis plane I as y segun la teoria de Coptinico se 
suponia que sus drbitas estaban siluadas en esferas eoneen ideas ulrededor del 
Sol* Kepler i uteri to demostrar que los radios de eslas esferas estaban relacio 
nados con los cinco poliedros regutares de la Geomelria, Sc k ocuttid la idea 
ingeniosa de que el si sterna solar estaba consiruido coma un rompocabezas 
chino, En el centre del sistexna situaba el Sol, y despues en suceston colocaba 
las seis esferas concentric as que podia n inscribirse y tircunscriblrse a los tinco 
polled ros regulars — octaedro, icosaedro, dodecaedro, tetraedro y cubo, en este 
orden (de dentro hack fuera). La eslera mas interna, inscrita en el octaedro 
regular, corresponde a la tirbita de Mercuric. La que le seguk, circunscrita al 
octaedro e inscrita a I icosaedro, corttsponde a 3 a drbita de Venus. La drbita 
de la Tierra estaba en la csferu circunscrita al icosaedro e inscrita al dodecaedro, 
y as f sucesivamente; la esfera mis externa, comeniendo k drbita de Jupiter, 
ester k circunscrita al cubo. A pesar de que esta teoria parecia corrects dentro 
de un 5 % de error, las observations astrondmicas elect uadas en este periodo 
se hatian con un tanto por ciento dc error mucho me nor. y Kepler finalmente 
pe-nsd en modi hear esta teoria. Despues dc muchos est tidies poster iores se le 
ocurrio que los dates observados relatives a drbitas correspondkn mas a tra-* 
yectorias elipticas que a las t ray ec tor ins clrcukres del sistema de Copern ico. 
Finalmente, tras esfuerzo jncesante, Kepler dto tres Ieyes famosas, descubiertas 
empiritamente, que explieaban todos los fendmenos astrondmicos conotidos 
hasta entonces. Se pueden cnunciar como stgue: 


Pnmern ley de Kepler. Los planet as dcscribeo drbitas elfpticas en uno de 
cuyos focos esii cl Sol, 

Segunda ley de Kepler. Las areas barridas por el radio vector desde el Sol 
a un planeta son proportionates al itempo. 



Cdlcuio ctm Junciones vectoring 


(j6S 


Tereera ley de Kepler „ El cuadrado del perfodo de un plane (a es propor* 
cional al cube de su disiancia media al Sol. 

Observation-. Por perSodo dc un plancta sc cniicndc cl tiempo necesarlo para que 
rccorra una vcz la brbita eliptica. La distancm media a] sol cs la mstad de la longiiud del 
eje mayor de la elspse. 

La formiilaqign de estas [eyes a partir del estudto de tablas astronomical 
fue un hedw muy notable, Cere a de unos 10 anos mas lardc, Newton pm bo 
que las Ires leyes. de Kepler eran consecucncia de su segunda ky del movi- 
mien to y de I a celeb re ley de la gravitation universal, Fn esta section, haekndo 
nso del metodo vectorial, se verti edmo se pueden deducir las leyes de Kepler de 
las dc Newton. 


Orb i <a 



Flour a M.I9 tl vector posicidtt desde ei Sol al plancta. 

Supongamos que se tiene un Sol fijo de masa M y un planets movil de masa 
m uiruido por el Sol con una fuerza F. ( Prescind unos de la influcncia de otras fucr* 
Z9S.) La segutlda Icy del nmvimicnlo de Newton cstablccc que 

( 14 . 28 ) F=ma< 

domic a es el vector aceler&cidn del movimiento del planda. Dcsigncmos con * 
cl vector position desde el Sol al planela (ver figura 14.19), scan r = r|f y u, gn 
vector uni La rio con I a misma direct ion que *■. a si que #* = ru, . La ley de la gravi- 
tation universal estabtecc que 



r 


donde G es una con&taitte. Lumbinando esta eon {14,28), obtenemos 

GM 
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lo que nos dice que In aceleracion es radial. Denoostraremos en seguida que la 
orbiia esta en nn piano. Una vez sabido csto, sc deduce inmediatamente de lo® 
resultadus dc la section 34.17 quc cl area barrida por cl vector position es pro- 
pore ion al al t tempo. 

Para demos trar que el cam [no esla en un piano u till zanies el hecho dc que 
r y a son paraldos, Si introdueinnos el vector velocidad r = dr/di, tencnnos 


dp 

r x a = r x — 4- v 


x j? = r x 


dp 

~dt 


, dr d 


Pues to que r x a — O, eso signifies que r x r es un vector constants, sea 
r x r — c. 

Si c — 0, el vector position r es paralelo al r y cl movimtenlo es rectilmeo. 
Puesto que la trayecloria de un planeta no es reciilmea, debe ser c ^ O. La re la 
don r x r = c demise stra que r-c = 0, asi que el vector position esia en un 
piano perpendicular a e. Puesto que la aceleracion es radial, r barre d area en 
una razdn constante es decir proporcionalmente a I tiempo. Esto demuestra la 
segunda ley de Kepler, 

Es fidl probar qye esa constante de proporcionalidad es exactamcnlc la mi- 
tad del vector c. Ell efecto, si usamus coordenadas pula res y expresamos la ve* 
lucid ad en rune ion de n r y a 4 como en la ecuaoibn <14.25), entoniramos que 

(14.30) c = r x r — t>« r ) x [~f t a r + r ~ U( , ) = r ^ u r x u * , 

y por tanto e'l = r d&fdt . Segun (14.27) esto es igual a 2 .4'(f) , donde /T(0 es 
la ve loci dad ton la que el radio vet tor bar re el area o velocidad areolar. 

En la ligurfi 14.20 sb represents la gegunda ley de Kepler, Las dos reg tones 
sombreadas, que son barn da® por el vector position en intervales de tiempo 
iguales, tienen dreas iguales. 

Dcmostraremos a Kota que cl eamino es una elipse. Ante todo, formcmos cl 
producto vectorial a x c, utiliz&ndo (14,29) y (14,30), y encont ramus que 


( CM \ i t dO \ ^ dO dO 

a * * = { - — "A K ( JL Jj «' X «, ) - - CM Ti u r x (M r X *„) = GM u 9 . 

ya que it = dvUtt y ir f = dujdft, la eeuaeidn anterior relative a a x c tumbien 
puede escriblrse como slgue: 


rf _ 
dl 


(P 


X 


O 


d_ 

dt 


f GMu r ) . 
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Cdleuto a>n fun&on&s vector tales 


Integrand!]' obtenemos 

p x c = G.\ftt r + b , 

dondc b es pirp vector const ante. Podemos poner esta igualdad en la forma 

(14.31) p x <? = CM{u r + p) t 

siendo GMe = b. Combinaremcs feta con (14-30) para ejiminar it y ob tenor una 
expression para r, A taS fin multiplicainog esealarmente ambus micmbros de (14.30) 
par c y ambus miembrys de ( 14.51) pop jp. Igualan.dc las dos expresiones- del pro- 
duct*? mix to r j * x c, Hegamos a la ecuadekt 

(14. 32) GAM 1 + e cos 4>) = c*> 

en la que e = ||*||, c = Ik „ y $ representa el dngulo formado por el vector cons* 
(ante t y el radio vector r. (Ver k figure 14,21.) Si ponemos d = c a /C GMe), k 
ecuadon (14,32) se trans forma en 

(14.33) 1 r — ^ o r = e(d — r cos 4) , 

e cos 4 -+■ I 

i 


Orkla Direetriz. ! 



Figure 14,20 Segunda tvy dc Kepler. Las dos Figura 14.21 La rtixdrt r/(J-f MS es 
tegiones iotnbreadas. barridas en intervals h t exeentricidad de v — ,'t !!, 

iguales de tiempv, timvn la mtsma area. 

Segun el teorerna 13.18, feta es la ecuacidn polar de una tunica con excentr id- 
dad € y un foco en d Sol. La figiira 14.21 muestra la direetriz truzada perpeitdicu* 
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lurmcnie ana una distancia d del 5o3 + La distancia desde et pianola a la direclriz 
ca d — r cos y la razdn, r/(d — r cos es h extent rid dad c, La conica es 
una el ipse si e < 1, una parabola si e = 1 r y una hipcrbola si <r > 1. Pucsto 
que I os plane las recoiren caminos cerrados, 3 a drbita que con&ideramos debe scr 
una elipse. Esto demucstra la primera ley de Kepler, 

Fbaltnetuc, deduzcamos la terccra ley de Kepler, Supongamos que la el ipse 
tiene el eje mayor de longilud 2a y el eje me nor de longitud 2b< El area de la ellip- 
se sera pucs irab. Sea T el tiempo empleado por el planets en dar una vuelta a 
so drbiia elipiita, Pucsto que el vector position bar re el drea eon la velocidad 
areolar jc, tenemos JeT = nab, o bien T = liable. Queremos demostrar que 
T ? es proportional a a'. 

De la section 1.3,22 dcducimos b" = # s (l — e*} t ed = a(l — e*)> a si que 

c z = GMed = G Mai I - e r ). 


y tenemos por tanto 


ji _ 4-77 a aV _ 4 ttV(I — g*) _ 4^ ^ 

C 2 ~ GMa{ l - e *)~ GM 

Pucs to que T* es el producto de una con statute por a\ csto demuestra la terccra 
Icy de Kepler- 


14.21 EJercicios de repaso 


1. Sea rd vector que une el or%en a un pun to arhiirario de la pariboia y 2 = x. scan a el 

aiigulo que r forma con la recta targe nte, 0 < * < ir ,y Q e] irtgulo que Forma r con 

cl Cje X positive. 0 £ 0 £ #, Exprcsar a Ctl furtcidn de <1, 

2. Demostrar que cl vector T =yi ■+ 2c t es I an genie a la parabola y 5 = 4i-.nr en d punto 
(*• y)* y el vector jV -2cr — ij es perpendicular a T\ 

t Intiicscuin ; Escrlbii- ]a ecuEici&i vectorial de la parabola, emplcando y corao 1 
parumclro,] 

3. Demostrw que la eeuadqn de la recta de pendientc ppi que es tangente a 8a parabola 
y 2 — 4cat puede cscribirse en la forma y = rrsar + c/tn, iC wales son las coordenadas del 
pun to de enntacto? 

4. a) Resolver cl tjercido 3 para la parabola iy — yj- = *c(jr — ,r ). 

b) Resolver cl cjcrcieio i para la parabola a - 2 = ley, y, cn general, para la parabola 

U - X t )* as 4r|y — y ). 

5. Demostrar que la cciwcidrt de una recta tangeme □ la parabola >■= - icx en el punter 
f*, Pdede escribirsc en la form a y y ~ 2c(* + *.>. 

6. Rcsoiver el ejerercio > para cadi yra de las parabolas citadas en el cjercicio 4. 
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21. La ecuaciiin polar de ima ctirva es r = f(&}- Hallar f si un arco cualquicra qua una 
das pantos disc Lotos de la curva liene longitud proportional s i a) tl iogiilo foitnado 
por los dos radios veclores; b) h diferencia de las distandas del origen a los dos 
purstos; c3 et Area del seesor form-ado per el arco y los das radios veetores. 

22. Si una curva en d espacio de 3 dimensiones estl represemada par uoa funcidn vecso« 
rial r dcfmida en un intcrvalo paramctrico [xr, M, denostrar que el pmduelo mistfo 
f r (#) ■ f (<a) x r((0 cs cefO por !o menu; para un valor de f e.n (fl, 6). Interpreter este 
resultado gcomctricamentc. 
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ESPACIOS LINEALES 


15-1 Iniroduccion 

A Ig largo de este libro hemos encontrado muchos ejcmpios de objelos mate- 
mi licos que pueden aumarse unos con ottos y multiple arse por numerOs reafes* 
Ante todo P los numeros reales son objcEos de tat naluraleza. Otros ejemplos son 
las funciones vector! ales, los numeros com pie jus, las series y los vectores en el 
espacio n- dimensional En este capitulo tratamos un concepts mclemaLico general, 
llamadu espacio lineal, que incluye todos esos ejemplos y muchos otros Como 
eases part Ecu lares, 

Brevcmcnte, un espacio lineal es un com] unto de elementos de naturaleza 
cualquiera sobre cl que pueden realizarse ciertas operaciones [lam ad as adicidn y 
mulnpHcacidn por numeral A I definir un espacio lineal no especificamos la 
naturaleza de los elementos ni decimos edmo se real iz an las operaciones entre 
ellos, Em cam bio, exigimos que las. operaciones lengan ciertas propiedades que 
tomamos conio axiom as de un espacio lineal, Vamos ahora a bacer com detalle una 
description de esos axiomas. 


153 Definition de espacio lineal 

Sea V un con junto mo vac to de objetos, llamados dementos. El eon junto V 
se llama espacio lineal si satisface los dicz axiomas siguienles que se enuncian 
en ires grupos. 

Axiomas de daUsura 

axiom a i. ci.AUspRA respecto pc la adici6n, A todo par de elementos 
x ey de V correspond# un elemento unica de V Uamado sumo de x e y. desigttado 
por x + v. 
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Especial Uncles 


AXIOM A 2. CLAUSURA RESPECTO DE LA M ULtI PLICaC(6n POR NUMFROS REA- 
les, A todo x de V y todo mrnero real a corresponds un demento de V Uamado 
producto de a por a, designado pgr ax, 

i4^i(Jfnas para la ad Idem 

axiom* 3 i- 1 ; y con m utat i v a. Para todo x y todo y de V t tenemos 

x + y = y + 

ax soma 4, ley AsociATivA, Cmtesqitiera que seart x, y, t de V, tenemos 

(x + y) + z = x 4- (y 4- 2 ). 

axiom a 5. existence r>E ELEMENTO CER<L Existe un element o en V, de- 
signado con el simbolo O, tat que 

x + O — x para todo x de V. 

axiom a 6, existencia de opuestos. Para todo x de V, el clemento (— l)jr 
tie tie la propiedad 


x A (-J).v -= a r 

Axiomas para la multi plicae idn por numeros 

axiom a 7, ley asociativa. Para todo x de V y todo par de numeros 
rentes a y b, tenemos 


trfbx) — (abjx , 

AXIOM A 8.. LEY DlSTR IBUTI VA PARA LA ADICJ6 n EN V. Para todo X V todo 
y de V y todo tiumero real a, tenemos 

a(.x + v) = ax + ay . 

AXIOMA 9, LEY DISTRIBUTIVE PARA LA ADICrfN DE NUMEROS. Parti t&do 
x de V y todo par de numeros redes a y b, tenemos 

{a + b}x = ax + hx , 

axioma 10. existencia de elemento id£ntico. Para todo x de V, tene- 
mos l.v = x. 
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Los espacios lineales asf defniidos, $e Hainan, a veces. espacios lineajes reaks 
para resaltar el hecho de que se muhiplican los dememos de V por numeros 
reales. Si en los axioxnas 2, 7, 8 y 9 se reemplaza ntfmero real pot ntimero com- 
plete. la e&tructura que results se Hama espacio lineal com pie jo. Algunas veees 
tin espacio lineal se llama tambien espacio vectorial lined o simplcmente espacio 
vectorial: los nu.rn.eros utilizados como multi plicadores $e Human escalares. Un 
c-spaeb lineal real tiene numeros reales como escalares; un espacio lineal corn- 
pie jq dene como escalares numeros complejos. Si bleu consideraremos principal- 
mente ejemplos de espacios lineales reales, todos los teoremas son validos para 
espacios lineales complejos. Cuando digamos espacio lineal sin mis, se sobrenten- 
dera que el espacio puede ser real o comp le jo. 


15 J Ejemplos de espacios lineales 

Si precisamos el con junto V y dccimos como se suman sus clcmentos y edmo 
se raultiplican por numeros, oblenemos un ejemplo concrete de espacio lineal. 
EJ lector fad 1 mente puedc com pro bar que cada uno de los ejemplos siguientes 
satisface todos los axiomas para un espacio lineal real, 

eIEMPLQ L Sea V = R. el con junto de todos los numeros reales, y scan 
x -\- y y a* la adicidn y la mul tip] icacidn ord inarias de numeros reales, 

ElttMPLO 2. Sea V = C el con junto de todos los numeros complejos, dell- 
nimos x + y como la adicidn ordinaria de numeros complejos, y ax como la mul* 
tiplicaddn del nuraero com pic jo x por el numero real a. Aunque los element os de 
V seam numeros complejos, estc es un espacio lineal real porque los esca lares 
son reales, 

eiemplo 3. Sea V = V Ht el espacio vectorial de todas las n-plas de nume- 
ros reaics, eon 9a adicion y la muhiplicaddn por escalares definidas en la forma 
Ordinaria en funcidn de los components. 

E|EA 4 pi,o 4. Sea V el eon junto de todos los vec lores V* ortogonales a un 
vector no nulo dado j V. Si n = 2, estc espacio lineal es tin a recta que pass por O 

con N como vector normal. Si rt = 3, es un piano que pasa por O con jV como 

vector normal. 

Los siguientes ejemplos se 11a man espacios ftmdonates. Los demen tos de V 

son funciones vectoriales, con la sum a de dos fund ones f y g definidas en la 

forma ordinaria: 


avriqhte 


-rial 


(/+J-K.V) «/<: r) + g{x) 
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para todo real x en la interseccion dc |gs dominie? de / y g, La multi plicae ion de 
una funcidn / por nn escalar real o se define asi: er/ es aquella funcion etiyo valor 
en cada x del domitiio de / as a/Cv), Et demento cero es la funcidn cuyos va lures 
son nulos para todo r, HI lector puede comprobar facilmente que cada uno de 
Jos conjtinios siguientes es un espacio fundonal, 

eiemplo 5, El con jiunto de sodas las funciones definidas en un interval® 
dado, 

El em plq 6. El conjunto de todos los polinomios 

eiemplo 7, El ccm junto dc todos los polinomios de grado ^ », siendo it 
H jo,. (Siempre que consideremos estc con junto, ge sobren tender a que sientpte esta 
incluido el polmomio nulo.) El con junto de todos los polinomio? de grado igual 
a id no es una espacio lineal porque no se sati&facen los asionias de clausttra, Por 
ejemplo, la suma de dos poiinomios de grado n puede no ser dc grado n. 

eiemplo 6. El conjunto.de lodas las funciones continuas en un intervale 
dado. Si el inlervalo es [d,fc] + design amos este espacio con C(«r, fcb 

eiemplo 9. El conjunto de todas las funciones derivables en un pun to dado. 

ejemplo to. El conjunto de todas las funciones integrates cn un Intervale 
dado. 

eiemplo H. El conjunto de todas las funciones / definidas en el punto 1 
siendo /(l) = 0. El nutnero 0 es esencial en este ejemplo. Si reempl alamos 0 por 
un mirtiero no nulo f, violamos d axioms de dflusura. 

eiemplo 12. El conjunto dc todas las sulucioncs dc una ccuacidn differencial 
lineal homogdiea y** + a/ + by = G :i donde ay b son constantes dadas. Tambbn 
aquL es esencial el 0. El conjunto de soluc tones de una ecuacidn diferencial no 
hoitKigctiea no sat is face los axiomas de clausura, 

Esios ejemplos y tnuchos qtros h&cen patents edmo el concepto de espacio 
lineal est£ extendi do por el Algebra, la Geometria y el Anatisij, Cuatido se deduce 
un teorema de los axiomaa de un espado lineal, ohie nemos un re suit ado valid® 
para cada ejemplo concrete, Unifieando varies ejemplo? de e?te mod®* cottsegui- 
mos un conocimiento mis profundo en cada uno. En, ocasiones el conocimiento 
de un determinado ejemplo ayuda para anticipar o interpretar resultados vilidos 
para otros ejemplos y pone eti tvidenda relaciones que de otro modo podrlan 
pasar inadvertidas. 
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IS. 4 Consecuencias element files de las axiomas 

Los teoremas que atguen so deducen fieilmente de los axiomas de un espacio 
lineal. 

teqrema 15.1. unicidad del elemento cero. En cualquier espacio lineal 
existe un elemento cero y $ 6to tmo. 

Demostracidn, El axioma 5 nos asegura que edsie por lo memos un element® 
cero. $uponganio$ que existan dos, seam O t y O?. Hacienda i — O, y O = O, en 
el axiom a 5, obtenemos O, + 0 4 = O t , Ati&Iogatrserite, haeiendo jf s O s y 
0=0], encontramos O t H- O-, = 0 M . Pero O, H- O s = O s + 0 3 pOT la ley con- 
mu tativa, asi que O x = O d . 

teorfma 15.2, on ice dad de ele mentos opuestos. En cualquier espacio 
lineal iodo elemento lien* exactamente un opuesto „ Esio es, para todo x exist e 
un y, y s <6h urto taS que x + y = O. 

Demostmcion. El axiom a 6 nos dice que cad a x tiene por lo menus on 
opuesto, a saber ( — 1 )jc. Suportgamos que x tenga dos opuestos, sean e y s > En- 
lonces j£ + y s = 0yjf4- y 3 — O-. Sumando y, a los dos miembros de la primers 
igualdad y apUcando los axiomas 5, 4 y 5, obtenemos que 


y 


;* + U + Pi) = }t + o = y , , 
y'z + (x + y -,) = (y 2 + x) + V'l -0 + y t = > t + O = y x . 


For consign iente y t — y t¥ eon lo que x tiene exactamente un opuesto, el elemen- 
ts? ( — 1 )jc. 


Notacidn. El opuesto de * &e designs por — * r La diferencis y — x ae define 
eo mo la stima y + (—Jr), 

El teorema sigy rente muestra un con junto de propiedades que rigen los 
calculos algebraicos ekmentdes en un espacio lineal. 

teorema 15.3. En un espacio lineal , designemos con x e y dos dementos 
cualesquiera y con a y b dos escatares cualesquiera. T memos entonces las pro- 
piedades siguientes : 

a) 0.v — O. 
h) aO = O. 
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c) ( — = — (cur) = cr( — jO. 

d) Si ax — O, o bim a = 0 o x — O, o tos dos. 

e) Si ax — ay y a ^ 0. entonce s x — y. 

I) Si' ax — bx y x ¥- O, emcmces a = b. 

g) - + y) = ( — -r> + { — y) = - x — y. 

h> x -F- x — 2x, x+ x +x — 5x, y en general, x — nx. 

Demos traremos a), b) y c) y dejamos eomo cjercicios las dem^traciones de la$ 
olras propieckdes, 

Demostracidn de a). Sea z = Ox, Deseamus demostrar que z — O, Su- 
mando z a si mLsmo y apJicando el axiom* 9, encontramos que 

z + z = 0-Y -j- Ox = (0 + 0)y = Qv = z . 


Sumemos ahora -2 a ambos miembros y oblenemos i — O. 

Demostracidn de bh Sea z — aO , sumar z a si mis mo, y aplicar el axioms 8. 

Demostracidn de c). Sea z = ( — a)*, Stimaiido z a ax y aplieando el axio- 
ms 9, enconiramos qye 

z + ax = (~a)x -f ax = (-a + a) x = Ox = Q , 

35i que z es el opuesto de ax, z— — (curb Analogs men to. si sumamcis a( — x) a 
ax y apUeamos- el axioms S y la propiedad ib), encontramos que a( — x) = —(ax). 

15.5 Ejerdcios 


En 3m cj ere id os del 1 al 28, determinar si cede iwio de Ids conjuntos dad(» es un 
espacio lineal led, si la adicidn y muhtpHcacion pgr tsqaJarcs reaks e$t£ definida en 
la forma usual. Para aquellos an los que no cs asi. dwir cuales »P ]«*5 asioniHS que 130 se 
cumplen. Las funcimei de los ejercieios I al 17 sen reales. En las ejerciclot S, 4 y 5, cada 
funcidn liene «n dominio que eontiene 0 y 1, En lot ejerciuios 7 al 12, cada dominio con- 
tienc fades lew ofeeros reeSes, 

1, Todas .as fume i ones ractorales, 

2, Todas las f Lindanes radonales f/g, con el grade de / S que el grade de g (mduyen- 
do / = 0). 

3, Todas las f com /(G) 2 = f(i). 

4, Todas las f con 2/(0) =/{!). 

3 Todas 3as f con fi 1 ) - I + f(Q). 

6. Todas las funciones eseaionadas deflnidtoa cn [0, I]. 

7. Todas las f en las que f{x)—*G cuundo x —*■ 4 - jo. 

8. Todas las func lores pares, 

9. Todas las. func tones imparts. 
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10, Todo» las ftinciones aeoladas. 

11, Todas las f undents credetKcs, 

12, Todas las [undone? con peno-do 2-sr. 

13, Todas las f integriibles eri [fhlj con /JKx)rfx = 0- 

14, Todas las / irstcgirjifaEes cn [0, l] con Jg /(*)< lx fe 0. 

15, Todas las f que salteFacen fix) = }(1 — x) para tode x. 

16, Todos los. poliromios dc Taylor do grade ^ n pare un n fsjo (incluyendo d pofino- 
mio ceroX 

|7, Todas las soluciones de una ecuacidn diferencial lineal homog^nea de segundo orden 
y" + Pix)y‘ +■ 0(je)y — 0, sietulo P y Q funclonss dadas. coolinuai para todo x. 

IS, Todas las succsiones redes acotadas. 

19. Todas las sueesiooes realms eon verge rrtes. 

20. Todas las series reales cenvergenles. 

2], Todas las series reales absolatamente convergenles. 

22, Twins los veclores (x„y, z) de V % corn * = 0. 

23, Twins los vectores fx, y.z) de V con * = 0 o y = 0- 

24, Twins los vectores (x, y,z) de V % eon y = 5*. 

25, Todos los vectores {*«>, z) de V', con Jjt + 4y = I, z = 0. 

26, Todos los vectores (x, y,i) de V K que son produeios de (1, 2, 3) por escalares, 

27, Todos los vectores (*, y, z} de V euygs components satisFacen un sisienna de ires ecus' 

dunes 1 sneaks de la forma 

& n x +. a l2 y + = o , OgiJt + + a w z = 0 , a 9l x + a n y + - 0 

28, Todos los vectores de V„ que son combinaoiones lineales de das vectores dados A y 0. 

29, Sea V — R', el conjunlo de los numeros redes positives. Delinamos la «suma» de dos 

elementos x e y de V como &u products Jf ■ y ten el sentldo urdinario), y definamos la 
rmulltplicacLdm* de un elemeruo x tie V per un escalar c panic ndo X r , Dcmastrar que 
y es on espacio lineal real ctsn el elemento CerO. 

30, Demosirar que d axioaia 10 no pu«k dedueirse dc los otros axiom as, 

[frtdfcflcj'dn: Dar urt ejentplo de un cwnjuntq V con operadoncs que satisfagan 
los axiomas dd 1 al 9 pero no el lOJ 

31* Sea S el can junto de todos Los pares ordenados (x, ,x. t ) de numeros reales, En cada cau 
dcicrminar si $ cs o no un espacio Lineal con las operacioncs de adicidn y m ulti plica- 
don por fistdarts tkfmidas como se indica. Si el eonjunta np cs un espacio lineal, 
mdicar cuiles son los axiom as qne no se cumplen. 

a) f.*| , Vj) + , y 2 ) = , jr a + _>- a ), t3ix t T x t ) - (ax t , 0). 

b) (*, i J,> +■ (Vi , > f 4 > =■ Ui + >'i T OX o(x t , VjJ — C«V| , ax z ). 

c) ( i A , x s ) + (y t . y 2 ) = Ui , t t 4= _y t ), aiv| , x a > ■ (crXj T <J.r s ), 

d) fX! , X t ) + ( v 5 . >’ 2 > = (|X, + X E |, \}\ + >-,|), (H-V S n ^ (f^l, IdXjl). 

32. Demostrar las paries de la cl) a la h) del teorema |5,3. 


iSS Snbespacios de un e$padc> lineal 

Dado ¥ti espacio lineal V sea S un subcon junto no vacio de V. Si S cs tam- 
bien un espacio lineal, entonces S m llama subespacio de V . El teorenta que siguc 
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int rod ucimos los coricepios de dcpendeiicia, imiepetitleiiciu, banes y dimension, 
Ya en cl capftiilo 3 2 eucomramos e$as ideas a I estudiur el cspacio vectorial V» 
Ahora vamos a ex tender! as a espacios lincales dc tipo yen era!. 


15.7 Con juntos dtpendkntes e in depend it nits en un espacio lineal 

[ii-f' i>jk’i6n. Vn can junto S tie elemenlos tie uu opinio lineal V st‘ llama 
liepetni sente si exisle un conjunio finite tie efemenivs distintos de S, .v, h , « . , x i- . 
y un correspondiente am junto de warfares c-, , . 4 , c ): , no todos cent, tales que 

k 

1 = O > 

i ■ 1 

El am junto S s<? llama independiente si no es dcpemlienie. tn tal emo „ cutties- 
qaiera que scan los etemenios distintos ,\ Lr , . , t Xt tie S y los escalates c ,, , . , . a. 

k 

2 v,x, = 0 implied fj = fj ■ h ' ■ = t'j,. — 0 - 

, - 1 

Si bien la depend end a y la independent! a son propiedades de los to nj uni os 
de clemeitios, podemos tamhien a pi' tear esas denom mac tones a los ele memos 
misnios. Por eiemplo* los clemeiitus de un eon junto Indepcndlcmc sc 11 a man ele- 
men tos i nde pc n d ie n le s . 

Si S es un con junto fin i to. In definition anterior cstu de aeuerdo eon la da da 
en d cap ■ tub 12 para cl espncio V,., No obstante, h definition duda aqui no esia 
res tri rigid a a eunjuntOs linitos, 

lirKHPLO I. Si un subcon junto T dc un con; unto S es dependents, cl mismu 
5 es dependieme, Esto es Ipgieamenie cquiv ale rate & la afirmacidn de que todu 
Subcon junto de tin eon junto i nde pend ierne es indcpendienie. 

r I f m n lo 2. Si un elemcnio de S es cl prtxlueto dc otro por un esc alar,. ,S 
es depend it tile, 

E] em pi,o 3, Si O e S r emonces & es dependiente. 

niRMPLO 4. El conjunio vacio es independiente . 

En cl capftulo 12 fuerun di scut id us imichos ejcmplos de con juntos dependen- 
ces e i nde pend ientes. Us samples que a conti miucion se conicntan, iluslran csos 
concepios en espactos funcionalcs. En cada case cl espacio lineal fundamental V 
c> <' con junto dc todas las fundoncs reales del in id as en la recta real. 
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Demostracidn , Cuando V = V» t cl teorema 15,5 se reduce al 12,8- $i esa 
minamos la demostracidn del 12,8 cncuntramos que dnicamente se basa en el 
hccho de que V n es un espacio lineal y no eti otra propiedad particular dc V«-. 
Por consiguienfe la demostracidn dada pari el leorema 12,8 es valida para urn 
espaeio lineal V cualquiera. 


15.8 Bases y dimension 

DEFitficion. Un conjunto finite S de elementos de un espaeio lineal V se 
Uama base finita de V si $ es independents y gfinera V , El espaeio V es de 
dimension finita si tiene una base finita . De otro modo } V es de infinites dimen- 
stones. 

teorema 15-6. Sea V tin espaeio lineal de dimension finita. Entmces toda 
base finite de V tiene el mismo numero de elementos. 

Demostracidn. Sean S y T dos bases f ini las de V. Supongamos que S y T 
eon stan respect ivamente de k y m elementos, Puesto que S es indepertdieme y en- 
gendra V t el teorema 15,5 nos dice que todo conjunto de k + i elementos de V 
es depend iente, Por consiguiente, todo eon junto de mas de k elementos de V es 
dependiente. Ya que T es un con junto independents debe ser m <1 k. El mismo 
razonamiento con 5 y T intereambiadas prueba que k < m. Por Jo tanto k = m, 

DEFiNiciOK. Si un espaeio lineal V tiene ana base de n elementos, el en- 
tero n se llama dimension de V. Escribimos n = dim V. 

e JEM flo 1. El espaeio V w liene dimension n. Una base es el conjunto de 
los n vec lores coordenados unitarios. 

e(em flo 2, El espaeio de todos los polinomios pfM de grado < n tiene 
dimension n + I, Una base es el conjunto de n + 1 polinomios { 1, f, t* t . . . , <"}. 
Todo puli numb dc grado ^ n es una combi nac ion lineal de esos it -El poli- 
nomios. 


e; I em flo 5, El espaeio de las solucioncs de la ecuactdn diferencial 
y" — 2y' — 3y = 0 liene dimension 2, Una base esta formada por las dos fun- 
clones u t C^) = e~ u v {x) = e* f . Toda solution es una eombinaddn lineal de 
esas dos. 

rjempi.o 4. El espaeio de todos los polinomios ptf) es de jnfinitas dimem 
si ones. El conjunto infmilo { 1 „ f, f ! , , , , } genera fiste espaeio y ningun conjunto 
finite de polinomios genera el espaeio. 
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tlohlMa 15.7, Sea V un espacio lineal de dimension fi ftita eon Jim V = n. 
Se tie tie: 

a) Cualquie r con junto de etementos independiente de V es un &ubeon}tmto 
de una cierla base pam V , 

b) Cunlquier con junto de n clement os independietues es ana base pam V. 

Demostracion. La demostradon de a) es identic a a la de la parte b) del 
tcotema 12 ,10, La demist radon de b) es idem lea a la de 9a parte c) del teorema 
12 . 10 . 

Sea V un espado lineal de dimension n y consideremos una base cuyos 
element os e t+ , se toman en un derlo orden. Una tal base ordenada la con- 

sideramo* eorao una u-pla {e e*}. S3 xw K podemos ex pres ur x como una 

combi nation lineal de esos element os base: 

n 

<15.4) x = T c,e, , 

1 ■ _=•! 


Los coeficientes en esta ecuacibn determinan una rc-pla de numetoi (e,, ♦ . . , ed> 
que esta univocamentc determinada por x. En e fee to. si ienemos otra re presen- 
lac i6n de x como combination lineal de e„ . , , . e n . por ejemplej =■ XjL, d t e 4 , 
restando de (15,4) en com ramus que — = O. Peru ya que Ios ele- 

mentos base son independiemes, eso implica que c, = dp para eada i, con lo cual 

(Cj, , . . p c>i ) — ((/j, - • , ,c/.d)u 

Los componentes de la ri’pla ordenada £c 1( , , . , c n ) determinada por (15.4) 
se I lama n componerties de x respeeto a hi base ordenada (e, , . , e * ) . 


1 5,9 E jercic ios 


En cada uno de ios ejereirios del I al 10, 5 es el conjunto de todos los vectored 
{*, y, s} dc \\ cuyos coraponetites salistacen la condicidn que sc da, Dclcrminar si $ es 
un subespacio de VC. Si lii es, cal Cellar dim S. 


1 . x = 0, 

2. X + y - a 

3. J + y + t - o, 

4. * = y. 

5. x — y - i. 


6, .v « >' or j — s, 

1. x- - f =0. 
x + y = L 

9, y = 2x y z ■= 3jt. 

10, x + y + I = 0 > x — y — z ** 0. 


Sea P n el espado lineal de todos Jos polindmicis de grade in, siendo n fiju. En cada 
ejercicio dd II al 20, sea S ei conjunto de todos ios polinomios / de P« que saiisfacen la 
eondicUSn dada. Deietminar si S es un suhespaeio de if^ r Si ]o cs, eakular dim S. 

1 1. fm = 0. 

1>. fm ±= 0. 


TIC 
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Producto* inter iores, espacios euclideos. Norma* 589 

Cuando decimos espacto eucb'deo sin in as. etuendc memos que pucde ser real o 
com pie jo, 

HI lector debtera comp rebar que cad a ejemplo que siguc satisfacc todos los 
a stomas del producto interior. 

ElKMPi.o 1. En V„ sea {x, >0 = x ’ v* cl producto esealar ordinario dc x c y. 

EJE.ufLO 2. Si x = {x, , Jj e y — (>', , y-j) son dos vectored de V t> defini- 
mos {.*%>’) imediante la formula 

tv, v) = 2 a-, v A + Ayr. + + -v^y . 

Esie ejemplo pone dc manifesto que pueden CKislir mis de un producto interior 
cn un espacio lineal dado, 

FjE.upi.o E Sea C(u,b) el espacio lineal dc todas las fund ones reales con- 
tinues era un inlervalo [a, i!>J + Definamos un producto interior de dos funciones 
/ y g con la formula 


(/ Pi — I 

L " 4 

Hsta formula es analogs a la ecuacidn ( 15.5) que define el producto esealar de dos 
vectgres en V, r . Los valores de las funciones j(_t) y g(r) desempefian cl papel de 
los compcmcntcs x, e yi y la integracion d de ta sums, 

e i e m p lo 4. En el espacio C(a, b) t defirumos 

(A 8 ) = | 'nr)/(rj L r )f ) rfi 


donde w es una fund on positive fija dc C(ff, b). Ta! funcion se llama (tine ion pew. 
En el ejemplo 1 te nemos u<t) = 1 para todo t. 

e-iemplo 5, En el espacio lineal de todos los polinomios reales,, dcfmimos 

(/. *> = f ' •-•-'mm dt . 

4) 


Dchido al factor exponential, esta integral impropia converge para todo" par de 
polinomios } y g. 
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cidad era de esp-erar. Esie hecbo cs ana logo a] dc que podemos us [guar ndmenos 
distintos a la medida de la longitud de un segmento rectilmeo dado, segun ta 
election de esc ala o utiidad de mcdida, El tcorema quo sigue da las propiedades 
fund amen lales de las nOrmas quc no dcpcndcn de la elcccibrt dc products interior,, 

teorema 15.9, Em un espado tuclideo, tod a norma time fas prvpiedades 
siguierttes para todos fas elementos x e v. y todos fas escalate s c: 

a) 1 ^ 11=0 si x = 0. 

b) II All > 0 si x # O {posit ivkU fa). 

c) ! f'A ; . *= |c‘j M thomogeneidad}. 

d) ||.v+ i ll < .v || + || v|| [desigualdml triangular). 

El signo de igualdad es vdlido en la desiguahhul triangular si y sdfa si x e y son 
dependientes. 


Demostracfan. Las propiedadcs a), b) y e) se deducen iirniediatamente de 
las axiomas del producto interior, Para demostrar d) observemos que 

I a + >-||* = (x + }\ x + y) — ( x , x) + {y,y) + (x y) + (v, x) - 

= Ml 5 + lljt“ + (*,>‘) + (A, v) - 

La sum a (x y) + 0e._y) es real. La desigualdad de Cauchy -Schwarz, prueba quo 
!u,)'l < |*|i ||y! V que |(*, /)| < : \x §y||, ass que tenemos 

II.* + /It* £ II* ir + 'D!',’ + 211*1 ID’ II - (11*1 + ID ID* • 


Esto demise slra d). El signo de igualdad on d) es valido siempre que lo sea en la 
desigualdad de Caischy-Schwarz. 


de fens cion. En un espado euclideo real V, el rfngufa f&rmado por dos ele- 
mentos no nufas X e y se define tomo el numero 0 del inter wfa 0 < 0 tt que 
satis face la ecuaddn 


(IS. t) 


cos 0 = 


(X, y) 

II .til II >1 ' 


O bservaci6n: La eksigiialdiid de Caitchy.Sdiwarz prwlja que el cociente del se* 
Sundo miembrp dc (I5.&I esta en cl interval© I — l, I ] . asi que exSste s61o urn <3 en 
[0, "1 cuyo coseno- es igual at de esie cocienle. 

15.11 Or logon alidad en un espado euclideo 

nEFiNTCidN. En un espado euclideo V. dos elemmto s x e y se Human arm* 
gonales si sit producto interior es eero. Un subcon junto $ de V es an con junto 


Copyrighted material 



b92 


Espados tineales 


ortogonal si (x,y) = 0 para todo par de elementos distintos x e y de S. Utt com 
junto ortogonal se llama ortonormal si eada uno de sus elementos ii&ne norma t. 

El demen lo cero c$ ortogonal a tocb demen to de V; es el unico elemetuo 
ortogonal a si mismo. El siguiente teorema demuestra una re I scion enlre orlogona- 
lidad y dcpendcneia. 

teohlma 15.10, En un espacio eudtdeo V. iodo con junto art agonal de 
elementos no nulos es independents. En particular, en utt espacio euclideo de 
dimension fittiu i con dim V = n, todo con junto ortogonal que consie de n ele- 
mentos no nulos es urn base para 1/, 

Demostracion. Sea S tin cor junto ortogonal de elementos no nulos de V, 
y supongamos que una cierta combi naddn lineal finiia de elementos de S es cero, 
sea 


I = 0 . 

!■! 

donde eada x t e 1 Formando el produeto esc&lar dc eada miembro por x t y 
teniendo on cuenta que (x, . x,) = 0 si /# l, eneonirtimns que f,U lp x,) = 0. 
Pet© Ui , x 3 ) # 0 ya que x , ¥* O eon lo cual c, = 0. Repitiendo el razonamiento 
cam bi undo x, por x h enconlramos que cads c,- = 0. Esto prueba que $ es indepcm 
diente. Si dim V = n y si S consta de n efemenros, el teorema 15,7 b) demuestra 
que S es una base para V . 

EjtAiPLO- En el espacio lineal real f(0, 2 if) con el produeto interior 
if.g) = Sl M f(x)g{x) dx t sea S el con junto de las funciones trigonometricas {«„» 
u lr u lt . . . } dadas por 

w 0 (x) — 1 , = cos rtj , ~ sen nx , para n — 1 f 2, . » . ♦ 

Si ' m r r ft, tonemes las relaciones de ortogon alidad 

j**u m {x)uJx)dx^Q, 

asf que $ es un cot) junto ortogonal* Puesto que ningun elemento de S es el ele- 
ment© cero, $ es independiente. La norma de eada elemento de S se ealeula fddb 
mgnte* Tenemos (u„ , u„) = dx = 2w y, para n > \ t tenemos 

i wi„-i) = £ "cos* nx dx - it . (u Sn . u tr ) =£sen’ nx dx - it , 
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Por consiguiente, u„ = \'2tt y !l u M u’ = \ tt para « > 1. Dividicndo cada u„ por 
su norma, oblenemos utt conjumo orionormal [q at <p , , , } dondc <jr N = «„/!«„ |, 
A si pues, tenemos 


Vui*) 



* , cos nx 

Tnn 4 (■*) - — , 

7 r 


? t! J *) 


sen n v 



para n > 1 . 


En la section ll.li demoslraremos que todo cspacio eudsdeo de dimension 
fin Eta liens imp base orlogcnat El teorema que sigue muestra cdmo se calculan 
tea componentes de un demento rdativos a imp lal base. 


TEQREma 1 5.1 1- Sea V tm espacio euclideo de dimension finite n, y supott - 
gmnos que S = {e 1p *♦ . „ } es una base ortogunal para V. Si un element o x estd 

expresado com® una combination lineal de (os element®* de la haw, sea esta 

0 ^- 7 ) 

i I 


entonces sus componentes relatives a la base ordenada (c, r , . . , e N ) vienen dados 
por tas formulas 

. . c v , lx, e t ) . t .. 

Cji — i. jPflftJ jf ■“ It ■ * * i ^ ■ 

l e i ’ *' J ' 

En particular, si S es mm base ortonormah cada c, viene dada por 

(1 5.9) c t = [x, e,) . 

Demost radon. Formando el producto interior de cada mk-inbro de (15,7) 
con e s , obtenemos 


a 

bt. c ; > = 1 >,UV r) = c\e s , <>p 

t i 

puesto que {t T j h e } ) = 0 si i ~-£ /. Esto implica (15.Sk y cuando (<?, , Cj) = 1, obte- 
nemgg (1 5.9). 


Si es urta base ortotiormal, la ecuacion (15.7) puede escribitse 

en la forma 


- ld:.e,K. 


avriohiec 


srial 


i 15 . 10 } 


x 



p.spacios lineaks 


L:0 1 


ill siguienie leorema prueba que cti un espacio euch'deo real de dimetisidn 
finjia con una base oriu normal el producto inferior de dos elementos es iguai a la 
giitNa de los produclos dc sus components. 

rtOREMA 15.12, Sea V un espacio euclideo real de dimension finita n r 
y suponsamoa que { e t , , e„ } es una base ortomrmal para V. Pam todo pm de 

element os x e y de V r tenemos 

il 

( 15.1 1} (.v, y) — ^j'.v s e,X v, ej {Formula de Parsevai), 

i. i 

i n particular, cuando x - y r tenemos 


U 5 ,f 2 ) x a = I(.¥, e t f. 

i l 

Oemostracidn, Forniando el prod Lie lo interior de ambos miembros de la 
ecu ac ion (15.101 con y, y aplicando la propiedad de lineal Wad del producto infe- 
rior, obte nemos (15,11). Cuando Jt = y, la ec nation (15-11) se reduce a (15. 12), 

OA.seriwjYffr:' La ecu tun (15,111 sc denejm in 3 tymy sc Indies fill honor dc 
M. A, Parse val (i??6-3£>6 uprosimademenfe) > que obluvo este tipo de formula en un 
es-padi) fundenal especial,. 


1 5- 1 2 Ejerddos 


1. Scan .< = fv ( , . . . ,.\J e y = { y„) vepiorcs arhi(r«irios do V w . Dclerminar en cada 
caso st (v.y'i ei. irn products interior cn V„ si (x.y) esta dcfiuido por la fdrttiuta que se 
da. I! il el cusd en quo U.y) no sea un producio interior, dedr cuales son los. axiom as 
que no &e ssKrsfacen. 


ia) I a',/} ■ V v, | yy 


(d) f.r, i) bl 


i l 


j " i’.'B 

'VW 


I S 

ib) ix. F> «t > V, I f 

I I 


(e) (am ) = Via, +_>', )“ - V>? - ^ y'f 

i'-i ■ i i-] 


W) tv, y) = y r, V r, . 

■ 3 j 1 


2. iitiponpainos qisn rnantonurnos los Ires priraeros a\iomas del producto interior real 
(Armenia, ijncdidiid y hornugencidatt) pero recmplagamos el enarto aniomii pur uno nue- 
vu H'l: (at,a-> — 0 &[ y sdlo si x = O, Demos trar que o (x, a) > 0 para lodo 
0 Inert [x, .v) < 0 para lodo jf ^ O. 
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[indicitcidn: Suponer (jr, x) > 0 para uD (iertO x # O f (y.'y) < 0 para l::i eierio 
y ** O. En d cspscie gcneradc por hellar un ckmrnfo z ^ O tors s 0.] 


De mos! rar que en, lo® ejercicios del 5 al 7 c ad a una de las propositions es valida para 
lodo par de elementos x e y de un espacio euclfdeo real, 

3. ( Jt F y) =» 0 my sdlo si \\x + y\\ = ||jr - j|f. 

4. U F y) - 0 si y $610 ai \\x + >11* = M* + ll>’ll s . 

5. fj, >■) =■ 0 si y sdfo si |[j£ -f- cpD 2: ll-'ell para todo c real 

6. (jr 4- v, .T — v} " 0 si y sdlo si p'| = |vU. 

7. Si x e v son elemental no nulos que form an tin Angulo B. emonees 

b - y¥ = IMP + llvf - ^ g*]l Ifvll cos b 


8. En cl cspacio lineat real C( 1 r <?), defimmos un prod uc to interior por 


if,g) -J J (log x)f{x)gU)dx , 

a) Si f{x) = \ x, cakular |f/|„ 

b’i Hallar un polinomio de primer grade g(*} = o + k que sea ortogonal a la funeidn 
corastante f{x) = 1, 

9, En el espacio Lineal real CL— 1, 1), sea (f,g) =]i, f{t)g{f}dt. Con&iderar las Ires fun- 
clones w n , u„ w, dadas per 

uji) - 1 , trj(D = t , m 3 (/> - 1 + t . 


Dempstrar que dq$ de cl las son ortogpnales, dos forman enire si tin Angulo ir/3, y do® 
forman entre si uti Angulo r/6, 

10. En el espacio lineal P, de 1-odus las pOlLnOmios reales die gradu ^ n, dcfiniinOS 


v ! 


a) Demosttar que if.g) es un producto interior para P B . 

b) Calculat t/.g) cuandp f{t ) jr y git) ~~ + i>. 

c) Si /CD = U hallsr lodos lo$ polinomios g ortogonales a /. 

Ik En el espacio lineal de tod os I os potmomips reales* defmimos if.g) = e~ f f(t}g(f)th. 
a) Dcmostrar qiw esa integral impropia converge absolut&merwe para todos los polino- 
tnias f y g. 

b> Si A„tO = r para n ■= 0* 1, 2, , . . P dempstrar que (*„. Jcv) = Cm + «j! . 

c) Calcular if.g) cwndo jit) = U + i) s y gO) = C + |. 

d) Hallar todos 3os poHnomios de primer grade gi,r;i = j + bt ortogonales a 

12. En cl espacio lineal de (odos tos polinomios reales, deicrminar si (/,g) es o no un 
producto interior euando «e define if.g) con la formula que se da. £n cl caso en que 
ij.g) no es un producto interior, mdicar qu^ aKiomas no son respetados. £n c). f y 

g.' indiiCan derivadas. 
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cird como consecuencia de un teorema cuya demos trac ion ertsena a construir 
eon juntos ortogonales en cualqtiier cspaeio cud idea, do dimensidn finita o de 
inf] nit as dimensioned, La corts truce idti se Siam a mitodo de GramSehmidt M tn me- 
moria de J. P. Cram (LB50-19L6) y £. Schmidt (1845-192!). 

TEOHEMA 15.13. TEOHEMA DE DRTOGON ALIZACl6N, SCO X u - , « , W«fl SU* 

cesidn finita o indefinida de elementos de tm espacio euclideo V t y desigmmos 
con L(x , , . , . ? X ). ) el subespacio generado por los k primer os de es os element os. 
Exfate una sucesidn correspondienie de elementos y jp y lp . T , , de V que t'iene his 
siguieates propiedades para cada entero k: 

a) El etemento y fc+1 es ortogoml a todo etemento del sttbespacio L (y,„ . . y*>. 

b) El subespacio generado por y lt . . . , y± es el mismo que et generado 

por * x t : 


Efyi i j * ■ i }'k) : j < > * p ^i) ■ 

c) La $ucesi6n y lt y 1( . . . * es union, salvo factors s escalates, Esto es, si 
yi >yj,. . .4 es otra sucesidn de elements de V que satisfacen las. propiedades a) 
y b), entonces por cada k exist e un e scalar c* ial que y k = c^y* , 

Demostracidtt. Const ruyamos los e lemon Los y ln y JP . , . „ por induce ion. Para 
iniciar el proceso. tomamos y, = S upon gam os ahora que hemos construidu 

y if . . , , y r de modu que a) y b) sc satisfacen etiando k = r. Definamos vv+, me- 
diantc la ecuacion 

r 

(15.1 3 ) y r+ 1 = Jf r+ 1 - 2 tf ift * 

i— i 

dtonde los escalates a it . . . , a r tieuen que determinarse, Para j < r, el producio 
interior de y f( - L con y r vienc dado por 

r 

(ft+i - y f ) = (x T+l , yd - £ a t iy t , y t ) « (x rM . yd - e/y* , vy) , 

*-i 

puesto que = 0 si / # /. Si y^O, po demos haccr y r+ , ortogonal a y t 

tomando 

<1.5.14) a = <*r+i > yd 

■ > y,) 

Si yt = O h entonces y r +i es ortogonal a y # - para cualquicr tty quo §e elija h en esie 
caso degimos u. = 0. Asf pues, el elemento >v i- , esti bien dtfinido y es ortogonal 
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a cada uno de los anteriores elcracntos y 1p ...» y r . For consiguicnte, cs ortogonal 
a todo elements del subespacio 

^(.'1 1 1 ■ - t . y~r ) 

Esto demuestra a) cuando k = r -b L 

Para demo&trar b) cuando k = r + I t tc nemos que probar quo 

L{}\ , . . . , y^ x ) = L{x v , : dado que L{y x , . . , , j r ) — Ux t f . . . , .v F j, 

Los r primcms clemen tos y lP v r perteneoen a 

-T r ) 

y por tanto estan en el subespacio mas amplio L{x t , . . „ , _x rt , El nuevo elemeiv 
to }'** i dado per {15,13} es una di Ferenc ia da dos elemcmos dc £.(x L , , 
as! que tambien esta en L{xj r F .,}. Esio demuestra que 

/X_l | * ■ - - t y r 4 |) — L( ^ I > 1 ■ ' ► .. l ) ■ 

La ecuacidn (15,13) prueba que v r+1 la soma de dos elemcnius deL(>i , - . - s >v +1 ) 

con lo que un razOnamienlo analogo da ia inclusion cn el Giro sent id o: 

L ( -Y 1 1 ■ - - , £ -£f ■ j ■ > r r+1 ) « 

Esto demuestra b) cuando k — r + 1 + Por h lanto a) y b) ban sido demostrsdos 
por induction respecto de k. 

Finalmente demos iramos c) por induce ion respect® de k. E| caso is 1 es 
trivial. Por consiguiente, supongamos que c) es eierto para k = r y consideremos 
cl demento > f Fl _i . En virlud de b). este demento pertenece a 

/- 1 I i , + + - 1 1 T-- 1.) t 


&si que podemos escribir 


r ■ 1 

J T - l = ^ C ',.l J — - r + ml ! 

»■] 

donde i* e Uy lf w y r ). Qucremos demostrar que z r — O. Por la propie dad 
a), j F i >' <V a. l 'rri ambos ortogonalcs a z r . For ccmsiguienie, su diferencia, z rt 
es ortogonal a z,. Diebo de Giro mode, z t es ortogonal a si' misnio, a si que 
z, — O, Esto complete la demos t ration del teorema de ortogonal tdad, 

En la construction anterior „ puede suceder que }\-i = O para algun r. Entoit- 
ces (15.13) prueba que .v rfl es una combinacidn lineal de y,,,.,, y„ y por tanto 
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de x lt T . . , x r , asi que los elementos x lt .... jk M j son depcndicntes, En otras pa- 
labras, si los k primeros detnentos x tr > . - T xt son i n depend iente s „ ]os elementos 
comspondientes y lp . , . t y t son no nuhs. En este easo los coefidenles ih de ( 15.13) 
vienen dados por < 1 5. 1 4) + y las formutas que definen y lp . . . , Vi se eonvicrlen en 


■P 




Estas formulas eonstituyem el metodo de Gram-Schmidt para conslruir un conjunto 
ortogonal de elementos no nulos y lt , y* que general! el mismo subespacio que 

el conjunto independence dado x En particular, si jf lp rp Xk es una 

base para un espario euclfdeo de dimension finita, entonces y, r ... . y* es una base 
ortogonai para el mismo espacio. Tambien jxxkmos converter es-la en una base 
orlonormal normalizando cada uno de los dememos y Jp esto cs, dividiendolo por 
an norma. For consign ie etc, como corol&rio del leorema 15.13 lenemos el si- 

guiente* 

tf.orf.ma 15.14, Todo conjunto eueiideo de dimension finita tiette una base 
OrtOnOrmai. 

Si x e y son elementos en un espacio euclideo, con y ^ 0, el demento 




U- yd 



(Wi) 

(yi^i) 


I' l cu K A 13.1 El metodo de Gram-Schmidt en V a , Uti conjunto ortogorml { y , , y . ) 
sc cOnstruye a pvrtir de un conjunto indtpendiente .v, , .t,. }. 
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se llama la proyecadn de x sabre y. Bn el metodo de Gram-Schmidt C 1 5- 1 5>^ 
const™ imos el demento y f . n restando de Vi la proyeccidn de x rhl sohre cada 
uno de los anteriores elementos y,, . , . . y T . La figura 15.1 represents La construc- 
tion geometrica en el espado vectorial V\. 

eiemplo 1. En V t , hallar una base ortonormal para el subespaeio generado 
por los tres vectores x, = (1, — 1, 1, — 1), x t — (5, 1,1, 1,)* y x„ — (— 3 t — 3 + 
1, -3). 

Solution. Aplicando el metodo de Gram-Schmidt, enconlramos 


y i = *i — (1. — 1. l!» — 1) s 

ft = X, - n = X, - y, - («, 2, 0, 2) , 

(>'i - > f l) 




(x s , y L ) y ? ) 

1 Ows) * 


x 


3 


— }'i + Fa = (0, 0, 0, 0) . 


Puesto que y* = O, los tres vectores x lh x ti x s dcben scr dependientes. Pero ya 
quo y, e y 2 son no milos. lo$ vectores Jt, y x a son jodependientes, Por consiguicnte 
L{jc ,* -x\) es un subespado de dimension 2- El con junto { y ; , y 2 } eg una base 

ortogonal para esc subcspacio. Dividiendo y E e y* cada uno por su norma llegamos 
a una base OrtOilOrmal que const a de dos vtctores 


llyiill 



- 1- i,-D 


~~(2, 1,0, 1) . 

II Ft II V 6 


EltMFLO 2, Polmomios de Legendre. En d espado lineal de todos log po- 
limcmios, con d producto interior {x,y) =d’.ix(/) >’C0 dl, consideramos la sticesidn 
indefinida x„ t x it x it * , . , donde xM) = Cuando se apltca a esa sucesidn el 
teprema de ortogoraalizaddn se transforma en otra sucestdn de polmomics 
y., y i. >"i, ■ ■■ ► que d mutematico francos A. M Legendre (1752-1835) foe d 
primero en encontrar en su trabajo sobre la teorfa del potential. Los primeros de 
esos polinomios se calculan faciLmente eon ei metodo de Gram-Schmidt. Ante 
todo f tenemos y fl (0 = xM) = 1, Puesto que 

(Jo ■ n) = j* , dt = 2 y (xi , y 9 ) = J l J dt = 0 , 


yi(r> - *&) - - ^0) - t . 

- y s ) 


rightec 


nal 


encontramos que 
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TEORBMA 15-15. TFQREHA BE I.A DESCOM POSITION ORTOGONAL. Sean V Wt 

espacio eudideo y S un subespacio de V de dimension finita. Todo elemento x 
de V puede representors? en forma uniea coma una sutna de das elemenlos, uiio 
de S y mm de S . F-&to es, lenemvs 

(15.1 6) .v = s + »y ,L , doitde j l : 5 y .v 1 e S . 

Ademds, la norma de x vietie dad a por la formula puagoriva 

(15-17) ii v 2 = llJl!* + II J r . 

Dent ostrac ton. Demost nemos primero que exists m real id ad una descom- 
position ortogonal (15,16)* Puesto que S es de dimension finita, tie tic una bass 
Ortonormal finita, sea esta (e,, , e„}. Dado x. definimos lot element Os s y s L 

asi: 

(15.18) s = 2,( r. cjc t . a = v — n 

!- 1 

Observemos que cads termino (x, e,)<?r es la proyeccidn de x sob re et. El elemen- 
to s es la suma de las proyeccciones de x sobre cad a elemenio de la base. Puesto 
que s es una combmacidn lineal de los elementos de In base, s esta en S, La defi- 
nicion de prueba que ]p eeuacion (15,161 es valida. Para demos trar que s ■ 
esia cn S eonsideremos d producio interior de 3 y cualquier elemento e, de 3a 
base, Tenemos 

{.V . c y ) - LV - C,y = *•,) - U, t-J . 

Pero de (15.18), e neon tram-os que (s, e,) — (x, <?,). a si que a es ortogonal a e t . 
For consign ientc j-*- es ortogonal a todo elemenio de S, lo cual signilica que 
.s e -V - r 

Probamos a eoulinuucibii que la deseumpusidon ortogonal (15,16) es uniea. 
Supongamos que x tu viera dos dccomposidones, scan estas 

( 15.19) x = -v + s- y .t s / + r , 

donde & y t estan en S, y y t 1 - estan en SK Queremos demos trar que s = i y 
a ■ = t 1 . Dc (15.19), tenemos s — t = H — ,\ J , asi que sdlo necesi tamos demos- 
trar que s — f — O, Pero 5 — I a S y /-*- — ji n s- con lo que s — t es or to- 
gonad a t 1 - — s L e igual a t 1 — ,v *• . Puesto que el elemento cero es el unieo eie- 
mento ortogonal a si mismo. debt scr s — t = O, Esto demucstra que la decom- 
position es tDllica. 
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Pcto \\s — f > 0„ con lo que x = /j 1 > ,e — s ]*, valiendo d $igno iguai si 
y sulo si s — i. Esto complete 8a demoitraddn. 

e|emplo 1. Aproximacidn de funciones continual en [0, 2-r],por poiino- 
mios trigonomitricos. Sea V — CIO, 2 it), el espacio lineal de todas las funciones 
reales continues en el intervalo [0, 2^]* y definamos un producto interior rnediatue 
la ecuacidn if,g) — f{x)g(x) dx< En la scecidn 15.11 vimos un con junto orio* 
normal de funciones trigonomdtricas ( U, v i ► V a , ... t donde 

1 , . cos kx . , sen kx . t 

(15.201 tjj.x) = — =*, '/**■ it*J = — — i 9 2 d v» - — . para k £ 1 . 

\ „ iT \ 7T \ TT 

Los 2n + 1 elementos V f Jh . . . „ gene ran un subespacio S de dimension 
2 n + I, Los clementos de S se Hainan poiinomios irigonametricos. 

Si / e C(0 P 2*). sea /„ la projection de f sobre el subespacio S. Tenemos 
entonees 

{ 1 5 . 2 1 > /„ = 2 { /- 9*. ) 7 a- . donde £ /, v a- > = I '7( *) y A .(x ) <f.v , 

£ U r 

Los numeros se llaman coef ideates de Fourier dc /. Aplicando las for mu- 

las (15.20b podemoa poner (15.21) en ia forma 


( 15 . 22 ) 


donde 


fpx) = + V (ti, cos kx + i^.sen kx) , 

A ] 


‘ J A 


ft \ } cos kx d . v , 

. n 





fjT 

/(.v) sen h x ilx 
J* 


para k == 0, l P 2. , . . , n. El teorema de aproximacidn nos dice que el polinomio 
trigonomfrrico (15.22) aproxima / mejor que cualquier otro polinomio trigono- 
metricc de S„ en el seniido de que la norma ! / — jV es la mis pequetia posible. 

eiemplo 2 . Aproximacidn de funciones continues en [ — 1. 1] por poiino- 
mios de grado < it. Sea V — C{ — I, 1), el espacio de las funciones reales con- 
tiiiuas en [ — 1, 1], y sea (/,g) = JL l /(jc) gU) dx. Los n + 1 poUnomios de Le- 
gendre normal) zados y 0s f ,, . . , , iniroduridos en la section 15.13, genera n un 
subespacio S de dimension n + 1 que consta de todos. los poiinomios de gnulo 


Copyrighted material 



Hidden page 



E}crcii.'ios 


707 


4 . tn «l espado lineal dr tudus los- point ©mi os rales, con prod ul 10 imerior (a. — 

l. 1 , x{0yit)dt, sc;i = r paw n - D, 1, 2 Dcmcslnir que 1»$ fun denes 

1 JO ^ l , f n ( / 3 * 4 Ct — ii* JmIf) = \ 5 ( in* - *5r 4- l> 

lcrm#n un con junto oito-nonnal que genera cl mismo anhcspado que lx,. x,. xj, 

5. Sea v el cspacio lineal de sodas las fureiones teaks / ccmmluas etl [0. + or.) y tales 

que la integral J fl 3 a 'f-{t\di converge. iJefinamos if, p) = J y sea y,,. y 3 < 

y. el con junto dblenidn a pi kendo cl merodn dc Crani-Sehmidt a A" h . x , jc.. . . . , 

duildu jcJIJ) = f* parti a & 0. Demos I rm* quc >■..(/) ±± 1. y (i) ±= t — |. yjr) = — if + 2, 

y :| i.f) = t* - <lt- + lHt - b. 

6. F.n cl espadu I meal real Ct 3 „ ">) con product© inierior i/, g) - J? /iJdgU'WA-,, sea 

fi.x) = l/.v y tkniotnrar que el polmomio constant? f mas jinfoimo a / cs g *= 4 log 5. 
Cal cu for g — f ' para esie g, 

7. tr» el e spado lineal real 0.0. 2> eon prod ue to interior U.g) ==. J jj fix}g{xfdx t sea 

fix 1 = c v demos tr«ir que el polhtoritlo eon smote g mtis proximo a / cs g=\{e- — I). 
Calculsr g - / J para L j ste g. 

S. En cl etpucio lineal real 0—1, 1) con produeio interior (/. g) =J_]/(.v)gt.v)d.v, sea 

/i.v) — e y hall a r el polinomiu g mii proximo a /. Culciilar — / f para etc g. 

9- En cl espaeio lineal real C(0, 2^1 eon product© interior i/. g) s jj- 7 /(jrigrdd.v, sea 

fix) = X. E! Hi el subOspado genera da par ir u {.d — l , u (Jt) *± cos ,v, a (.vi = sen .v, hdlat 1 

cl polinomio Lrigononi dried rmis proximo a /. 

ID. I!n 4.1 espacto lineal V del ejerdci© 5. poster fix} = e ' y Eialkir cl polmomi© de prhw 
grado mils- pun into a /, 
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TRANSFORMACIONES 
LINEALES Y MATRICES 


16,1 Transfurmaeiones lincales 

Duo dc los modernos objetivos del A nil i sis cs un esludio amplio de f undo- 
ne* cwyos dorm ini os y recomdos son subconjunlos de espados line ales. Tales fun- 
ciones se II am an iramf ormacion.es r aplicaciones, u opera do res. Este capfUi lo trala 
de los ejemplos mas send llos, Eiamados iransformaciones Uneales, que se presen- 
fan en tod as las ramas de la Malematica, Las propiedades de iransformaciones 
mis generates se obttenen a menudo aproximandolas mediante transform aci tv 
ites Jincales. 

liuroducimos primero la notacitin y la terminologfa mis corriente itlativa a 
funciones cualesquiera. Sean V y 14’" dos con juntos, El simbolo 

T : V — W 

se nsflri para indicar que T es una funddn cuyo dominio es V y cuyos va lores 
estin eti W. Ears cada x de V, cl elemenio T(x) de 14' se llama imagen de x 
a t raves de T, y decimos que T a plica x en T{x), Si A es un subcon junto cual- 
quiera de V, el eon junto de todas las imageries T{x) partt x de A se llama la ima- 
gen de A a i raves de T y se re presen I a per T(A). La imagen del dominio V, T { V ) . 
es el recorrido de T 

Supongamos ahora que V y 14" son espados lincales que licnen cl mistno eon* 
junto de cscalares, y definamos una transformation lineal eomo sigue, 

definicjAn. Si V y W son dos espartos lirteales t una juncidn T : V -* W se 
Hama iransformacidn lineal de V en W r yj tiene las propiedades siguientes: 

a) Tlx 4 - y) ™ T{x) 4 - 7’4_y) cualesquiera que semi x e y de V H 

h\ T[cx) = cTix) para todo x de V y cualquier oscular c. 
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7 'ratis formaci ones tineales y matrices 


Esto signihea que T conserv'd la adicidn y la mul tipi icac ion por esc ala res. 
Las dos propiedades pueden comb bane en nna formula que establcce que 

Tim + in) = a7U) + hT{y) 

para fodo x y todo y de V y todos Ids esca lares a y b. Por induce ion, tenemos 
tambien la relacion mis general 

Vr-E / 1 

para it elementcs cualesquiera x lt . . . $ x„ do V y it escalates cualesquiera 

dl,r ■ ■ ■ i Uni 

El lector puede comprobar facilmente que I os ejemplos sigu ionics son traris- 
forinaciones lineal es. 

b|tM pirO 1. F mnsformacidn identiea. La transform aci 6n T\ V V, don tie 
T ( .v ) = x para lodo je de V, sc denomina transform acidn idenliea y se designs 
por / O por /v, 

E|£MPLO 2. Transformation cero* La transformation TiV V que aplica 
cadi demon to tie V en O sc llama transformacibn cero y se designs por O. 

epemplo 5, Multiplication por un escular jijo c. Tcnemos aqiii T:V -* V, 
donde T(x) = cx para lodo x de V. Cuando c = l, sc trata de la transform acion 
identiea. Cuando c = 0. es la transformation cero. 

ETEMPLO 4. Ecuaciones tinmies. Sean V — V„ y W = V, K . Dados mn 

numeros reales a,t, con r = 1,2 my k ^ \ t 2, deltnamos T : V„ ■* V m 

como sigue: T aplica cada vector x = {x lt . , . ,x„) de V n en el vector y = <y, f 
. , . , y N J de V m tie ae tier do con las ecuaciones 

SL 

y t = V a tk x k para i = 1.2 m . 

ft ■ i 

epemplo 5= Producio interior con vn clemento fifD, Sea V un espacio 
Euciidec. Para un clemento fijo 2 de V\ define mos T:V -* & asi: Si x £ V, 
T{x) = (jc,r) f el producio interior de x por z. 

ejemplo 6. Proyeceion s obre un subespacio. Sea pi V un espacio eudideo 
y S un subespacio de V de dimension I in da. De fin am os T : V S ast: Si x r " V, 
I'lx ) es la proveoeton de .v sgbre .5, 
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J : l EMI- i.o 7. Lt operador derivation. Sea V el cspacig lineal de lodus las 
f undo lies reules f derivable* cn un inlcrvalo ybierto (a, h). La transfomtadon 
lineal que apNea cad a fund on / do V cn %u derivada f se llama operador deriva- 
dun y se designs por D. A si plies, ten enters D: V ^ K, donde D{j) = f* para 
eada f de V, 

hi m in . o 8 . Lt ojK'rudar integration. Sea V el e spado lineal de lodas las 
i'uneiones. re tiles eunsinuas en un intervalo [rf, 6]. Si / e V, ddinamos g = T(/) 
cDino lu fiuiddtl V dad a por 

HU) = | si 

■'fl 

Lsu transform tLcidii 7 se llama operador in teg radon. 


16.2 Nuclco ¥ tecorrido 

lir esta section, T represent a una trims formed on lineal de un espado lineal 
V en un es patio lineal W. 

TiiOkEiM a 16. L. LI con junto T(V) (rccorrido de T) es un subesjxtcio de W. 
Adenitis, T a plica el elemenio eerv de V en ft elvmento euro tie W. 

Demost ration. Para deinoslrar que T(V) es un subespaelo de IV. tan solo 
necebiliimos eomprobar los ti\ioma* de da usury. Tomcmys dos ciementos eutiles- 
quiera de T(V'), scan 7’(.v> y Tty). Ri nonces T“U) } T(y) = Tix ■■ y>. a si que 
7"(.v) + Tty) pcrtcnece a 7'4 V). Asimismo. para eufllquier esealar c tenemos 
cT[ .V ) as con !u que cT'(.v) perlenece a T( V). Par l oils iguie rile, I ( V ) es un 

suhcspacio de W. Tomando c = 0 en la relation 7'fc.v) = rTfO, enconlTiimus quo 
T(O) = O. 


ije-hniciion. LI eonjuitto de lodvs tvs demenios tie V que T up! tea en O se 
Minna nudeo de T y se desigtttt por \\T). Asf pue s, letter non 

\\T)= \x\x-r. V y VU) = 0\. 


TioitiLMA 16.2. LI nudeo de T en un uibespacio de V. 

Ihumstn/civn. Si x e y estan cn N{T K lo mismo les oeurre a .v -fc v v a ex 
para todos Ids es&alares e t ya que 


Tix + y) = 71 .vl + Tie) = O 


Tux) = cT{x ) = 0. 
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Transformackmes lineafes y matrices 


Los qempfos que siguen describe!! los ntidcos de las transformation?! linca* 
Its dad as en la seccign !6,1. 

efemplo L T mnsformuciort identica. El nucleo cs {0}„ el subespacio 
const iluido tan solo pot el dememo eeto, 

ljlhplo 2, Transformation cero. Puesto que todo demenlo de V so aplka 
en cero h el nucleo es el mismo V. 

eiemplo 3 , Multiplication par un escatar fijo c. Si c ¥= 0, ei nikleo solo 
comlene el demento O Si c ” 0, el nucko es V. 

ejem plo 4, Ecuaaones tmeaies. El nucleo esta const ituido por lodos los 
vectoreE {x lr , , * t xJ de V H para los cuales 

n 

— 0 para i = 1 , 2. . 4 , in . 

t i 

rjEMPLO 5,. Producto interior par un e [emeu to fijo z. El nucleo consta 
de todos los demen tos de V orlogonales a i. 

efemplo 6» Proyeccion sobre un subespacio S. Si x e V „ lenemos la 
unka descomposidon orlogonal x = s + 5 4 (seguin el teorema 15,15). Puesto que 
7u) = s P tenemos Tlx) = O si y solo si x = s L . Por consiguienie, el nucleo ‘es 
$ L , el complement ortogonal de S. 

EIEMPLO 7. Operador derivacidn. El ttucleo esta formado pot lodas las 
fume tones eons tanles en el intervals dado. 

efemplo 8. Operador integration. El nucleo contiene sola men te la fun* 
cion cero. 


16.3 Dimension del ntfcleo y tango de la transformation 


Tambien en esta seeeion T represents tina transformackm de un espacio lineal 
V en un espacio lineal W. Nos interesa k reladon entre las dimensiones de V, del 
nucleo N{T) y del recorrido TtPL Si V es de dimension Anita, el nucleo tambidn 
lo sera por scr un subespacio de V. En el teorema que sigue, demostramos que 
d rccorrido 1\V) tambien es de dimension Anita; $u dimension sc II a mu fli/igo 
de T. 
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'I'HOftiiM . a 163- Si V es dc dimension finita , samhien to t*s F(V) P y t enemas 

(16. 1 ) Jim S{ T) + dim Ti t r ) =■ dim r . 

Dkho de Giro mode, la dimension del nudeo mas et rangv de una transformation 
lineal es iguaf a la dimension de su dominio. 

Demost ration, Sean n — dim V v f una base para N(T)< donde 

k = dim i V(T) <[ n. Segun el leoreina 15,7, csos ele memos f orman parte de una 
ciena base de V, por ejemplo dc la base 

( I 6.2) 1 t < ■ ■ - n < i ’ f*i] i ’ ■ - i ^Jt r > 


donde k + r — n. Demosiraremos epic los r clement os 


(16.3J 


Fl L?fr r 1 ) I it /■ | /) 


forma n Una base de Til'd, demos t rand o asE que dim = Pueslo que 
tamblfri esc demuestra ( 16.1 ), 


Demos tramos primero que los r elementos de ( 16 . 3 ) genera n T(V). Si 
y ’HV), es y = 7 'Ui 1 para im c ter to x de V . y podemos cscribir x = c,e t + 
4 * « . . + f* +T e j *i r- Luc go, te nemos 


*M-J ),■ / r ^ +r 

y = T(.v) - Vr..n<-,J = l + V , V <■? (,,) 

•' 3 ' >■ I 1 i - t 


puesto que 7 , > — , =77^)- O, Esio demuestra que los elementos (163) 

gene ran 7 ( l ). 

Demon tremos ahoru que esos elementos son independientes. Suponganto$ que 
exist ieran escalarcs e* + talcs que 


IH r 




O 



= 0 
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pur tu quc el domonlo .v = a T ,fi. L + . - ( 4 curfUf serm del nucko N{ T). Sig- 
nifica Cslo quc cxislirian esea tares c,, . . . , c* tales quc x = c,r, + , . - + c*£t, eon 
lo que [eiidri'amos 


•'•• i ■ r 

,v - * « £ t;r, - y -: ,e, * . 

e-1 >-!;■ t 

Pcry corny los ekmentos (16-2) son independientes, tod os I os esc ala res c, ban de 
scr eery. For cansiguicntc, los demon I os (,16.3) son Independ femes. 


Sota: Si V os dc dirnfinsitSn infimia por lo- mcn-os unb da loa dos A'lT> o 71V' i es 
de dimension infinita. En cl cjcrcicio 30 de la Scccion 16-4 se esboza una demosiracidn 
de eslc htxho. 


16.4 Ejencicios 


En, cada lift’d de tet cpereicios drl I al Id, sc dcfmt pjia (racijdormacion V — * V* 
median te La formal li ddii para 74 x, yK dunde (a - , vl c* UTl punlo cualquiera de V'„, Dctcr- 
minnr cn Cl ".in i-i 7 ' t L b LiilliI. Si l L _ h ]inuu| f -:l l-.: i r i i:.i!^ ■ >lpii %-t ntJClwti y . I i c. i 'rri.:i ■. 

cak-ular ia* dimensiones 


1 , T \.\ . u = (i . ,U. 


6- J = (y\ c'). 


2. T(.\, b'j = (\\ -y) 

3. T{.\, y\ = (.v, 0). 
4= Hr, i'l = (.v, x'l 
5. nx f y) =(x\ y fi ). 


7.. 7'(a\ ii = i..h, IK 
-H. '/'( a, l i = (.v + Ly + I L 
4. Tix, i ) = - ;i . a tji 

10. 7'(.c s _i ) = — i . v 4 i K 


11 aeer la mi&ino en c;.da gnu de las cjcnricios del It hI 1). Si La trEinsfarmltidn 
T : V'.. —* V . cs la quC sc i ndit j . 

11. 7" hace pirar cuulquier puma til mis-mo dngulo alredudor del origeo. Lsto es. T apliea 
nn punlO de cuurdertiidas poluncs. \r.0\ en el punta de cuordciiadaft pohiines (r% fi + 
donide '3 es liju. A denial? „ T aplicu O cn si inismo. 

12, J aplica eada pun to cn so sintetrico respcclo a una recta ftja quc pasa por el Origen. 

14. 7 np iep r. iiii punlo cn cl puruo (1, IK 

14. 7’ a plica cada putklO tk“ toL)r<lcna(iEJs pylureS (/*, I en cl pirn la 4 c cOurdenadas (.2 rjfy. 

Adcmus. T a plica O cn st mismo. 

15.. T aplica eada pntilo de coordcriailas jwlares (r. ft) cm el pnnlo de eoordemdas if,. 20}. 
Adciuas, T aplica O cn at mis. mo. 


Hater la rnismo cn cadu unu de las fjefehios 16 al 21 si la [riin&furinacidll 7": V a — > V . 
csta dclinidu por In Formula quc m da para T(m, c. *), don do (.v. v, *) es nn pun to arbitrario' 
de V ,. 


Uc T ( .r„ i ■, i’, a l 

17 . n.v. v. r> — (.c, L’, 0 >. 
LH. Tix,y. cl - ( jc, 2 ii 1 , 3 j} 
l 4 >. 7(.i. i . J I = (.v, i'. 1 1 


2H. nv, Fl i) - (jt t l,y -t !, J — IK 

21, Ti v* v, .t) -= ( v + I , v + 2. r i 3 1 . 

22, ru/r, z) - ix.yK **' K 

23, r, r) - [a + J» U. ,v + s'i. 
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716 Trans fotmaciones lincales y matrices 

16.5 Operation £5 algebra icas ton trail S f orm acion e s lineales 

Las fundones cuyos valorem pertenecen a un espacio lineal dado W pueden 
sumarse unas con oiras y pueden muUipllcarse por escalares de IV de ueuerdo 
con la definition siguienie, 

definici6n. Sean S:V -* W y T:V -* W dos juncicnes con utt dominio 
comiin V y con vttlores pertenecientes a un espacio lineal W r Si c es un escular 
cualcjuiera de W. dejinimos la sumo S 4- T y el producto cT por las ectiac tones 

(£ 6 . 4 ) (S + T)(x) = Six) + » icT)U) = c J\x) 

para tado x de V. 

Nos interesa especial mente el caso en el que V es tambidn un espacio lineal 
con los mismos esca lares que W. En este caso design amos con y\ v, W) cl eon- 
junto de todas las transformaciones line ales de V en W, 

Si S y T son dos t ra n sformac i ones lincales de d/\ v r M ), es un sencillo Cjerci- 
cio comprobar que S-\-T y cT tambien son t ran sformac tones lineal es de f f\ V t El'). 
Aun mis. Con [as ope rac tones que acabamos de defirtir, el mismo conjumo 
¥{\\ W) sc Eransfotma en un nuevo espacio lineal. La transformation cero sirve 
de elemenlo cero en ese espacio, y la transformation ( — I)F es la opuesia de T. 
Sc comp r neb a que se satisfacen I os diez axiumas de un espacio lineal. For con- 
siguieme, tenemos el siguienEe, 

nokiM a 16.4, El con junto V , 14) de todas las tramformaekmes Unea- 

ten de V en W es un espacio lineal con las Operatic nes de adtikkt y multiplica- 
tion por escaiares definidas en (16.4)* 

Una operation algebra ica mas interesante que se efectua con las transfer 
macioncs lincales es la composition o multiplication de t ran sformac tones. Esia 
operation no uciliza la cstructura algebraica de un espacio lineal y puede definirse 
con entera general] dad del siguiente mode; 

DEFiNictdN. Dados las eon juntos U, V, W. Semi T:U ■+ V unci funcidn con 
dominio U y valores en V , y S:V -* W otra fimeien con dominio V y valorem en 
W , La composition ST es la funcidn ST:U ** W definida par 

(STKjt) “ S[F(v)l para lodo Men U , 

A si puts, para apticar x medianie la composition ST, apiicamos primero x 
median tc T y Liege apiicamos T{x) por medio de S. Eslo se represetua en la fjgu- 

ra 16. L 
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donde U ca hi transformation idemicu sohre V. Utw fimckm R:Ti V r I ** V se 
llama inverse de T por la derechu si T[fl(y)J = y para Uklo y de 7VV), eat a es, si 


f R — f r < t ) j 


domic h li t qs in irunsforrnaddn identica sabre T{V), 

ijLMPt.o. Vm jttucidn sin inverse par in i zip tier da pern con dm inverses 
par In de reef to, Sean V = { U 2} y W — {0}. Dcfiniimos T. V ■+ IV' cumo siguei 
TU) = T(2) = 0, Estci funcidn liene dos inverts por la dereeha P;VV F -+ V v 
R f . W -* V dad as por 


mo) = i , trm = i . 

No pued e lener in versa por la izquierdti S ya que olio evigiria 
l = S[n 1)1 = Sm y. Z- 5(71 2}) - 5(0) . 

Esie seneillo ejemplo pone de maniliesio que no liene que esislir neces aria me rite 
in versa por la izqufcrda y que la in versa por la dcrecha no lie lie que ser nceesa- 
riamente Cinica,. 

Toda funeiuti 7’: V -* W ikne por lo me nos una in Versa ii la dcreeha. En efee- 
to. cada y de T(V) tiene la forma y = T{x) para td niemu un .v de V Si elegimos 
uno de csos valores r v definimos R{y) ~ a\ cnlonecs T[R{y)] — T[x) = y para 
cada v dc T{V), a si que R cs una in versa por la derecha. La no imieidad puede pre- 
sentarse debt do a que puede haber mas de un x de V que se aplique en tin y de 
T{V). Dentro de poeo dcnioslraremos deorema 16. 9> que si eada y de T(V r ) es 
ta in age n de un solo x dc V, b in versa por la deice ha es mi ten . 

Antes demostraremos que si cxbie in versa por la izquierda es linica y, a) mismo 
tiempD, gs in versa a la dureeha* 

TiconivMA 16.8. Una TzV W puede tetter a to mils mm inverse por hi 
izquierdti. Si I tieiw m versa por ia iztftiierdu S. entonces S eg Utmbhht inverse 
por In derechti, 

Demost radon, Supongamos que T lenga dos in vers as por la izquierda, 
S:T (V) -* V v S’:T(V\ -* V, Flijamos eualquitr y en T( V ), Demusiraremos que 
5l>0 = S r ty). Como y = T{ x) para un dmo x de V> lonemos 


SHU)] = a 


y 


vimn - ^ , 
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dei iNict&N. Sea TiV -* W uno a uno en V, La unices inverses de T par in 
izquierda (in cud sabemos que tambien es in versa por la derecha) se deaigna 
por T \ Decimas que T es invertible t y iiamamos a T~ l fa inversa de T. 

Los resultados de esta seccidn se refteren a f unci ones cualesquiera. Seguida- 
mente aplicamos esas ideas a las transformation's line ales. 


16.7 Transforms clones lineales unt> a uno 


Hn esta seceidn, V' y W representan cspacios lineales eon los mismos esca* 
lares, y T.V ■+ W es una transformation 3 meal de &(¥< W). La linealidad de T 
nos per mite expresar de varias man crag la propie dad de que una transformation 
lineal sea uno a uno. 

teoRema 16.10, Sea T\V -* W it no transformation lineal de W). 
Son equivalents las sign fames proposiciones. 

a) T es uno a uno en V. 

b) T es invertible v su in versa T 1 : T(V} V es lineal. 

c) Para todo x de V t T(x) = 0 implicit x - O. Eslo es, d suideo N{T) con- 
ikme solamente el element o cero de V, 

Demostracion. Demos rraremos que a) implies b), b) implies cl, y c) §m pli- 
ca a), Supongamos primero que a) es cierta. 7" tiene cntonces in versa fscgdn el 
leorema 16,9), y lenemos que demostrar que T 1 es lineal, Tomemos dos elemcn- 
tos cualesqueera u y r de T(V), Enronces u = Tlx ) y r = Tty) para algun x y 
algun y de V. Para dos escalares eual esq u sera a y b, te nemos 

an + hv = a'Tix) fa bT{ t ) = T(ax fa />r) , 
ya que T es lineal. Lucgo, aplicando T *, ten cm os 

f ’ famt + be) = cr.v fa hv = uT J («) + bT '((.?), 

Hsi que T* 1 es lineal. Por cons iguie rite a) imp lie a b). 

Supon games seguidamente que b) es cierta, Tomemos un x eualquiera de V 
para el cual T{ x) = O, Aplicando T~\ encontramos que x = T ''f.O) = O, puesto 
que T 1 es lineal, Por consign tents, b) implies e). 

For ultimo, supongamos cierta c). Tomemos dos dc memos cual esq uiera u 
y ?■ de V sietido T{tt) = T(r}, Por la lineal id ad, te nemos T(u — t) = Tijt) — T(r) = 
ss O, ass que tt — v = O. Por con si gui eme, T es uno a uno en V, y qued a comple- 
ted a la demostracidn del leorema. 
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16J0 Repre^entaciun mam vial dc las transform**: tones lincales 

El teorema 16,12 dermic stra que tina transform scion lineal T:V -> W die on 
espacto lineal de dimension finita V esta de term ina da por su action sob re on 
conjunto dado tie demcnto$ base <?, , . * . , e.„ Supongamos obora que el e spado W 
tambicn cs de dimension linita, por ejcmplo dim W = m, y sea >i-, , , . . „ if,, una 
base para W. (Las dimetisioncs n y m pucden ser o no iguales.) Rues to qua T 
dene los valorcs en W r eada clemvnto F(ra) puede expresiirse, con uniddad, como 
una combinacidn lineal de los clcmentos de la base u\ , . , , , n por ejenipio 

m 

= I W , 

j i 


donde t,t son los com pone n lea de T(e^) respccto a la base order ad a 

( it 1 ! , . . . , u \J. Dispondremos verticalmente la m-pta {t,* » . * . , ui cornu a con* 
tinuacidn ae indiea: 


06.9) 


‘it 


■at 



Esto sc llama vector cohtmna o matriz cohitmw.. Tenemos una tal columns para 
Cdtla uno de los n elementos Tie,) , Tie,,). Colons n do las una junto a olra y 
encwandolas en un par de eorchetes obtetiemos la d is posit ion rectangular si* 
puiente: 


kl F. ' Ft 
h i r±i - 4 * h* 


EjIc euadro sc llama matriz y eonsta de m fiias y n columnas. La llama mos matriz 

m X n. La primera fila es la matriz I X it (Fi , i %z Ft). La matriz m X I 

{16,9} es la k-&$ ima columns. Los escapes /,•* van a fee (ados con dos indices, el 
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primero r indica la jiltt y el scgundo k indict la column# en las codes apareee t lS . 
A t,i k llsutiamus cl elemenio ik de la matrix. Tambien sc ultlizsi la not add ft abte- 
viada 

('.*>• o (V>Xi> 

para designer la matrix euyo elements ik es t st . 

Asi pu.es, loda transformation lineal T dc un espado n -dimensional V en Tin 
espacto m -dimensional W da origen a on a matrix in X n (fit) cuyas columnar son 

los com pone n its dc T{e t ) T( cd relatives a la base ( w * La Ike 

niamos representation ma trivial dc T relative a isnas bases ordenadas U 1 - , , l-,,1 

dc V y (n 1 , , . . . , n',„ ) para W. Una vex conod da la inairiz in). I os components 
de tm elemenio cualquiera Tix) con re lad on a la base dr, ;i' r *) pueden de tor- 

mina rse como sc explica en el icorcmu que siguc, 

rttOKLMA lb, 13. Sea T urn tramfomm-i&n lineal peneneciente a / "i 1 \ U'l 
dmde dim V = n y dim W = m. Sean (c, , . , . . c„) y (il-, . . , . .nv,,) buses orde- 
nada% de V y W, respect ivamente, y (/,*) Itl nwtriz m X n euyos clemen ton estdn 
detenninados por las ccuaeiones 

1 1 6.10) Tie,) — ' P«rn k = 1,2 n . 

f i 

Entttnces tin elemenio cualquiera 
(16 1 l) x 

a i 

de V con component? a (x\ p „ . . r x. t ) relative a (c, . * . , , <?,,! e% apt Undo por T 

en el element*} 

(I 6.12) T(x) = f m 

p i 

<?it W con eompanentes (y, ><w) relatives a (n 1 , it r „). I. os. y, cstdn 

tigados a los components de x mediants las eviiaviones tineales 

m 

(16.13) y, = £ ?,***. para i — U 2 

r, I 
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Transformation's linetiltti s v matrices 


Dentom ration. A pile undo T n csda unn de lus miembrus de (16-1 1 ) y uli- 
lizando (16.10), obie nemos 


Tt M JW s M 

T( v) - V = V ** V ^ I | I i rk *t ) w, = V v vv, s 

I t 1, i =1 r I A l i ■ I 

en doitdc eada y, vienc dad a pot (16.13). Esio cotnplda la dtmoslraddn, 

Habicndu degido Lin par de bases If, .... . e M ) y ( n 1 iv m ) para V y W, 

res peel ivamente, tqda Ira reformat ion lineal 7\ V -* W tiene Lina represen lac ion 
matridal (fj. ). Recipr oca mente, si disponemos de mrt escalates colocados form ando 
una mairiz rectangular uti) y elegimos on par de bases ordenadas para V y W, 
es fad I demostrar que exisle exactamente una transformed on lineal T : V -* W 
que tiene esa representaddn matridal. Definimos T simple me me con los elementos 
base de V por medio de las cctiaciones (16, 10). Entonoes, segun el teorema 16.12. 
exists ana y solo una transfer mac ion T: V -* W con esos va lores asignados. La i ma- 
ge n 7(jr> de on pimto x dc V viene entonces dada por las ccoaciones £.16.12) y 
(16.13), 

i li MF't o 1. Construction de mm transformation lineal a partir de una mm 
triz dada. Supongamtis que disponemos de la mairiz 2X3. 

"3 1 —21 
1 0 4 _ 

Elijamos las bases usnales de tee cores coordenados unitarios para V., y V.^ En- 
tonces la matriz dada re presents una transform acton lineal T : V, -* V* que aplica 
un vector cualquiera (jr,, xc. j,) dc V* en el vector (y J4 y 2 ) dc V* de acuerdo con 
las ecuacioncs lineales 


y, = 3 a'i + x, — 2 .v.j 
l'a — A 1 1 + 0-Vu + 4.V 3 . 

eiem plo 2, Construction de una representation mat tidal de una transfor- 
mation lineal dada. Sea V el espacio lineal de !odos los polinomios reales p{x) 
de gradto <1. Este e spado tiene dimension 4, y elegimos la base ( I , jr, x* t x : % 
Sen D el operador derivation que aplica cada pollnomio ptx) de V en su deri- 
vada p f (x). Podemos considers D eomo una transformed bn lineal dc V en W. 
domic W cs cl espacio t ri dimensional dc todos los polinomios reales tie grado <£ 2, 
En IV elegimos la base ( 1, jl\ jr). Para encontrar la re press ntae ion matridal de P 
relaliva a esa election de bases* transformamos tdcrivamos) chlIj demon lo bnse 
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Id, Stan V y f dm etpteiOS line tits, ambfis dt diplfnasifri 2 y CflTl ta fniSETa btet (fj P ^ s ), 
Rea T \ V -* IV wna ir&fisfarm&d&n. Until tal que 

n*i + ^ - 3#! + 9e s t r(3 fl + 2ft) - 7<f! + 23e a . 

a) Calcular T(f, - a,) y determiner la dimension del nvc]«o y el Tango de T- 
b} Determsnar la road-ip de T rclaiiva a la base dada, 

c) Drtlizar para V 3a base £f, r f s } y halJar una rnwvs base de la forma {e t + m 2 , 
2e t + 6f a ) para W, para la que la matrix de T tenga la forma diagonal. 

Eft d espacio lineal dt todas las. funcioots reaLes, cada unth dc sigmcntcs conjuptoS 

es independiente y jenera on subespacio V de dimensifri finite. Utiliear el. ooEijunio dado 
como base para V y sea DzV ■+ V el operador derivation, En cada ease, hallar la malm 
de D y la de P* relative a 9a base que se dige, 

11. {BUNCOS *}, 15. ( —cos x^sen Jf). 

12, (|, jr, f*), 16. (mux cos Jr, Jtaen je, jr o« Jr), 

13, 0, 3 +r, I + Jr + f 1 ). 17. (e**tn jt, f* cosjc). 

1 4 . (e* xe*\. ]J5. (e** sen 3x ^ cm 3 jr). 

19, Eiejgir \u base (1, i, jr 2 . je*) en el espacio 3 meal V de todos las polinomios reties de 
grado S 3, Stan D el operadot derivaci6a y T:V— * V la transfonnacidn lineal qua 
aplita p(e) en rp'fi). Con rdacidn a la base dada, deterniinar la matrix de eada tint 
de 9as iransformaciones sigu lenses: a) T; b) £>T; e) TD; d) TD — DT ; e) I**! 
I) t *® 2 ~ D ! r 2 , 

20, Con respecio nl eferclclo 1 9- Sea W la imagen de V a travds de TD Hallar bases para 
V y IV pars las que la matrix TD tttiga forma diagonal. 


16,15 Espatios Imeaks de matrices 

Memos visio cduno las matrices se pressman espont&neametite cotno represen- 
taciones de las transformed ones Imeales. Tunbien se pueden consider*? tag ma- 
trices como elementos exis rentes con independencia de las transformaciones linea- 
ies. Como tales elementos, forman otra clase de objetos matemiticos que pueden 
definirse por medio de las operaciones algebraicas que pueden rcalizarse con 
ellos. La relacioti con las transformaciones line ales da origen a esas definiciones, 
pero tal reladdn sera por el momento ignored®. 

Scan m y n dos etiteros posit ivos y sea l mM el con junto de tod os los pares de 
enteros (/, /) tales que 1 £ i ' <[ 1 £ / < n - Cualquier funddn A euyo dominio 
sea se dettomitia matriz tn X n, El valor de la foneidra A(i, j) se llama elemen- 
ts if de la matriz y se designara tambiln por flrj. Ordinariaineiite se disponen 
todos los valorcs de la funcidn en un rectangulo que consta de m filas y n co- 
lumnas, del modo siguiente 

■°n fl ia ■ J * *in 
a n - ’ a in 


’■^nsl * ' ■ ff* J 


avriqhte 


-rial 
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Los ele memos an pueden sqr objetos arbUrarios- dc natural era cualquteru. Normal- 
mcntc scran numCrOs rCalcs o complejos, pCro a veces con vie tic COP side rat matrices 
etiyos elementos son ottos objetos, pot ejemplo, fnneiones. Tambien designaremos 
ks matrices medkntc la notaddn abrevkda 

■4 (* ir ii/)j r jr_i o A = I a ,) , 

Si m = rt, la matrix sc llama cuadrada, Una matriz I X n se llama matrix filer* 
una matriz m x ! es una matrix cptumna, 

Dos fnneiones son tguales si y §dly si tienen el mi snip dominies y toman los 
mismqs valorem on pads dementg del dominio. Puerto que las matrices son fun- 
ciones, dos matrices A = (fa/) y ti — {bn) son iguales si y solo si ttenen el mismo 
ruimero dc fdas„ cl mismo numeru de columnar c iguales demesnes a,j = bn para 
cada par UJ). 

Supongamos ahora que los elementos son ntimeros (reales o complejos) y 
de Imamus la adieion de matrices y la multiplication por escalares siguiendo el 
mismo metodo que para funciones reales o complqjag cualesquiera. 

oil iNiumru Si A = («,.) v B = {bn) son do* matrices m X ft y si c ex an 
esealar amiquiem, d efinimos ten matrices A + 8 y cA del modo siguiente 


A + if = {a if + AJ , cA = tea a) . 

La sumo soto se define cuando A y & ttenen el mismo tamano m X n. 
F-IKmplo. Si 


A - 



2 

0 



y 



0 l"| 

-2 3 


tenemos emonces 


A + B = 


r^i 

i 

n 

w 


2 4 -6" 

1 

i 

o 

■n 

1 


, 2A = 


II 

sa 

7 


.0 —2 7_ 


^=2 0 fl_ 


-12-3 

i— — 


Delinimos la matriz O como la matrix m X n cuyos elementos son todos 0, 
Con esas definidones, es inmediato el cjcrcicio de comp robot que d eon junto de 
todas las matrices in X n es un espario lineal. Lo desigmamos con M,*,,. Si los de- 
memos son ru'mieros reales, el espacio M m ,„ es un espacio lineal real, Si son nu 
meros complejos, M, n „ es un espacio lineal complejo. Es tambien Lid I demoslrur 
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Elijamos bates para U> V, y W. Cob rel scion a esas bases nt(S) es itna matriz 
m X p, T e$ una matriz p X n t y ST es una matriz m X n , La si* 
guiente dehnicidn de my iti plicae Eon de matrices nos permite deducir la re la cion 
mi ST) — m(S)m(T), Eslo extiende a los productos la propie dad de isomorfismo. 


dei InIci6n. Sean A umi matriz m X p cualqutera , y B una matriz p x n 
cimlquiera, tales como 


A = (ti H ) 


■■I. u 


3 


El product o AB se define como la matriz m X n C = t' c d . > cuyo elemenfo ij viene 
dado pgr 


(16.22) 




H. - I 


Obs^Pvacidn: El praductu AB sdtcj esta dctinido el mimcrfl ck eolwmnas de 
A es igesl al de filas de S„ 


Si escribimos Ai para expresar la fila / de A y B ! para la column a 
} de B, y las imaginamos como vec tores de dimension p, la soma (16,22) es sini* 
plemente el producto escalar A, 'IP. Es decir, el e1emenlo+/ de AB es el prod u do 
escalar de la ft La i dc A por la column a / de B\ 

AB = {A f - &>)"*■", . 

Asi pues, la multi plicae ton dc matrices puede considerate como una generalize- 
cion del producto escalar. 



"3 12“ 


4 

6 

FIEMPLO 1, Sean A = 

1 I 0_ 

*< 

i s 

II 

.5 

- i 




_Q 

2. 


Puesto quo A cs 2X3 


y B es I X 2, el producto AB es la matriz 2X2 


AB 


A l ■ H 1 

A x - B <r 


"17 

21 

A t - fl ] 

X 

Bfi 

■o 

L 


1 



Los el ententes de AB se calculan asi 

A, ’ B' = 3 A + 1 - 5 + 20= 1 7 ,, fl* = 3 ■ 6 + 1 ■ (- I) + 2 ■ 2 = 21 , 

■i, ■ tP = r — 1 > ■ 4 + 1*5 + 0 ■ 0 — 1, A a - Be = ( — ]>*6 + ] -(-1) + Q - 2 = -7 . 
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Trans format hnes linmk s y matrices 


Demostraddtt . Esas propiedades pueden deducirse directamente a partir tie 
la dcfmicidn de mu Hip! [cud on de matrices, pero pteferimos razonar del dguiente 
rtiodo. IntToduzcamos los espacios I in calcs de dimension lintta U , V t W, X y las 
trartsformaciones lincales T:U -* V, S: V -* W t R\W X tales qnc fijadas unas 
bases, Lencmos 


A — B = mi 51, C — rn{T) . 

Segun el teorema 16,16, es m{RS) = AB y m££T) = PC, De la ley asociativa 
para la composidtin, encantramos quc R(ST) = (R$)T> Aplicando el teorema 
16.16 una vez mas a csa ecuacion, ob lenCmOs in(R)m(ST) = m[RS)m(T } D 
A{BC) = MB)C, que demucstra a). La demos true ion de b) puedc hacersc con 
un rpzonamiento pa reel do. 

defihiciOn. 5/ A es unn matriz caadrada, definimos la poUmcia entertt de 
A pot induce ion com o sigue: 

_ f A . t _ AA n i pa^ n ^ l. 


16,16 EjercLrios 


i. Si A = 


[ -4 T 

1 4 -2 


- 

r i 

2' 


"2 

21 

> B - 

-i 

3 

* c- 

i 

— I 


5 



J 

-3 


, calculsr B + C, Ai B f 


BA, AC, CA , AQ3 - 3 C.I. 


2. Sea A — 


'0 1 

0 2 


♦ Hal Jar todas las matrices B r 2 x 2 , tales que a) . 4 # = O: hi BA = O. 


3 . Hallar cn eada caso a, b, c. d para que se satitfags la ccuacion dada. 


(a) 


0 0 10 
10 0 0 
0 10 0 
0 0 0 1 


'"I 



[' 

0 

2 

o' 




9 

; ibJ 

a b c d~\ 

0 

0 

1 

1 

-P 0 

6 

6 

6 


.1 4 9 2 J 

0 

1 

0 

0 

| Ll 9 

S 

4. 

5_ 



_0 

0 

1 

0 
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4. Cfttculur en eada case* AB — BA. 



ri 2 2 


■ 4 t r 

(a) A = 

2 12 

1 

B = 

-4 2 0 


|_1 2 3^ 


i 2 1 _ 



” 2 

o on 


" 3 

1 

“2~1 

(b) A ^ 

1 

1 2 

s B - 

3 

— 2 

4 


^1 

2 l_ 


L -3 

5 



5, Sj .4 es tm matfii cuadroda, demostrar que 4".4 M = 4 11 "" 1 para todos los emeros 
m > 0. n > 0. 




Sea 



. CtJimprDbar que 4 s = 


I 2" 
.0 1 


V cakular 4 *. 


7 , 


Sea 


A = 


cos, 0 
sen 0 


- sen f.r 
cos 0 


Comprobar que 4 L 


"cos 2 ft 
sen 20 


- sen 20 
ens 20 


y c iik Lila r A*. 



"1 

1 

1 


ri 2 y 

8. Sea A — 

0 

] 

1 

. Comprobar que 4* — 

0 1 2 


0 

0 

1 j 


!_[) 0 l_ 


C a I an $ar 4 71 v 4 v , Sup<?ne r 


una formula general para A*' y demoslrarl? por induction. 


4 Sea A = 


' ] 0 
-I l 


Demosirar que = 2 A — l y ealeular A 





10 - Hallnr lodb las matrices 4 , 2 X 2 . sales que 4 * = O. 

Ik it? f'rdbar que una mairiz A + 2 x 2. tonmulrf cun tualquier maim 2x2 si y stflo si 
A con mm a eon cad a una de las cuzitru matrices 


1 

© 


"o r 


"o (r 


r 0 01 

0 0 . 

s 

0 0 . 

s 

-i u. 

i 

1 

O 


b) hallar todas esas matrices A , 

12, La ecuacidn ,4 s = I &s salisface para cadis una tie las matrices 2x2 


-i on 

© 

-i *i 

J> |J- 

L* -U- 

i: 

T 

c 
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Sea c = (a , t . . ■,<?») cl vector de V m cuyos components son los numeros que 
aparecen en cl sistema (16.23). Esie siilctna puedc escrtbtrse mas send Hitmen te 
poniiendo 


nv > = v . 

El sistema tiene una solucion $i y solo si c esta en e| recomdo dc T. Si un solo 
x de V„ se aplica erc c, el sislemy tiene una sola solucion. Si mas de un sc 
aplica en c, el sistema ad mite mas de una solucion, 

j.pi.Mpio 1. Un sistema sin solution, El sistema x -\- y = I , x + y = 2 
no tiene solucion. La suma de Jos numeros no puede ser a la vez 1 y 2. 

E|EM pi.o 2. Un sistema con solution tinica. El sistema x + y = I , 

x — y — 0 tiene exactamente una solucion; U, y) — (l, 1 h 

EIliMPLO 1. Un sistema con mas dc una solution, El sistema x + y — 1, 
que consta de una eeuatidn con dos incognitas, tiene in as de una solucion. Dos 
numeros cualesquiera cuya suma sea 1 dan una solucion. 

A cada sistema lineal (16.23), podemos asociar otro sisteraa 

m 

2 a l k x t - 0 para i = K 2, . + . t m t 

A--] 

obtenido reemplazando cada e, en £16.23) por 0. Este se llama d sistema homo* 
fteneo cor re s pond ic rite llI 1 1 6.23 L Si <■ ■' O. el sis tenia i 16.231 so I hi Ena fro ho- 

rnogmeo, Un vector x de V n satisfara el sistema homogeneo si y s61o si 


T{x) = O , 


donde T eg la transformacidn lineal de term in pda por la matrix de los coeficientcs, 
El sistema homogeneo tiene siempre la solucion x = O, pero puede tener otras, 
El conjunto de soluciones del sistema homogeneo es el nucleo de T El teorema 
siguiente ex pone la relacidn entre las sol uc tones del sistema homogeneo y las del 
sistema no homogeneo, 

teORema 16, IS. Supongamos que ti sistema no homogeneo (16.23) tmga 
una solution, por cjempla b. 

a) St un vector x es una solution del sistema no homogeneo t entotices el 
vector v — x — b es una solution del correspondents sistema homo - 
geneo. 
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Trans formticiones Urteales y matrices 


£$la$ ecuacionys pueden re sol verse sucesivatnenie partiendo de la tercera y tra- 
bajando had a arras, dandonos 

z = 31. v - 1 3 + -2z = 13 + 62 -■= 75* * = 5 + ly - z - 5 + 150 - 31 = 124 , 

O bien, podcmos contmuar el proccso de Gauss+ordan conviniendo en eeros 
todos los elcmenlos situados pur cnctma de la diagonal de unos en la segunda 
y en la tercera column as. Multiplicando la segunda 131a de (16.27) por 2 y su- 
nn pndo el result ado a la primera, oblenemos 


1 

0 

— 3 

31 

0 

1 

-2 

[3 

0 

0 

1 

31_ 


Por ultimo, nudriplicamos la tercera 131a por 3 y sumamos el resultado a la primera 
Ola, v luego multiplicaJtios la tercera Ola per 2 y surnames e! resultado a la se- 
gunda con lo que Ikgamos a In matrix (,16.23). 

ii]i:.Mi s i.O 2. Si sterna eon mas de una sohteidn. Consideremos el slguiente 
si sterna de 3 ecuaciones con 5 incognitas: 

2.v - 5r + 4™ + u — r = —3 
(16.28) .v - 2v + z- u + v-5 

x - 4i- + 6r + 2u -»= W - 

La corres pond ie rite mat Hz ampliada es 


2 

-5 

4 

1 

-1 

-3~ 

1 

-2 

1 

-1 

1 

5 

1 

-4 

6 

2 -1 

10. 


Los eoeiidenles dc x t y.z y los segundos miembros son los mismos que los del 
ejempk) 1. Si efectuamos Ess mismas operacignes flla que en el ejemplo 1, Ilcga- 
in os a la tnatriz amptiada 


1 

0 

0 

— 16 

19 

124" 

0 

1 

0 

-9 

1 1 

73 

0 

0 

1 

— 3 

4 

31_ 


TIC 


iri; 



Ticnicas de cdiculu 


749 


El correspondieme sistcma de ecuaciones puede resol verse respecto a x, y, z en 
funcidn de u y v dandonos 

,v — 124 + 16w — 1 9r 
y= 75+ 9m- Hi? 
z = 31 -|- 3m — 4r , 

Si haeemos u = r, y y as 1 Sr siendo t, y / s numeros reales arbitrages, y determi- 
mi names x. y, z median te e&as «cuacioiies T el vector (jt + y, s, a< t ; ) de V s dado por 

(x.y, 2 , m. v) = (134 -f 16/, - J9/ t1 75 + 9r A — I lr s , 31 + 3^ — 4r s , r t v r,) 
cs una solution particular del sistema no homog$n£0 (16-28). Los dos vectorcs 

(.v, y, z, w, if) - i 124, 75, 31, 0, 01 + /,( 1 6, 9, J, 1 , 0) + t t ( - 19, - 1 1 , -4, 0, I ) , 

Esta ecuaciom nos da la solucidn general del sistema. El vector (124, 75, 31, 0, 0) 
as una solucidn particular del sistema no homogeneo (16.28). Los dos vec tores 
(16, 9, 3, I, 0} y (—19, —11, —4. 0, 1) son soludones del correspond knit* sis- 
tema homogeneo. Puesto que son independientes, const iluyen una base para el 
espario de todss las soludones del sistema homogen eo, 

etemplo 3. Skteiiroi s in solucidn. Con sid cremes d sistema 

2x _ 5_ r + 4r s- -3 
(16.29) x-2r + r = 5 

-v — 4y +■ 5r — I t) . 

Es ideatico al del ejemplo 1 excep to queen el coeticiente de z en la tercera ecuacidn 
ha side cam bi ado d 6 pot un 5. i.a matrix ampbada correspond] cnte es 


2-5 4 -3" 

1-2 1 5 . 

I -4 5 10 

Aplicando las mis mas operadones 111 a u sad as ert el ejemplo I para transfer mar 
(16,24) en (16.27), llegamos a la matriz ampliada 


(16.30) 


r 1 

-2 

1 

5 

0 

1 

—2 

13 

0 

0 

0 

3! 
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Transformaciones Uneales y matrices 


Cuando la ultima 51a se express como ecuacidn. Ilegamos a 0 = 31, Pur consi- 
guiente el sistema original no tiene solution puesto que Los dos si&temas (15,29) 
y (16,30) son equivalentes. 

En ceda uno de tos ejcmplos anieriores, el numero dc eeuarionea no exeedfa 
al de incognitas. Si hay mas ecuaciones que incognitas, el proceso de Gauss- 
Jordan puede aun ap Hearse, For ejemplo p consideremos el sistema del ejemplo 1, 
que tiene la solve ton x = 124,. y = 75, z — 31, Si adjuntamos tina nueva ecua- 
cidrn a este sistema que sea satisfecha por la mtsma terna, por ejemplo,, la ecua- 
cidn 2x — 3y + z = 54* entonces el proceso de elimination nos lleva a la matriz 
amplaada 


"l 

0 

0 

124 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

1 

31 

0 

0 

0 



con una fila de oeros en la parte inferior, Pero si adjuntamos una nueva ecuacidn 
que no se satisfaga por la tern a (124, 75, 31), por ejemplo la eeuaeidn 
x + y + z — 1, entonces el proceso de elimination nos conduce a la matrix 
ampliada. de la forma 


‘l 

0 

0 

1 24 

0 

1 

0 

75 

0 

0 

I 

31 

_o 

0 

0 



donde u^O, La ultima fila nos da una ecu ad on oontradictoria 0 — o lo qtie 
prueba que el si sterna no tiene solution. 


16,19 In versus de matrices cuftdradas 

Sea A = (flir) una matrix cuadrada n x tt, tal que BA — !. siendta f la ma* 
iriz idem ti dad n X ft, entonces A se llama no singular y B la in versa de A por 
la izquierda, 

Elegida la base usual de los vectores coordcnados unit arias de V m sea 
T: V, ■+ V„ la transformation lineal con matriz m(T) = A. Tenemos entonces cl 
siguiente 



inversas de matrices cuadmdm 


151 


teorema 16,20. La matriz A es no singular si y sdh si T es invertible. Si 
BA = l, entances B = m{T~ l ) r 

Demostracidn. Supongamos que A es no singular y que BA = l. Demostra- 
reroos que TU> = O implies x = 0. Dado Jt tal que TUI — O, sea X la matriz 
columns « X 1 f armada a partir de los com pone rites de x. Puesto que T(jO = O, 
la matriz producto AX es una malriz column* n X 1 formada por eeros, asi que 
B(AX) t& t&mbitii una matriz coiumna de eeros,, Pero B( A X } = (BA)X = IX = X, 
por lo que todo componente die Jt es 0.. Por consiguiente, T es invertible, y ta 
ec nation TT~ l = 1 implies que m{T)m(r _t ) = I o Am(T" $ ) = /, Multiplicands 
a La izquierda por B, encontramosm(T -1 ) = B. Reefprocamente, si T es invertible 
entances T~'T es la transformation iddntica asf que m(T‘ 1 >ur(F) es la matriz 
iden tided. Por consiguiente A es no singular y /n(T _] )A — jf. 

Todas las propiedades de las transform aciones lineales invert idles tienen $u 
contrapartida para las matrices no singula res. En particular, las inversas por ia 
izquierda (si existen) son tin teas, y toda in versa por la izquierda es ramble n in- 
verse por la derecha. Dicho de otro modo. si A es no singular y $4 = /, enton- 
ces AB = /, Llamamos a B la inverse de A y la designamos por A - \ La in ver- 
sa A~' tambien es no singular y sti in versa es ,4, 

Scguidamcntc demostramos que e! problema de ta determination elective de 
los ti omen [us do la in versa de una malriz no singular es equivalente a la resolu- 
tion de n sistemas iineales no homog^neos. 

Sea A = [ti„) n a singular v sen .1 ss (b ir ) su in versa. Los etementos de A 
y A'" 1 estan Jigados por las n’ ecuationes, 

irr I 


siendo da = 1 si i = /, y 6 is = 0 si j Para cada valor fijo de /, podemos 
considerar (16.11) como un sistema no homogeneo de n eeuadones Iineales con 
n inedgmtas b ti . b 2 f , B n) . Puesto que A es no singular, cada uno de esos 
sistemas tiene solution unica, la coiumna jf de B. Tod os esos sistemas tienen la 
misma matriz de coeficientes A y difteren tan solo en sus segundos miembros 
Por efemplo, si A es una matriz 3 x 3. existen 9 ecuationes en ( 16.31) que pueden 
representaxsc como 3 si sterna s Iineales que tienen las siguientes matrices a m pi i ad as: 


>11 

Uj, 

Hr, 

r 


An 

flia 

Aja 

O' 


>11 


Ota 

0‘ 

fllil 

a t . 

Qii 

0 

P 

flat 

o T2 


1 

■ 

flai 

flaz 

Oa 

0 


flu 

Asa 

Q_ 


_fl 3I 

flai 

Aaa 

0 


,fl a . 

flu 

flaa 

3 
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Si pplkamos cl proceso de Gauss- Iordan, lleg&mos a las respectivas matrices am- 
pi i ad as 


"1 

0 

0 

fr.r 


“l 

0 

0 



"1 

0 

0 

■^13 

0 

] 

0 

^Vl 

r p 

0 

1 

0 

h, t 

t 

0 

I 

0 

^23 

_0 

0 

1 

^ai 


0 

0 

1 

1 

V 


_0 

0 

1 



En la practica aprovechamos el heclio de que las ires sistemas tiencn la misma 
niutriz de cocficicntcs y resolvcmos Ids ires sistcmas de ima vez trabajando con 
la matrix amptiada' 


ti u 

lh± 

&ta 

t 

0 

0’ 

a n 

CTfirt- 


0 

1 

0 


£J 3 m 


0 

0 

l_ 


El proceso de eLiminacitin nos Neva a 


J 

0 

0 


^*2 

1 

rt 

rH 

0 

1 

0 

• f 2l 


^El 

_Q 

0 

1 

Sl 

^ '»-2 

V 


La matriz de la parte derecha de 9 a barra vertical es la in versa deseada. La de la 
izquierda es la matrix idenridad 3 X 3, 

No es preciso conocer de antemano si ,4 es no singular. Si A es singular, pode- 
mos aun apticar el metodo de Gauss- lord an, pero ocurnc quo en el proceso uno 
de los elements de.Ia diagonal sc ccnvierte en cero, y no sera posible transform ar 
A en la matrix idem! dad, 

16,20 Ejerciclos 

Aplicando e] proceso de Gauu-Jotdan a cada utio de 3os $»teraas jiguiemeg, detetrotnar 
la solution genera!, si esistc, 

1, x + y 4 3z — S 
2x - y 4- 4; = I \ 

— f + z « 3r 

2, 3* + Zf 4 2^3 
,5a 4 3y 4 3c = 2 

x 4 y - z - I . 


3. 3a + 2y 4 z = 1 
5r 4 3 y 4 3z - 2 
lx 4 4 y 4 S= - 3. 

4, 3,v 4 2 y 4 - = l 
5x 4 3y 4 3z = 2 
lx 4 4 y 4 5 1 - 3 

x 4 y - r = 0 
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5, 3 A' — 2y + 5i + u = I 

jc + >' - 32 + 2 jr = 2 

6, v 3- y — 4z + in — 7, 

6. x 4- v — 3- + u «* 5 
lx -y+ £ - 2 « - 2 

7. v -i- v -7-4- in = 3. 


7. x -f v 3-3' + in + 4i’ = 0 

2 a + 2 _r + 7 r + Wsi + ] 4 r - 0 

It 4- 3/ 4- 6 j + (Oh + 1 5c = 0, 

«■ JC — -_v + r +■ 2 m - -2 

2a- + 3i- - s — 5m - 9 

4 a- - \ + z - n = 5 

5 a - ir + 2,7 4 - u = 3 , 


9, Demostrar que cl sistcma x + y 4- 2z = 2, 2x — y + 1: = 2, %x — y + m = ■&, lie no so- 
lucion unica si a # 8, Hal la r codas las soludones cuendo a - B. 

10. a} Deierminar todas las solutions del sislema 

Sx 4 - 2 y - 6: + 2 m - - [ 

* - _r 4- z - m = -2 . 

b) Determin&r iod«s las sotgetemes del sistccna 

5.r 4- 2 v - 6z 4- ht * - i 

x — v 4- z — is * 2 

A' 4 v 4- 2 = 6 , 


II. Esle ejercicio nos indica efinio $e deCerminan Codas las matrices no singula res 2X2, 
Demostrar que 


a h~ 


r * -'-1 

1 


— i 
=5 

1 


r v b 

Dedudr que 


{ad — bi d . 

es no singular si y solo st ad — be * 0, en cnyo caso su inversa es 


l 


st -h‘ 
~c o_ 


mi - bc\ 

Detemnirai' la inversa de eada una de las matrices de los cjercicios del 12 «] 16 , 


12 . 


2 3 4 " 
2 I 1 

-I I 2 


13 , 


14 . 


I 2 

: -i 

] 3 

r i 

-2 .5 

I —4 
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Obscrrvese que L(c) es no singular y que JL(0> = t. Demostrar que JL(riUw) = h{w) r 
siendo w = {u + V)c*/itic 4- c*), Es dedr, cl products tie das transformation's dc 
Lcrcnlz es otra transformation de l.orenlz. 

7. SI gambaamOs las fibs por las columns* cn vina matriz rectangular A, la nueva matriz 
ast obtenida « llama la imnspuesta dc A y sc design a pdr ,4 f + Por efemplo, si tenemos 


A = 


I 

4 


2 

5 



entonces A f 


1 4" 

2 5 

3 <i 


Demos Lrur que las transpueslas ticr.cn las propiedadc* siguientes; 

(a) {A*}* - A. (b> (.4 + B\' - A > y B'_ (e) = ML 

(d) (,4 fly = B l A l . (e) {A 1 1 1 ■= {.-I L P si A es no singular. 


8. Una matriz cuadrada A se llama matrix ortugonal si AA f =■ 7- Com probar tine la mfl-tnl 


2x2 


cos y —sen tr I 

. , \ es urtqgonal para cada ruimero real fl. Si A cs cualquier 

sen u cos oj - r 

lMtrij ortoxond n X n, demostr&r que aus fibs, considcradas cbmo vec tores d-C V for- 

man un eonjunto ortogonaii. 


9. Para coda una de las. propositi ones siguienle* a«r«l d« las matrices n X n, Jar una 
demostraoibn o cn su lugar un contra cjemplo. 

a) Si A y B son onogonales, A 4- B es ortogonal. 

b) Si A y B son ortagorales, AH es ortdgonal. 
cf Si A y AB son ortogonalcs, B cs ortogonal. 

l£l. Matrices de Hadamard, liamadas a h a pur Jacques Hadamard (1 865* 1 961 h son aquellas 
matrices .n X n con las prapLedades slguientcs: 

I, Cada elemento es l 0 -1. 

II. Cada Ida, considemdii como un vector dc V„ ticne longiiud igual a . 

III. El products escalsr de do$ files dlstiniss cualesquiera es 0. 

Las matrices dc ttadumard se present an en cierios problem as de gcomclni y Cn la 
i curia de numeros, y ban side aplicadas rccicnlcmcntc cn Sa codifkaddn flpitma. pant 3a 
comunicacidn especial. A pesar dc su apareitfe simpligidad, pitsentan tnuchos problemaa 
sin resolver. El principal problems no resueltu on este memento es el de detrrmimir todos 
los valores de n para los que enisle una matriz de Hadamard n x n. Eate ejercicio da 
idea de una solucidn parciaL 

a) Determiner todas las matrices de Madam ard 2 X 2 (bay exactamente EL 
b} Esta parte del ejercicto caboza una demostracidn scncilla del tipiiente teoremat 
Sr A es una mains de Hadamatd n x «. niemta k > 2, enWHfes n es un miMtipla de 4, 
La demosiraddn se basa en dot lcmas muy scnctllos rdativos a tos vcdOrcs cn el espft 
do dc dimension n. Demoscrar cada uno dc asps icmas y aplkarlos a las de la 
rnatfk dc Hadamard para demostrar el tcoicma. 


lem A 1 - A', Y, Z son vec tores ortogonahs de V„, se tiene 

tx+ Y) ■ (X + Z)- | Jf !l *. 

leva 3. I vuga se A — j ■ ■ j # Y — (y, , . . . , y B ) ( Z = C^s > * * » 

Si aiilti com ponente x„ y,« Zi es \ o — l, el producto (xr + + z f ) ^064, 



Copyrighted material 



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 


Introduction 


*[ 1+4 Ejeicttiw (pag. 9) 

1. (a) | b* {b) ft" 

2. (c) [ab* 4 hr 
b >; ■ ] 


(€) " L 'jft' L 

d&*+' 1 


(d) gft ;! + ft 


(C> + ftf 


3. (b) s H < 


k 4 I 


< S tl 


W (“7 + he 


12.5 Bjtrdsiei (pig. 19 > 

I. A - (I, -I}. * - {I}, o . {2J, £ - P, —IT}. 

F - {I, -17. -8 + Vi 7, -« - V'47j. 


2. 

A c A, B c A, B E if, B c C\ 

7i C E, 


c ft; £? c 

E E £ c . 

k\ ft' 

E f 7 (N 

3. 

(a) cierla 

(b) cierla 

(,c| 

falsa 

4. 

(a) citrt^ 

(b> eicrta 

ft) 

agrta 

5, 

0.(lt,|2S, 

{3}, {4|, {1.2}. {1,3}, 

(I.4J, |: 


{2. 3. 4>, .5 




6. 

(,l| (alsa 

(b> Falsa 

(£) 

falsa 


(g) cierta 

(hi falsa 

(ij 

cieria 

17. 

(e> .4 c C (d> si 

(c) 

Mt; 

I 4.4 

Ejercicl« 

44) 



2. 

1 - 449 

- 16 4 - ■ 4( 

-ir 

i V - < 


<d) cicria (c) falsa (1 J falsa 

((Jj ticria fe) falsa (f| falsa 


(d) □ierta (el falsa (1) falsa 


4 n} 


3. I 4 - + T + 
2 4 


4 2” 2 2 n 




fl 4- 1 

2it 


' DV 
rJ 


tea mate 


717 
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Sohtciones a los ejercicios 


*■ 


6. (b) .4(J) falsa (c) I 4- 2 + * - - + n < ^ 

5 

7, rt t = 3 

1 4.7 KjcrcicLos (pig. 49) 

L (a) 10 (8) 15 (c) 170 (d) 288 (e) 36 (f) * 

£. (b) « + 3 

9, cans) ante as 2 

It, (a) sierra (b) falsa (c) falsa fdj falsa (c) falsa (f) feh a 


1 4.9 Ejerijei&s (pig, 13 ) 

2. (i 7 | » 6n>p (fl a , i>- u ) r f« 3 j bj). fa* , fflj i &aK fflfl < &g)» (d? . &j), £%„ 64), Ut 9 , 6 ( ), (fi| 0 , b t i 

3. (a) falsa (b) ciei-la (c) cicrta (dl taka (e) falsa 

*1 4.10 Fjercicios varies sebre I* induccior (pig. 54) 

I* (s> 10 (b) I (c) 7 (d) 21 (e) 680 (f) I 

2, (b) 17 ic) y (d> No 

■n n - 1 1 w 

5- f] - 1 ; TT ( h- = <** r i ■ IT 0i 

Jt — 1 *-l l—l 

B. 2 11 

9. cicrta si qada a*. > 0 

M, n > 4 

Capitufo I 

1.5 Ejerckios (pig. 69) 

1 * fm - 3,,/f — 2) = — 1, — /( 2 ) = -3, fi\) -f, 3//E2) -i/(« + ft) - U + b 4 I. 
f\a) + fih) m* q 4 b 4 2, f{a)f{b\ = + fl 4 H 1 

2. /(2> + *<2) - 2, f{2) -^2) - 4, = -3, /Ul^) = -3, ^(2)] * 0, 

,d/(.2>] = -2, /'(a) 4 - 2 4 = (I 4/)* 

3. 7(0) = 4 h 9( L ) = 2, rf2> » 2, , P (3) * 2, 9< - 1 } = 6, -2) = 8> / *» I. 

4. a) Todo x b) Tod© x. y lode y c) Tod© x y tod© A d) Todo y 

e) Todo f f) Todo a 

3. (aj M < 2 (b> | v| £ 1 fc) | f\ > ! (d) 0 <: 0 £ 4 (<) 'j| ^ 4 

(f) |jt| £ 2 , x ^ 0 

d. Cb> {* I 0 < A- < ; 1 1 (c| -lx] 2 < r < 4 1 d) Et dominie e$ vacl’o 

7. Se cortan asando x = 0, 1, — 1 

B. Se cortan cuando x = _| h —3 

10. (a) pix) = I (b) ptx) = g A'(.t - 1) + 1 (c) pi jr| = ax ix - I) + I. n nrbitrjrir 

(d) plx) ■ flJt(T — 1)4 fr, c; y b arbitrarjas 
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1L (a) p(x) » — a- ) + b,, & y b arbitrarios (b) p{x) =* c, r arfaitrarb 

(c) p(x} *» c.t, a arbitrerio (d) p(x) =c,c arbitrario 

as .•- x n 3" iS -l 


,,<.,20 « 2 

t— LN ' ' jf-<] 


(t) / X' 

Jf — 0 


Ml Ejercicios (pig, 78 > 

fl-l r- 


5. [flJf] - 2 




x + - 
n 


1.15 Ejercicios (pa* 8$) 


1- m 2 (b) 4 (c) 6 (d) 4 (c) 6 (f) -6 

2, Un cjcmplo : J’(.r) = f ai 0 <, x < 2, j(.t) = — 1 si 2 £ x ^ 5 


J. 

(b) 2 2Li ft* 'k + 3 

- x'k ) - 

2(2 1 - 3 \ 2 

- V 3 - y 5 - 

V 6 - 

■ V7> 

6. 

(c) x - 3 „ x * f 






7, 

(a) 13 






10. 

f 

11 

*r 

K 

H 

<. 

-l,/[/{3)] 

- 0 (b) 

n 

js 

-if 

li 



91. 

(a), <d), (e) 






12. 

(a), (b), (c) 






1.26 

Ejercicios (pig. 102) 






1. 

9 6. 

2 

1 ], 

ii 

.H 

16. 

fl- 

2. 

IS 7. 

0 

12, 

[fl 

9 7. 

— 78 

2. 

16 

0 

13. 

i 

IS, 

H¥ 

4, 

0 9 . 

6 

14, 

_1 

19. 

5 u /2 1 

5. 

1 10. 

11 

15, 

2 

20. 

— 2 LI /I L 

21, 

(a) Q,f (b) 0 





22, 

(a) f (b) c/2 






23. 

/*» = 6x - 






24, 

f(x) = 4je + Bj® -1- 3 r s 






27. 

0IA)^‘f(x)d Xt iA 

^0; (A 

~ a)/{B) si A 

-0. 




C&piiul& 2 


2,4 Ejercicios (pig. 1 16 r 


9 - 

¥ 

6. 

4 V 2 

3 A 2 

4- 

9 

2, 

¥ 


3 " 

2 

T1 

3, 

t 


4\'2 

3\ a 2 

9 

4, 

i 

7. 

T~ 

“ + 

6 

5. 

A 

*. 

Af<o 

- 4V 2) 




-rial 
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Solutions a lot ejercicios 


9. -H5\ 5 - 3) 

‘ KS ^’ 


14. 5 

1 T- Z _ _ 

■ * 4 :c 


-C 

II 

U'i 

13. »'J - 1 



27 


! 6, (\ mt —2 

17. (a) y«/2 tb) */2 

ff) -6T7 



2J Ejtrcicios (-pig, 129) 

Qbservacidn: En Ids cjercic ids del I al 13, n cs un enferp cii&lquicre. 


1, (b) 4- n-n 


2 , 

6, 

7. 


(a) 4- 

tan (x ■+ k) ** 
A - l B « i 


(hi Inn 
tail x + can v 
I — tar x tan v 

v'3 


|C) jrr + 2 flit 

; cot (a- + v) = 


(<X) iln + li- 
cet i .c col v — 1 
cot A + cot V 


ft. A =• C cos *, B ™ C ten * 

9, C = {A : + si A- + jS 2 ¥- 0 h dsjasc a cte modo qii« ib AfC h sen a « BfC. 

si A = & “-0 n elijasc cua! quiet s* 


10. 

-rt 

II 

a 

1 c j 

< 

n 

1 

U 





n* 

C - v'2. a = -p/4 





12, 

| n— 





13. 

n flf + 2/tfr ‘ 3? + 2jf 3T 





17. 

(a) I — A \ J (b) 

t=|)2 

<c) l (d.) E 

(e) 2 

(f) o ig) o 


th) i(vi - Vi) 




18, 

4^+2 


21, 2v"2 - 

■ 2 


19, 

t +P a /24 


22. 



20. 

Q 


23, ■%■ 3 + 

3t/6 


24. 

V 3 + |.t + sen a + 73 

■/6 si 0 < ,v < 

2*{h l\n - \x - 

- sen X 

5jr/6si 2ir/3 <, X <,n 

25. 

(a u — jt’VJ + COS a - 

cos (x 2 ) 




26. 

1 





27. 

1 





2 At 

Ejercicios (pig. 136) 





5, 

4^/3 

9. 8s 


13, 

2 

6. 

w 

10. »/8 


14, 


7. 

2ir 

1 1 . w /2 


IS. 

9*j2 

8. 

4ir 

12. 2 




1.13 

EjtKlciot (P%. 149) 





1. 

t rt-V/J 3 = 

2W3 

5. u E /2 


1. 3T 2 

2. 

it/2 4. 

J 3 -/5 

6, t^/4 


8, #/2 
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Soluciones a ios ejercicios 


] ] , fx" 2 — §JC + COS (x“) — COS X 

12 , ftx 3 - cos 3 * + I ) 

33 . ifr 0 — .t 1 + cos lx — cos (lx ! )} 
14 . 4 / + |v - i sen 2y 


35. 2 sen- — + cos 2x + i 
2 

16 . f {x + wj + sen x + ±sen 2x 

11. 0 , M 2 

18 . (c) Fix) - - [x]f - ${x - l*]J 

20 . (b) gi2)**2 A,g{S)~5A (e} .4 


( 0 ) tV 


~ o 


Caplin to 5 


1.6 Efctdelos (pig. 1&9) 


1 . 

I 

5 . 

2 1 

9 . 0 


13 , 1 


2 . 

— ) 

6 . 

-1 

10 , 0 


14 , -l 


3 . 

4 

7 , 

1 

11 . 1 




4 . 

1 

8 . 

0 

12 . -1 




22 . 

a sf (sen c - 

6 )/e si c *4 0 ; 

si c — C 3 no liay solution a 

memos 

que h = 0 , en 

euyo 


easo scrvirS 

cualquicr 

a. 





23 . 

ii — (2 gtis t 

— 6 >/e' si 

c .* 0 ; 

si c =0 no hay solution a 

memos 

que b = 2, en 

cuyg- 


paso sgrvira 

cw al quk. r 

a. 





24 . 

La langcm-c 

es conlinua para 

lodo valor d-o x excepto en 

T _ i _ 

X — 2 i. 

+ Mir, stendo 

n un 


entero cualquieio; la cctangeme e» eontinua para lodo x excepio en x = /iir„ siendo n 


un gntero eualquiera, 

25 . fix 'I -* I cuando x ^O.S« define /CO) = 1 para 9 a contmuidad 0 . 
28. No 
29 * No 

30 , fix) 0 cuandox .* 0 . 5 c define /CO) « 0 para la conti nuidad en 0 . 
32 , f{x) - 0 cuando x -* 0 .Se define /( 0 ) » 0 para ta conti nuidad en 0 . 


I. S hjcrcjcios (pig, 174) 

1 . x 2 — |* iodo x 

2 . C_¥ — i) 3 , todo x 

3. |xj, iodo x 

4 . 0 h definida solo en x = 0 

5 . x, x > 0 

II, —3 13. 1 

32. y 3 14. 1 

21. x ! si x ;> Ch si x < 0 


1 

"i 


6 . — x„ x £ 0 

7* sen V' JT, x > 0 

8 . V sen x, 2 Aw £ x £ {2k 4- Ik k erucro 
J x + \ x\ x- > 0 

/ f ~ 

Jx + V x + fx + v X, -T > 0 
37 , 0 19 , 3 

18. 2 20. i 


'riohl 


atari al 


15 . 

16 . 


10. 
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22, i si I < ,t| < \ 3: 0 enlos demss valor cs dc x. 

23, a 2 si ,v > 0 ; € si a- <0 

3,15 Fjetckios (pH* 183) 

1 . ^U'i *= v — i ; tod* y 

2. - Uv - 5) ; todo y 

3. .^-(r) = 1 — v;todo v 

4. gty) =/' 3 : todo y _ 

5 . g[y) « y ii y < I; \ y si l £ >■ £ 16; {yj&f si y > 16 

3.2Q Ejcrdcios. 190) 

3, 0,099 669 con ermr mercor quc una millon^sima. 


Capitulo 4 


4.6 Ejcrcicios (paj. 204) 

3. A0) = 3,/'U) = - LA-10) - -19 

2. (a) 1,-2 (b> 0,-1 (cj 3.-4 

3. 2a + 3 

4. 4,t® + COS x 

5. 4a 3 sen a + x* cos x 

6. —1/1 a + l) s 

7. -2a/(a 2 ■+■ 1 ) ? + 5.x* cm x - x s scn a 

8. -!/(*- E)= 

9. s«n a/( 2 + cos a) 2 

2a® + 9 x * 4- &r a + 3 a- +■ 2a - 3 
1Q ' (X* 4 x~ + \T ~ 


! — 2{ Mn A + cos- x ) 
a - TOS A*® - "* 
sen a + x cos a 2a j sen x 

12 ‘ iTP a + a®>= 

13- (b) t-^32 (c) -r„ ptt/seg Id) 16 pieS/scg 

(f) fit) = ty — 10^ s5& uti ejemplo 
14. 3 a 2 , dondc x es Lj longdud de ung prista 

16, 4a- ,;s 

-I 

17 " 2\'a{I + Vxf 12 ■ 

18. fj 1 -'* 

19, -4x~W 23 

:tx |a j -'- +4 je-«! + ]a-- : v ® 

21. 26 


160 pte/scg ;. 16T pte/seg 


1 — - x 

ZVaII +xf 
2 + Yx 
2(1 + Vxf 
see a(I +ltan s A) 



7C4 


Solve tones u los ejerckios 


27. x sec* x + tan x 

2«. -(r ! +4.v :i +9.f J ) 

31. 

2( l + x 1 ) 

■‘(i 

“ Vi (\ - ja a 

32. 

2(3 - 2.0 

3tL n-x+.T 2 )" 

33. 


34. 

{lax + A)(senx + cos x) + (u.i- 

+ hx + cj(«tn x ■ 


x ws x — sen x 
x ~ 

I + COS, x 
<.t 4- sen xf 
ad — he 
(['.t f ifj" 

( — c” + J)sen,T +4 jtcosjc 
*" tlx- + 3) 1 


1 +5rnlr 

36. It “ d ■» l ; h ** c ^ 0 

37 . a - r - e - 0 ; b -/ - 2 : <( = -I 

fljf" 1 1 - 0? + ] )x** + l 

m v — 

trx n 11 - {2n 2 + 2# - 3 J-r’ 1 - 1 4 in + I >V Tl - r- - .t 

(b) <7= it 5- 


Ejcrckios (pig 211) 


2. (a) -1,4- <W -4,0 -2,4 

3. (lr; + l )jT h dontle ft es un tntero cualquiera. 

4. a - -2, ,6 - 4 

5. „ * |, h = 0, c - -I 

6. (a) .t, + jr s + a (b) i(jf] 4- r s ) 

7. Tangcnle en(3, — 3); eorta la curva qn(OiO) 
m — —2. b = —2, o = c — i! 

9. <? = 2r t A “ — c ! 

3 I 

10, = — , n = — •- 

2 c 2r* 

I ] . a = cos c,„ h = sen r — c cos r 

I 1 4- 3V'j- 3 I + 4V x + Sx 

12. * I I I “ — ■ B- — — 

Vxi I + 2(x + VxP 4 Vjc(jr + v".O j 

13. a = ~4, b = 5, r = -l r d = -2 

14. (a) (b) 2 <c> | 

15. (a) eieria (b) qierta (O Falsa si f 'U*) ^ 0. El limits cs 2f"Ut) 
(d) Falsa si/Efl) 4 0, El liimie cs \f\ti} 
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]9. H') -2: /'"(]) = 5 

2a (a) (I + :v-r a (b) 2x(i 4 .i J r 3 (e) 2 pU + a j )' s - 3x a (L 4 .r' ! ) ;l 
2x t2 lx™ 

2L i~rr* ' r + ,t ]£ 

22. (a) 16 (b'i 1+^2 (c> (W* (d> J 

23. /6t'I = tv4 3 — cos n S' J 

24. (i) —Jt (b) l —v (c) 0 (dj — » a (e) 3r/2 

25. (a) * - \ {bl | Cl.I X + ix - |)(j - L > (dj |(f -!)+(*- Ilf/ - t j-/2 

26. (a) n ingun a (b) un L-jiimplo es /(v) -= a- + (c) nmguna 

fd) Un cjcmpto es / l.v h — i + x 4- .r s para'.r ^ 0, /'{.rj — 1/(1 — x) para x < i) 

28, fa) implies a y •>: (b) implies sc; a) :mplic« a y , y; (<J ) implies, s y 4: 

(cl Implied a, r> h y f. 


5.8 Ejereirios (pig, 264) 


I. 

3. 

4 . 

5. 

6 . 
7,. 
8 . 

9. 

10 . 

II. 


-U2.v 4 I F“ 4 C 

aVK] + 3.x)«'- - (AK1 + + r 

1 U + i> 7 -‘« - !(.t + I) rj - + i(x 4 - l> 3 '- + c 

a 

i 7 

i 12. 

^ Mx- + 2a- + 2l' J + C 

t 4 * 13- 

3 COS" X — COS X + C 

its - I)™ 4 i(2 - I >*• 3 + C iA 


-]csc B x4<7 J5 ‘ 

5 -Vi i a 

L 17 , 

■JT~; + f ja 

3 4- COS A' 8 n - 

2 19 .. 

+ c 20 , 

V cos x 


Item 2 - COS 3) 
cos x K 

4- C 

n 

-) v \ + C 

i<i + - *(i + + c 

x(x* + l> i ; “ 4- C 
•; 0 (8.v :j + 27J-3 4- C 
ijisen jt — cos x)-' 5 4- C 

2A- I 4- vTTx* 4 C 
— |(t - 1)™ + C 


5 JO Ejsreidps (pfe 269 ) 

1 , sen jt - -v cos Jt 4 C 

2, 2x sen x 4 2 cm x — or* cos jt -I- C 

3, at* sen X 4 3.:t“ cos x r- 6 ,t sen a — 6 cos x 4 C 

4, — Jt* cos x 4- lx 2 sen x 4- 6x COS x — 6 sen x 4 C 

5, I sen 2 x 4 C 

6, I sen 2x — J,vCO* lx 4- C 
15. (b;i (Sir/3 2)efi 

17. |(3 V 34 4 VI - 11.35) 

18. tan x — x; tan 3 x — tan x 4 x 

19. -cot x - x; -a cm" -v + eolx 4 x 

20., (a) n =4 <b) 1 


r J 
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Solution ? s a los ejercicios 


29. 

3-0, 

31, 

32, 

33, 

34, 


2 jt 1+u ^ 1 log jf 

'“TT^T" l* - 2C°6 x 'f + -*' log Jf log (log 01 

(sen*) 1 tC04J [cot 1 * - log(scn*)J - (cos*) l '“ x 
“logjfl 

54* - 36*= + 4.V + 2** 

3(6 - xftV- *F 3 (3 + v) ia 



[tan 2 x — log (cos *>I 


6,19 EJcrcklcH {pig. 30$) 


1 8. sen h ,t = , cosh * = j-| 

19 . -f| 

^ If 


6 .tl Fjcrcicios (pig. 5 ( 4 ) 


12 , 

13 . 

14 . 

15 . 

16. 

17, 


V 4 - * s 

1 


V 1 + 2x — x 


si |*| < 2 

M I * - 1 1 < V 2 


!* V * 1 - 1 

cos * 


si | x >1 


cos Jt| 

V * 

2(1 +*) 

6 + .V 


si * ^ (A 4 ! )ir f k en tero 

si * 2 : 0 


6 4 V 


IS, - 


2a 


*|(1 + ,T ? ) 


ss x 0 


29, arcsen ; — ■ 4 C 

kl 

* 4 - I 

30. a re sen _ + f 

V 2 


sen 2 r 

1 9 , t — si * ^ Ci' + | hr 


20 . 

21 . 

22 , 


sen* * ■+ cos 4 * 

1 


2(1 + x?) 
cos * + sen je 


\ sen 2 v 

A' 


I*! vi - v 

23, 1/(1 4- Jt 2 ) si * ^ li 

4* 


si A- < .v < (A + !(- 
si 0 < |jt| < 1 


24. 


21 


\ 1 — jr^arccos. .t *) 1 
t 


Si l.fl < I 


— si .r > I 


2* \ x - 1 arraos (l/V .r) 


3jc ( I + 2jc-) Bremen x 

*■ ^ ■ . . iL. n I 


CL - a 2 


(1 -*“)-» 
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Soiuciones a (os ejercicios 


9, 

10 , 

1L 

12. 

13, 

14. 

is. 

16, 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 4 

23. 

24 = 

25. 

26 

27. 

28. 
29. 


log \x\ - i log {.V + I) 4- — + 4 C 


k H 


(Jt + l)(x + 2) m 

(*+3) ir 


9j ! + 50x + 68 
4(x +':>(»• 4- 3^ 

+ ,Og|jr + ,| +C 

i log jjr 1 - 1| ^ f®g|x| + C 

A- + * log \x - 2| - ; log |jt 4- 3| + C 

1^ |* - 2 1 - -ij + C 

I 

n , _ ^ - Arctan (x - 2) + C 
4 log |x + 1 1 - l log |jt - f log |x +2\ 4- C 


•4 C 


\ l”S 


h io i 


Jt + 1 

x - i 

u 


2U* - 1) 


4- C 


1>* 


V 1 + X + I 


+ ( 


x + 


\ 


Jt 2 + l 

l 


+ C 


4jc 4x 2 ' 8 

kl 


x - 2 


4- C 


17 + I2a + H b S 

— jt + arctan x + C 


^Vl +J * 

} tog | (x - |)/(x + J .l| — ! arctan x + C 


I jH + x\ 2 4- 3 
^I lo & 


3 xV 2 

— arctan + C 


4V2 "x i ~x\2 + \ 2\ 2 3 - ** 

(x s + 3x 4* 2 r 1 + arctan (Jt + U + C 

-x/(x s 4- x -M) + C’ 

1 1 + 3 fan <x/2) 

— = a rctan -r=, + C 


VS 


V5 


\ 1 — n a 
I 


a rctan 


I + a 2 1 


VC 


\ a 2 - l 


tog 


a + cos x +• v a d — 1 sen x 
1 + £V cos. X 


V C 


x — !iV 2 arctan ( \ 2 tan jt) + C 
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Sohiciones a ios ejeractos 777 


1. 

\tV2a 

9, 

l 

11. ftfw + 1 J/2 

B. 

-2 

10 

i 

a 

12. i(^-ft^(o 2 ft-t 

13. 

6 cuiimdo x -* 0; 4/ir 

cuando ,v 

-* ^'2 


14, 

a ~ 3; ft - I 




15, 

tj 

1 

4S 

1 




16. 

(a) Tix) ■ ian Lr — 

\ sen x 

(bj Six} — 1 x 

- 1 sen r (c) 1 

17. 

lEfL 





A t cios kt 


7,17 EjercfcLO'} (pag, 37 p 


1. 

0 

s. 

W 2 

15. 

0 

22. 

1 

2. 

1 

9, 


16. 

1 

23. 

r 

3, 

i 

a 

10, 

1 

17. 

- 1 

24. 

^■ T 

4* 

l/vft 

n. 

0 

IS, 

t 

25. 

_ i 

■J 

5, 

1 

!f 4 

D2. 

0 

19. 

e 

26. 

log 2 

6. 

1 

13. 

1 

20. 

1 

27, 

l 

7. 

0 

14. 

6 

23, 

IT 

28. 

f - 1 


29. | 

30, c = 1 ■ lliriiie = }\ J 

32, (b) 11,55 acias fc i 1 1,67 mm 


S,S Ejercicius (pag. 381} 
h y =(& r - e tr 

2, y = lx* + U 5 


3. y = 4 cos x — 2 cos- x 


4, 

5, 

6, 

14. 

15. 

16. 

17, 

£§. 


y « _ 2 + 2e- r '- 1 * 

X = jC 211 -I- Jf -1 

y = (jt + C)fttnx 

y = (\ 2e** + ^ 

_>' = \Rx- - x + 2 - t>-*) 

V * - jr)t 

V - l/(-v : 4- X - x 1 tog x) 


(a) H -2x 1 


Capjfuto S 



B, y -=scn x 4- C'scti a 



10. v - + fA 

1 1 . fix) — 1 + log J 

12. Sdlo la funciun dada 




senh Tf 
ft> v* = 

A' 


20. (a) y 


Ce 3 * + 2 

r 'r 57 =“T 


sicndo r 


h + 2 
ft - I 


(b) v 


f jz + 2C 


hjcndo C 


* - I 

ft' I : 


TIC 


nal 


,- !j - c 
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3r 1 ■» + Cj 4- |,T a 

4. / — ('Vi cos y2x 4 *** sen VLrJ - ^ 4 4*- 4 ^.r 1 

5. y =*c t c J + r-r 1 ' 4 -f4 + 4*' + fa* 

(l. J.' = 4 Cni' ^ ^ I- 1,V — X 2 - 4-1 J 

7, > - (f, 4 +*)«•** 4 r a « , " 2j ' 

8 , l' = r, COS 2.t 4 C 4 sen — *• 4 |t r ■•' 

9, y a <'|« ' ' 4 ii\ 4 -£jc IT'' 

10. v = C*] C 4 4 

11. y m *-,■• * * (r 3 4 4-Air 1 ' 4 fa"* 

12. y = (r, 4 4 4 x 4 2 

1-1- v ■ (<■* 4 r. ± .r — 3o| x\)e p 

14. v tb r, sen x + ifj 4 log |esc .v 4 uot *■ i cos .*• — 2 

15. v ™ tv' 1 4 - a' * 4 ( [- r - c r > log ( I + r f ) — j/ — I 

16. r = fc, 4 fa)^ 4 fa r 4 c.,i' - J - l — ^(r' + r Sj ) log ( I 4 r*) 

( fc, 4 c-^xie ' ir si x < I l * v > 2, 

T , 

(a 4 b . or Jr + ■ si I < a < 2 

18. >■ = i" , ;- SJ + f,r ^ 4 fat* 

19. y = (h’j - |.x) coi 3.v 4 fr s “ j 1 ^ ) sen 3 jc 

20. y = (ti — l.r) (,-i.vs x \ r 2 X 

21 . y « fj cos -X 4 U' t 4 lj>sen X 

22. y ™ <-j COS 7.r +- c- ;! sen 2.f 4 x cos jf 4 1 sen -T 

23. » c L coa 2.v 4 ex &en 2x 4 x sen ,t - ■ cos t 

24. y = <i 4 4'.if :u — »n a 4 cos x) 

25, v - C ] sen jr 4 r* cos x 4 ^r 2/ (3&en 3.v — cos 3.v) 

8J9 1 Ejereicios (pap, 4141 

1. 2v"2 
2. ±140* 


3. 

.4 = 

■- C , w = k 

, ; ; - * - 

“ 4* 

4, 

y = 

3 ct.is 4 jta- 



5. 

C - Of, + 



6. 

y = 

>■” = 

— 1 2y = - 

-4v & 



- V 



7. 

v = 

--"""I' 

sirndu A 

poaicivu 

fl. 

/fd 

jsen/ 4 1 

= L 

— cos t si 

. o <: r 



| sen J s-L 

t > 2 TT 


9. 

'fa) 

1 /(2tt V / 2JI 

(b) R < 2 



“ “ « 

{ w 


10. 

m 

+ T "I, 

) '«& ( 1 



/w 

\ ( 

ki\ 

11. 

rM 

“ r, + r (f 


'-d 


py righted m 
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6.28 Ejereicios de iep&sa (pig. 414) 


1. 

3 ,v - 2 y = C 

7, 

xy - c 

2. 

- / - C 

8, 

y 2 — log (sen 3 x) = C 

3. 

-T- + f - Cx + [ « 0 

9, 

{x - C? 4 f - C 3 -1 

4. 

2a; 2 + y 2 - C 

SO. 

jt a + / - CU + /) +2=0 

5. 

r O 

II 

e+ 

H 

1 

11. 

_> ! = — 2x log x 

6. 

/ - X + C 



12. 

1 

,>' = - 

16. 

y - 10 -r- 1 ); a =2 -3 

11, 

/it) = Cf ; - (3 fix) - Or 1 * 

17. 

y - -6x* + 5x 4 1 

14, 

/O) - o /(a) = cx lfli "' 

18. 



6 x 



15, 

y= *x* + i 




2„Rl\h 



19, 

— --j — sen, aiendo H. el radio de ]a 

base y ft 

la altura del cono 

20. 

v = e* 




21, jr* * — 4- Cj 1/2 para a > 0, o y 5 = — §.t para todo x 

22.. m - -U / log \y\ - + Cf 

21. (a) fl=0,£«i rb) f{x)=2x M 

24. (b) v = e 4£ - e-^* 

25. (a) I/O + I ) gramas en t afias (b) 1 gramas - * anos - * 

26. [1 — i(2 - V2)r] $ gramo-s cn t a nos 2 + V2 anas 

27. (a) 165e _i * lf dudadanos en t anos (bj 365(1 - e -! ' ,5f } defundones en t afioa 

28. 6,% mi/seg - 25 056 m i/h 

29. (a) Minima relative en 0 (b) a ** §, b = *« (d) | 

30. (b) Mini tun (C) J- 


Ciipituh 9 


9.6 Ejercit ios (pig, 445} 


l. 

(a) 

2i 

<W (c) 

* - 

- i* (d) 

IS 

+ 1 

(e> 

-i + (0 i +/ 


(g) 

0 

(hi 1 + < 







2. 

(a) 

V 2 

(b) 5 (c) 

1 

Ml 1 

(e) 

V~2 

if) 

V65 

3. 

(a) 

r = 

2, 0 = § w m 

r = 

3>* - -I- 


(e) r 

= l k S 

= * |<d) r = |,fl =0 


{e> 

r * 

2v 3, & = 5#/6 

(0 

r ^ 1, 6 = 

i T 

(g) 

r - 

2(2, y = 


(h) 

r « 

iVl,& « 

(i) 

r - \V1, 

0 = 

”i w 


f " 1 >0 ■ - 

4. 

<a) 

r - 

0, x arbitrario 

tb) 

x > 0, y - 

0 

(c) 

Todo 

Jf y lodo y (d) x = 0, 


}' arbitrario ' a y - 0, x arbtuario (e) x * I „ y « 0 (f ) x — ] , y « 0 


w 


arial 
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Soiuciorws a his ejercicios 


9*10 EjerciekJs (pig. 4 S3) 

]. (a) J (b> -2 i (c) -3 (d) I (c) l + i (F) fl + /)/\ 2 

(fi) V2i (h) -j 

2. (a) v “ 0, jf arbiirario <b) Jt - r = 0 to) Jr - 0, V = (2« + IK siendo rr un 
cnrtro cualquitra <4) j = L v - jw + 2flir h sicndo rr un cntero cnalquiero 

3, (b) z = 2jtjt;, skndo » un entero cualquicrs 


6. 


= 

+ i7? 

t; ) para k 

* 1,2, . . 

, , w 

:o. 

<c> 

Iv3 + 

lr. 

-4V'3 4- 

\<\ 



(d) 

* 4“ bi , 

— a 

- -i? 

+ Qi, b - 

- or, siendo o = 1 ^ 2 + % 2 \ h ™ 2 


(e> 

« — i?L 

— tr 

+ bt\ b 

+ a, f, - 

i — tr L siendo o y & Eos <te (.43 

iL. 

(a) 

tf-' 1 . 

f * 

(c) - 

■rr < arg( 

7i) + arg (j 4 ) <; tr 

33. 

1 

X 

.j - s 

1 

w 2 4- 

am) 




Cap/mfo 10 


10.4 Ejerddos (pig. +67) 


3. 

(a) 

Converge 

m 

0 

2. 

(a) 

Converge 

(b) 

-1 

3. 

(a) 

Divergence 



4, 

(a) 

Converge 

(b) 

1 

£ 

5, 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

6. 

(a) 

Diver genie 



7. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

8. 

(a) 

Diver genie 



9. 

(a) 

Converge 

<b) 

l 

10. 

(a) 

Divergence 



11. 

(a) 

Converge 

tb> 

0 

23. 

N > 

1/c 



24. 

N > 

1/' 



23. 

N > 

'/* 



26. 

jV > 

I/« 



27. 

•V > 

Vv* 




JB - N> wm 


12. 

(a) 

Converge 

(b) 

i 

13. 

(a) 

Converge 

<b> 

0 

14. 

(a) 

Con verge 

(b) 

0 

15. 

fa) 

Conv erge 

<b) 

0 

16. 

(a) 

Converge 

(b) 

0 

17. 

la) 

Converge 

<b) 

4* 

18. 

fa) 

bivergente 



19. 

fa) 

Converge 

(b) 

0 

20„ 

(a) 

Divergence 



21, 

(a) 

Converge 

<b> 

0 

22. 

(a) 

Divergence 




34. c) Sea j- 


i 'fl V / b — a\ 

= > / j a + jfr | y definarmis r„ del mismo motto como una 

It*, o ' 


sums de ] s b. Las dos &uces cones {«.} y {/„} converged bade la integral j*f'(x)dx. 


10.9 Ejereidos (pig. 477) 

22. (a) 1 (b) 2 e* - 3 (c) e + 1 


r j j 



Soluciones a los ejerdcios 
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23, (b) 5 

24, (a) Id&mca (b) No id&ntica (c) No iddniica (d) Idgmiu* 


*10.10 Ejercieios sobra desarroilos dccimalcs CpSg- 479) 


1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 


4 

£ 

M 

!■ 

2 tl Ui 

Hi !■ 
A I _ 
:■; :i .!■ 
] 

7 


10.14 Ejcrcicids (pig. 486) 


1, 

DLvrrgentc 

8, 

Convergent 

2. 

Convergente 

9. 

Divergent 

3. 

Convergence 

10. 

Convergence 

4. 

Convergcnte 

il. 

Divergence 

5. 

Cor»Ycrgcnte 

12, 

Convergence 

e. 

Conve rgeme 

13. 

Divergente 

7. 

Convergence 

14 

Convergent 

15. 

Cotivergenle para s > \ ; dlvcrgcnte para 

s < l 


16. 

Convcrgeme 



17. 

Convergent 



18, 

CoRvergcme 



10 J 6 Ejfetcidu (p%, 490) 



L 

Convergente 

7, 

Divergent 

2. 

Converge nit 

8. 

Convergence 

3. 

Converge nit 

9, 

Convergent 

4. 

Divergent 

10, 

Divergent 

5, 

Divergent 

11. 

Convergence 

6, 

Divergemc 

12. 

Divcrgentc 

13 f 

Con verge nlc 



14, 

Conve rgente si 0 < r < 1, a eoanrfn _x = 

= kit, k 

encero eualouiera 

10,20 ijereictes (pig, 499) 



L 

Condid Onalmen te con vtrgcnte 



2. 

Condition almenct eonve rgente 



3. 

Diyergcntc para s < 0; condicio-nalmcnte 

convergcnic para 0 < s < L ; absolulamcnte 


convergence para ,r > 1 



4. 

A h&olti tamente con vergente 

10. 

Condic ion almenie convergence 

5. 

A b&ol v lament cunvergen it 

il. 

Absol ulamtnit convergence 

6. 

A bs.o'o tamente converveme 

1 2, 

Divergent 

7, 

Divergence 

13. 

A bsolul entitle eon vergen ie 

S. 

Divergence 

14. 

Absolulamente convergence 

9. 

Divergent 

13, 

Divergente 


Coovricihted material 
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16, 

Absolutamcnte convergence 

2 E , 

Divergence 

3 7, 

Absoltila mettle eonvergente 

22. 

Condic ionalroente convergence 

13, 

Absolucamente convergence 

23. 

Divergenle 

39. 

C andidorialmen ce convergen te 

24. 

Condic ionalmenle con vergenle 

20. 

C and irionalmenfe convergence 



25. 

Divergents para s <, 0: conditionalmence convergent* para 0 < j <; 1 : absuluiiirraice 


convergenrc para s > 3 



26. 

Abso! utamente eon vergente 

38. 

Todo z j* 3 quq satisfaga z\ <1 E 

27. 

A bsolutamenLe convergence 

39. 

\z\ < e" 1 lilE 

28, 

Divergent* 

40. 

Todo z 

29. 

A bsoty lamen le convergcntc 

43. 

Todo i 5* 0 que sacLsIagafl < z — 1 ^ | 

30, 

Absoluiameott convergence 

42. 

Todo z ^ — 1 que sacisfaga -2z + 3 < J 

31. 

A b solu lamer [q convergence 

43, 

Todo z * x + J+ con x 0 

32, 

Absolulaititnn convergent 

44. 

Todo z que sitisfaga 2 + 1 h ' > i 

33. 

* = 0 

45, 

Todo c que sathfaga \2 + \}z\ > 1 

34. 

Todo i 

46. 

Todo z # 0 

35. 

'J'odo' 5 qu-e satlsfaga L’l <3 

47. 

x — k' £ tt/4, k entero cualquiera 

36. 

Todo z 

48. 

x — k. ^ T7.6, k entero cualquiera 

37, 

1 odo z eseepco enteros negativos 



10.22 EJetcieios de itpasa (pig. 506) 



L 

(a) 0 




(b) Converge si c ^ 1 ; el limite eaftsi. 

r < 

1 ; el Hemic es 1 si c = 1 ; diverge si c > ] 

2. 

(a) 1 (bj el mayor de Eos dos mimeros 

: a y b 

3. 

i«i + 



4. 

i(l + VS) 



5. 

0 



7. 

Divergent* 



8 . 

Convergence si $ < | ; divergence si s 



9. 

Convergence 



10. 

Divergence 



11 . 

Divergent* 



34. 

t < 3 



35. 

a i 3 




1 7. Cuando ff I> — I , el limlie cs • cuando a £ —1, el hmice es. 0 

o+2 


10.24 Ejsrckios (pig, 51J) 


h 

Divergence 

6. 

Convergence 

2, 

Convergence 

7. 

Convergence 

3. 

Convergentc 

8. 

Convergence 

4. 

Convergence 

9. 

Divergence 

5, 

Converger te 

10. 

Convergence si $ > 1 ; divergence si s <, 1 


right&c 
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I I . k. = m i la integral ticne e! valor j log J 

1.2. (" ™ 1 1 la integral tii L nc el valor ] log * 

3 

]3. f ■ !\ 2; la mlenral tienc el valor —p. 

V2 

14.. a ■ b = 2e — 2 
15- t/ = I ; /' ■ 1 — 

rr 

I ft. (bS Diverge™ ambus 

17. ft) Dive rge 



Of pitula 11 


11.7 Ejerddos (pig, 526} 

I- f * 2; convergent pura |r| <2 

2. r »2; converger tc para j;| < 2, ; ^ 2 

3- f = 2: convergent para |r + 3| £ 2, - ** - I 

r “ i - convergent* para * £ i 
5- r » J; convergent para - f | < ! 

6. r = e: eunvergenie pan* |- 1 < c 

7. r « l; convergcnle para !_- + ij <; I 

8. r * + -f. 

9. r is 4: convergent para | j <4 

10, f = |- convergent para \z\ < I 

M- r = l 

12 . r = | ^ 

13. i « +«. !ii e,' - A'W, A entero; r = I si a * kt r 

14. = e - 

Si r = nuixfa, ft) 

I ft. i' = min (J /(J, 1 ft) 

11.13 Ejercieiw (pig. 5J6) 


1. j-v| < I; 1/(1 4 A 3 1 

2. |*|<3: E /(!-*) 

3. I* <l; */(i -*) 2 

4. |*| < I; -*/([ -*•*>= 

1 Io£(1+2a) 

i M < 


i . 


, !: ?sl! 


2*’ 


1 4- 2.v 

6. -£<*<■; -log f] — 2 a) 

2 a 

7. - 2 < a <2: - arctan - 

x 2 


H. Todo a; e - r 
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Soiudones a los ejercicios 


y. Ttjdo x : x m3 l?* — 1 — x “ I* 3 ) si -t ? 0, 0 si x = 0 

( • r ^ -- jf 

10. Todo js; — . si x * 1 ; | si * = 1 

t* - l) 

V2 2 !l " 

22, 

98! 

23. — 4\ 2 t £i 1 « 0, i/j. ^ 5V 2, — 0 ? Q | = m ■ V 2 


IU6 Ejockim (pag. 5+2) 


{it + 3)(n - 2) 

3 - (V ™+i = , ti a„ pai-a n > 0; /(*) — I — 3* 


frf + Z)(u -4- t) 


(« + 4Mw -3} . , „ LO „ 

*- > ' <7TW+T) para " s 0; /w = “ A “T x 

3. To do jf 

4. Tod.,> x 

5. Todo .r; a = 1, h — 0 
6„ Todg x: fix) = t'- 1 

7. Todo v; fix) = - .r — 1 

8. Todo x\ fix) = cos 2 jt 

9. Tpdo v: fix) = x + Kfih 3.v 

12. y = I + .v + x" 4- + ■■■ 

13. y — jf + j.t 4 + -j- jfhfX 1 '' + ■ - 

14 V = -1 i. - + -J-t* 4- —I— v ri + L.v» j. . . . 

4 - T 1 S’* T illJO' 1 T KHjfl- 1 “ 

gCi 

, ,y H T n 

15. v - > — - 

-i-J fl] 


* (1 


16. v = 


-■+*&- 
\ fi " ] 


r- 


3.K5 ‘ 6) - - [13 n - I ) {3*:ij 


+ fi x + 


V 


.V 


infl 


— a ■ 4H6 ■ 7) 
1—1 


[(3«J (3jj -j- I >1 


17. v = cj 1 


;<!£*&) *»2 

n4 / rv-l 


^ _ ] jM - ]^H- ] 

1 ■ 3 ■ ■ ■ (2 a - f> 


18. #fi — -1, & t = 0, «, = 5; _/(.v) • („v + l)f - r 

7 sen x tusjf — l 

19. a h - 0, er 6 = - — ; /(.r) * -j- + — si x / O' /{ 0) - /{^j * 

21.). (c) V2 = 1.4142135623 
23. (b) V 3 - 1. 732050807568 B 77 


- 2 >- 
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1 j 7 2 -5 -U\ 

C" =yt<l.2.3p4, S), 

24. C* = M, B - 5 — M, siendo ( — (4 ■ UJ/M r 4 3 


1141 Ejercicios (pag. 565> 

1. V* 

2„ >B 

6 3 -2 


5. 0, \ ft, V -& 

6, 7jt/8 
8. ir/6 
V. 0 

10- b) La ecuaccbn es vAlitia para x e y cualesquiera si cos & = U si cos ft j* I la linica 
5olucibn cs x = y = 0 

14. Todas eioeplo b}. 

17. c") Todas excepto el icorema 12,4 a), 

15. a) Todas 



12, IS EjcncicUtt <pAg. 57 L) 

1. (a) Jf - y * | (b) x m y m l (cl x = 4, p- 1 

(d) j - 1, v = 6 

^ * = t> y = l 

3. * = 3, v = —4 

7 . Tod ns J 0 

9. (c) 7/ - 4(i + j) 

10. (bj j = B - 4 t k = - B) (c) 1(15,4 - I4JS 4 SC) 

11. {4}. {/?:, {C\, !u}, {A, B), {.4, C), {A, D), {B, C), {C\ D) 

12. (a) Iridependientc (b) Un ejeimplo|: D = A (c) Un c|cmp]o; E ■ (0, 0, 0, I) 

(cl) Eligicndo £ (0, 0, 0 J) . aenemos X ™ 2.4 -4 & — C 4 3£ 

13. ft) t = (4 V 2, - v'2 

14. (a) {0,0, 1,0), (0. 1,0, I), (2,0, — 1, 0)} (b.) £1 conjoin a dado (c) El cgnjunio dadc 
17. ([OJ.D.d.U I, (0, 1 . 0> j , 3(0, I, l), (I, 1,1 (0, 0, I )} 

15. id, I, I. LMOJ, I, 1 1. (0. 0, j, I), (0,0,0, !>}, 

{ d , I , I, L ) r to, ] , I , L h (Cl, l. o. 0), CO, Q, 1 , 0)} 

19, H L ' ) E 1(7" ) = L(S) 

20, Un ejcmplo|: A = {£j, . . . , E„J, B = {E t 4- E 2t E t 4- . , . , + £ rt , E*. + £,} 


12.17 EjCTCidoa (pig. 575) 

L fa} - 1 - ; (b) —3 + i (c) I -/ (d) — 1 4 ( (e) -1 W 

ff.l 2-i (g) -i (h) -I + If (i) —3 — 2i (j) 2 i 


rightec 
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7&9 


2. Ur ejcmplo : (t + i t — 5 — 3f'„ S — 3/) 

8. ir/3 

9. 34 - B 4 2C 


Capiiuio 13 

13.5 EjerticiOs Epa£- 584) 

I. (b), (d), y fc) 

2 (a) y (t) 

3= (t),(d), y (e..i 

4. (b ),(e), y <f> 

5. (a) No (b) No <c> No 

6., A f By C t £>, F estAn alineados 

7. Se corcan en (5, 9, 13) 

8. (b) No 

9. (a) 9^+8/ +9 (b) ]\ 65 

13,8 E fere-kiss <pag- 590) 

1. (cj ¥ (c) 

2. (a), (b), y (c) 

3. (a) x - ) 4 /, y = 2 4 j 4 /, * = ] 4 4/ 

(b) jr * j 4 i, y = I + jt, £ = i + 4/ 

4. (a) fl, 2. 0) y (.2, - 3, -3) <b) M - (d ,2,0) 4 id, 1 , 2) 4 t(-2 t 4,. 1)} 

6. (a),(b), v (c) x-ly+2^-3 

7. («} (0, -2, -1) y (-1* -2,2) 

(b) M = {(0. “2, -1) 4 s(-L0, 3) 4 r(3, 3, 6)} 

8. Doa cjcmplus: (—5,2,6) y ( — 14,3, 17) 

9. {a) Si <b) Dos ejemplos: (1,0, —1) y (-1,0, I) 

10 . (- 2 , - 1 ) 

II. (a), (b) y (c) No 
13. x ->■ = -I 

13.11 Efcncictoa (p4g. 597) 

]. (a) (-2,3, -1) (b) (4, -5,3) (c) (4, -4,2) (d) (8,10,4) 

(e) (8,3, -7) (O (10,11,5) (&) ( -2, -8, - 12) (h) (2, -2,0) 

(i) (-2,0,4) 

2 (a) ± f -4, 3, I ) (b) 4 J — ( -41 I, - 1 8, 7) <c) ± 0, 2, 1 ) 

\ 26 \ 2054 3 6 

3. (a) (b) 3 V 35 (c) |V3 

4. 8 J 4 / - 2k 

6. (h) cos. 13 «s ncgafivp (c) \ 5 

4. (a) una solucibn es fl = -i - 3* O’) i — j — A es la unica sducidn 
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S&luc tones a las ejercU'ios 


E 1. (a) Tres posibilidsdcs; D = B C — A = (0, 0, 2), [) — A + C — ft - t4, —2, 2\ 

D = A + B - C - (-2.2.0J (b> i V''6 

32, -4, 3; -|v 3 

13. N Ejercickw Cp%. 602) 

L (a) % (b) 27 (c> -84 

2. 0, v l -V2 

3, 2 

6, (a) (2& — IV + Iff + c* t siendo b v f arbitrai-fos (b) — * f + ‘ij 

11, -3i+2j + H 

14. I» 2 

15. (b) y 2005/41 

17. v = I, y ** — 1, i=2 

18. x = 1, y =» — \, 2 ~ 2 

19. x = t, y » 4, 2 <* 1 

13.17 Eicrcklft* (pi* 60?) 

f, (a) (-7.2, -2) (b) — 7.t +■ 2/ - 2z - 0 (c) -lx + 2p - 2z = -9 

2. (a) (|4, -S) <b> -7, -H icj ■ (d) -V/V> 

3. It -v 4 2r - -5; WI4 

4. (b) j^V'6 

5. (a) (1.2, -2) (b) a- + 2v — 2; *= 5 (c) * 

6. ]0* - 3>' - 7; + 17 - 0 

7. Do® angulo® : ir/3 y 2tr/3 

8. x + 2 v +9 j + 55 =0 

9. *<r) -(2,1, -3.) 4-/(4, -3, I) 

l£) r (b) A' - (l h 3 h —2) Cc> t = 3 (d) 2 a + iy + 22 + 15 - 0 

(e> a + 3y - 2i 4- 19 - 0 

11, x + V' 2 >■ 4- a - 2 4- V 2 

12, 6 

13. — rL= <7, -S, —3) 

V 122 

14. .t - y 4- i - 2 

15. (* T <U> 

37, XU) =(1,2, 3) + r{\, -2,1) 

19. (b) P = — 14. 2) 

13.21 Ejerricws (pAg. 615) 

3. r *=4 h i//(l — 4fsenfif); r = — &://( I 4- e sen 3) 

4. *-l, J-2 

5. — 1, c/ — 6 

6 , e = f , „ d = 6 

7. *■ - 2, i/ - 1 

1 * = 2, d = 2 
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9. f - I, d = 4 

10. d - 5, r = 25.'( 10 + 3 cos * + 4 sen ti) 

11. d = 5 , r = 25/(5 + 4 cos « + 3 sen 0) 

12. d = h 2, r « 1/Ccos u + sen 6 + | V 2f, r = I /(cos 0 + sen fj — A \ 2* 

11. (a) f — 3.5 x ] 0 M /( I + vus J 0; 7.5 x 10 T Km (b) jr « 5 x 1 0 7 /(l — cos 0); 

2,5 :< 3 0" Km 


0.14 Efercfclos {pig, $21)) 

]. Cenlro cm <0, 0); focus en(±£.0): vertices cm ( ±10. 0); e ■* f 

2. Centro cn (0,0); focus cnfO, + S); vertices en (0, ±3 0); # » \ 

3. Centro en (2, -3); focos en (2 ± \ 7, —3); vertices en (6, — 3)*( 

4. Centro cn (0, Op; focos enf ±1,0); vertices cn E ±i„ 01; 


—2, — 3): i> = \ 7,4 


C = r 


5. Centro cn (0, 0); focos en ( ± V 3/6, f)}; vertices en I ± \ 3/3, 0) ; 


F =a | 


6. 

7, 

8. 
9. 

10 . 

11. 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21 . 

22 

23. 


Centro tn ( — I , - 2 1; focos en (—1, ! I, ( 
lx* + I6v- - 7 


I, —5): vertices en. ( --1 , 35, ( — I. — 7j; <■ » 


i-v + 3r 
16 

(x + l) s 


+ ^ = . 


fv - 4)- 

+ ^TS 1 

+ fv - 25- - i 

y 

(a - SV 1 fv + 2f 


9 

(-* + 4) s 


25 

(x - 2r 


+ 


+ 


U* 


= 1 


- 1 


36 4 

Ceniro en < 0, 0 ) : focos en ( ± 2\ ' 4 L . 0 ) ; vg rl ices cn (±10, 0); e 
Cent to en (0 r 0 ) : focos en 1 0, ±2\ ; 4 1 ) ; ve rt ices en (0, ± 3 0 j ; e 
Centro en (-3.3): foot 3 en ( - 3 ± \ 5,3); vertices en ( — L , 3), f 
Centro cn (0, 0); focos cn( ±5,0): vertices cn ( 3:4, t»; e = 5/4 
Centro cn (0, 0) ; focos en(0 h ±3); vertices cn ft). ±2); * = § 
Ceniro en [ L, —2): locos cn(l ± V 13, —2); vertices en (3„ — 2),( 

ih 1 

il-C = i 

4 12 

V® — x- “ 1 


- \ 41/S 

- x 57/5 

-5.3): *«V'5/2 


~ It -2);e « Wn 




r 

16 


(x + 1 f 

it - 4.)* - : - 1 


IK i- + if Six- 25 s 


27 


27 


= 3 
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II- (hr -2. I -2/*) 

12 , 0 

] 5. GV) - Fit) k F*{t) 

20. FU) - 4 {FB 4 fC 4 £3 

22. FIE) - A, Fpl - l6 + 3 log 3M 

23. FfjrJ -^{.v 4 IM - M 

14.7 EJfMlfllOfl (pag. £41) 

1. *#)*(]- 3/ 2 )r + Gr/ 4 (3 4 3/ £ )A; n<f) - - 6 // 4 hj 4 6 /A; t =(j) - 3v'2 (I 4 F) 

2. p(0 = — sen/ / 4 cos i j 4 ; aij) = —cos t ( — sen rj 4 FA; t-(/> = (I 4 e 2 *) 1 ” 2 

3. rfr) = 3(cos t — t sen/)/ 4 3 (sen/ + t cos r \j 4 4k: u|r| = —3(2 sen/ + fcos t)i + 

3(2 cos / — #sen#)j: t*</) = <9/^ + 25 > 1- ' 2 

4. u(r) = (I — cos j)/ 4 sen// 4 2 cos - A; a(i} ■= sen#/ 4 cos / j — sen - A; j*(/) » 2 

5. i<r) = 6 fi 4 6/7 4 3A; ap) = 6 i 4 L2y; t-(f) - $#* 4 3 

6 . c(f) <m i + co$ fj 4 sen# A; ait) = —sen#/ 4 cos r A; *•(#) = \ 2 

9. 4 - aftrP, B - eV-L.P 

U. (b) a^Vco^fl 

15. (a) 4#) - 4 cos It. \in = 3 sen If fb) .P/16 4 v s /9 = 1 

16. 3774 


14,9 Ejercicios Cp%. 646) 

*VP(-37 4 4/ 4 5A); K 

T - -(1 4 P\) ,;2 / 4 ell 4 r-n '^A; 


1. 

(a) 

r = 

2, 

(a) 

7 = 


(b) 

u = 

3, 

(a) 

7 = 

4, 

(a) 

r - 

5. 

(a) 

r - 

6. 

fa) 

r = 


fb) a = 1 2 v 2 T 4 6,V 


(14 4 PV 4 *"* 

=± — 


9 , 

11 . 

12 . 

13. 

!4. 

15 . 


(I 4 le*') 1 !* 

(i +P)- i, V'r + (] 4 2 P , ) l ' £ J vj 

li + U; ,v = / fb) a=6:V 

f: ,'V *= -i\ 2 (/ 4 A); (b) a - \2 ,V 

|(.2i_4 2j 4 hr. N = I (/ 4 If - 2k) <b> = \2T 4 G.V 

l\/2 i 4 .}/ 4 U: ,V = — | v'2j" + 1 V'l * (b) a = N 

CorUrncjempIo pern b) y d): movim Lento sobre ana ht-ike 

Un ejemplo: r(t } » 2fP ( cos t tfr i 4 2Jt- 2< sen# «/#/ 4 e 8, Jfc; i<f) leu-ma un angulo 

wnslame con A. pero a(i ) nunca cs ccro ni paralelo a *(/) 

fa) Confrsria a las agujjas del reloj (b) 3 (c’l 2 jt/V 3 

* s /3 4 P/4 - ) 
f = 4x ; f « 8 - 4 jt 
(h) M|| send 


14,13 Kjcrcidos {p^g. 655) 


!. 8 lj 

V 2 (P - 1 j 
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7. (a) Jtt/16 (b) 2 -f \ 3 tog (2 +• V 3} 

8. |jrfir» + O '-' 2 + i log <> + \ > + T) 

9- \ 2 te" - 1) 

10. 4 

11. n 

13, (a) (fJ* +■ + 21 (b> \ it* id W 2 +\ 2 td) 

J5. r « r^e s ' *; bianco en cl origcn, pun to de parlida did cohere r ~ r, . # - 0; 
« es el angwlo. 0 < a < t rr, determ inado pot t y —r : parn 0 < a < v/2 cl camino cs 
una spiral para la que r-*0 cuando t crccc indcfinidamciitc; para t? = wf2 c$ una 
circunfcrcncia cn lurnu a] origen; para rrfj < * < sr cs una cspiral para la que r 
CTCCC i midi m«lamcn (c cuando 8 crccc indefinidamcnle, 

] t, Toracw cum© eje x pohitivo la reel a qu© va desde la position ©bscrvada a cwai.ro mil las 
de disumda a la base de I an 7.9 m i ■-[■■, i u , Cortinuesc a lo largo de csta recta ires millas 
(para cellar la paaibtlidad de que cl prgycctil vuclva a la base) y despucs sc slguc la 
espiral r — ^ \ .« 

17. lug V X- + v* + ardan (v/-r) = C 


14,21 EjcrdcKH de repos© (pig. 6 T 1 > 


I , tan a «* tan 0/(2 + tan- ft) 

3 . (£‘/m a , 2 c/m) 

4. (a) V — Vq = nt(x — .Vq) + c/'wt; tangent? en (.v 0 4- c/m’., r,* + 2<r/m) 
(b) _v “ y a = m(x - ,v 0 ) — au " tangeme eu.(.c u + 2fm v p t '+ cm*) 

6. (_)'] ” VirK — .Vu-> =* 2c(jr + v, - 2xd : x,} = 2|,.r — 

(jt, ■— -**M >' — r V(j) = 2(v, - fii id - r Q l - tv, - a 4i )< c, - tj) 

7, m CO, A j 


(b) EstTibir£? = (,(), s« / ’ CO) ^ 0 enionees MjO * /( 0) 

En t-uaEquier otro caso /K.v)J x. cuando .v -»fl. 


I 

•+■ — — ctiandb x 

fim 


8. 

13, 

14, 

15, 

21 . 


1 +c 


l 


r = 


2 2 
C2.JU-Z “1] 
lV2 

3* a - v 2 = 


euando C 


Mr) 


0 


1 

36t? 


(a) fm = k SC n {9 -f Cl o ftp) = k 

(b) fm = <V X & \ dernde k- > I 

(,c) fm m Qlk) see (0 + Cl o /(0) = 2 Ik 


0. 


15.5 Ejercickts (pag. 6B0) 


Cdpltulo 75 


4 , si 
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I. si 


2 , si 


3. id 
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Sot uci ones a ios ejercicios 


IG .8 Ejerclcioa (pig. 723 } 


3. 

si 3 

A 

= 

e. 

V * w 


4. 

si ; 

X 

= 


¥ — —X’ 


5. 

No 






6. 

No 






7. 

No 






8, 

si ■ 

X 

±=2= 

liig 

h , y - log, i ; 


9. 

No 






10. 

si ; 

X 

= 

H - 

- 1 , v ■ r - 1 


11. 

si : 

X 

= 

3(r 

4 fc), 1 = 3(i — a) 


12. 

si ; 

X 

= 

l(u 

4 iii t } “ a(2f — ffj 


13. 


X 

= 

w. 

J' = r, ; - a 


14. 

No 






15. 

si ; 

X 

= 

n. 

y = - {h- 


[6. 

si 

X 

= 

w. 

>■ m f, - = n — n — 

i 

17. 

; 

X 


U - 

■ I, v - j - K 

tr 

18. 

si ; 

X 

= 

n - 

■ J, v - j- -2, 

H' 

19. 

si i 

X 

= 

11. 

y = v — ff, s = h- — 

d' 


20. si : x ■ n ( u — r + W'J r jf = A(j- — h' + v); 7 “ w — u + o\ 

25. (S 4 Tf = 's- 4- ST 4 - TS 4 TT 

(5 4 T? - S x 4 TS' 4 STS 4 S-T + ST- 4 TST + T £ $ 4 1 3 

26, (a ) (i'l'tf.i-, v. 7 ) = {x 4 y 4 *, * + v. x) . i TS K.r, v, .* ) = ( z. 2 + y t 1 -4 y 4 ) : 

(57' — j~ “3 = {x 4 J, -T — -t, —y - r); ,5-f.r, j, 2 } = U. y, U: 

TH.v t y, 2 ) -U, 2x + j', 3.r 4 2j' +:|: 

(5T^(x, v . :} = (3x 4 2? 4 i t 2x 4 2y 4 r. x 4 V 4 4; 

(TSfix^y, 2 } = (x 4 v 4 z > .v 4 2y 4 2- _ . x 4 2j- 4 3 2 i; 

(57 — TS t = (2.x 4 v — 7 , jr 4 2y 4 — X 4 J‘ 4 2zj; 

(b) 5 s (rr, l\ tL') = (te' % r., ti)\ r '(jj, d\ Hi - <& L e — H, w — oil 

(J$ 7 T ’ 0 #, r, w\ ** (n% c — h,\ jf — (•>: (TSV l (ir. u, hj -- (v - 1 — cs. 0 — n. u\ 

(c) (T - /)U, j\ 7 ) - (0„ x. x 4 y}: ( T — /.3-tv. v. 3 = (0, 0, xi; 

(jT-W. v,r) =( 0 . 0 , 0 ) si n > 3 

2 S. (a) ///>(. x} = 3 - 2 x 4 I 2 x 2 ; 7 / 4 x 1 = 3 .r - 2 .x- 4 1 2 V ; - 3 - 4 .x + 3 fijr; 

(7 7/3/4 x) = -2 .t 4 24.V 2 ; ( D T - 703/4x3 = 3 - 2.x ■+■ \2T ! ; 

- 0-r 3 )/j(.v> ■ S ™ I12x (b) p\x) = ux, ti tm esoalar cualqtirera 
(t) p(xi — rrx 2 + b, u y ft escalanes oualtsquiera uDTydo p dc r 
31. (a> Rpi. k) = 2: Spix) = 3 - x 4 ,r* : TpiW - 2a 4 3a- - x 4 4 x l : 

{ST)p(xi = 24 3,x — jt a 4 .r’; (T5t/j(.x) ■ 3.r — t - 4 a 4 ; (/'M'v'fxa - lx - ,x- + a 4 : 
(r a J 4 ’>(.*> = -.x a 4 x 3 ; ( 5 *r a )/K.v» ■= 2 4 ?.r - x 1 + a : j ; < / A'-S )/ H x> = 3 xl 
(7?57-.^;.x) = 2 

<b) V(I?) = ^ I pm - 0 } ; fli f > « !/» | ^ es con»tartc ! : ,-V( 5 i “ {/> I j* ks. cons tame ’ ; 

S(V) = V; WD = f 0 \ ; 73 V ) ^ \p \ /HOj - 0; M T 1 = i 
(d> (75'3 J1 =/—/?; 5"T W = f 

32- 7 no « Lino a uno en V porque aplica toda sucesldr coos tan te e ra La minira succsion 
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16.12 Ejereielos Cpag. 732) 


L a) U m a friz idenlidad J = (S,0. sicndo 4., = 1 si j- k, y i lt ^0 si j*k 
bi La maim ten i O = <a.i), Cil la quc cadi elementO 0^ = 0. 

ci La main* It-r^K siendoM,*) Is m stria idemidad de la parte a) 

0 3 0 n o' 


1 0 01 


”0 t O' 

2, {a) 

(hi 

0 1 0. 


3 0 1. 


h-'j 


3. (a> -5/ 4 7/. ftr — I2j 


(by 


. l 


■ 1 J 


'3 0 
.0 3J 


let 


0 0 1 0 0 i 

0 0 0 ] 0 

3 Q 

.0 3j 


4. 


‘-2 O' 


R oi 

- 0 2. 

i T 

1 

■’* 


5. (aj M +4 j + 4A; dimension del mielco 0, raugo .1 (hi 


6 . 


2 0 -2 

l-l 1 

3 i a 


~r -i 
I -3 

L-i - 5 


7, lay H4i — j + Ay = (0, -2.1 : dimension del uucfeo l t tango 2 (by 


J 


Cc) 


0 

0 


I 

0 


(dj d ' 


J. i 1 ? = k, «•,, = i. ir L =(LJ). *■* »(!,-!> 


M - '> Li 3 (3,0, -I); dimension del nudeo 0, ran go 2 {by 


] -I 
0 0 

1 I 


L' 1 J 

lc) r, = f, r, - i f w t « (1,0, 1) t Hj. - <0, 0, 21, - (0. J h 0) 

r i: r 

y - (*> -l>; dimension dd mldoo 0, tango 2 {h\ 0 I 

L 1 ] J 

fc) = f * r * * J - '< « t =fl,0, IK Wj = ( 0 , 1 , 0 ), n- a = ( 0 , o', 1 ) 

r i 

10, i.i) t r , — c jL dimension del mfclco 0, range* 2 (b) 


U 


r* 

0 

-l" 


- 1 

o" 

1 

0 

T 

0 

- 1 


1 


5 4 


fey a = 5, h = 4 
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MtfWflPS a los ejercicios 


I fj + (. fi Ejerdcios (pig. 740) 


L ff+f - 0 


Afi - 


6 — 5 


0 0 
0 0 


CA = 2 


15 — 14 


0 0 


BA = ^4 


4 -2 

16 —ft 


7 -28 14 


AilB - 30 - 


4 —16 


30 -28 

-30 28 


2, (a) 


,tt y h orbitrarios (bl 


— 2it a 


-2b b 


, n y b arbitrarias 


3. (a) a =% b= 6. c = t. d « 5 (b> n - l T h - 6, c - 0, rf = 


-4 -2 — 10 


-7 5 -5 


4. (a) 6 14 8 (tO 0 3 24 


6- = 


7, A* = 


COS nU — scnnG 
sen w 1 ’.' cos WV 

fl(w + l )1 


5 —4 


12 -27 t> 


8. A" « 


0 Q 1 


— 100 I 


a b 

10. , sictldo b y C urbilrurius y a C5 urna suluddo 

/ cualquicra de la ecu scion a 2 = — be 

,, [<! 01 

lb f b) .sienduff arbiirario 

0 a 


I 0 - 1 0 
0 I 0-1 


c —a 


» siendo b y <• itbitnnus y u cs una soluciin 


cuulquwra d-e La ccuaddrt a~ “ J — hr 
r -Li. jjl*| raii jjl! 


C « * * . D - ~ 

8 7 4^ - t '' 
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